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?5*1’*"8 :"3"60&3%50%6" 3".107

:5;"%-9$08;9 ;&/< *88-&.0’%$*=. : 4&E*,# "4#3+,&5’#) 4H3 )*56D
1%+’#))6D 0#,*3*5, *,)*+HP%D+H 2 *E’&+,% 7#)#4&,%5)*7* 0*3#’%4*5&)%H
(K/), $#’( 2*,*4*7* C&2’O1&#,+H 5 "*+,4*#)%% 0&,#0&,%1#+2%D 0*3#’#A,
*"%+65&OP%D C&2*)*0#4)*+,% 3&))6D % "*C5*’HOP%D +%),#C%4*5&,( )*56#
3&))6# )& %D *+)*5#. =&++0&,4%5&#,+H +"#$%&’()6A 2’&++ C&3&1 K/, 5
2*,*46D "* C&3&))*0@ V’#0#),@ %C *3)*7* 0)*U#+,5& *EW#2,*5 ,4#E@#,+H
+7#)#4%4*5&,( *EW#2, %C 34@7*7* 0)*U#+,5&, 0&2+%0&’()* +*D4&)HOP%A
56E4&))6# D&4&2,#4%+,%2% %+D*3)*7*. S4%0#4&0% ,&2%D C&3&1 H5’HO,+H
+5#4D4&C4#G#)%# % "#4#)*+ +,%’H %C*E4&U#)%A, 73# 0)*U#+,5& *EW#2,*5
*E*C)&1&O, 2’&++6 %C*E4&U#)%A, & 56E4&))6# D&4&2,#4%+,%2% *,4&U&O,
+*3#4U&)%# (2*),#),) %C*E4&U#)%H. ;&2%0 *E4&C*0, C&3&1& +5*3%,+H 2 ,*0@,
1,*E6 3’H %C*E4&U#)%H *3)*7* 2’&++& +*C3&,( (+7#)#4%4*5&,() %C*E4&U#)%#
34@7*7* 2’&++&, 0&2+%0&’()* +*D4&)HOP## +*3#4U&)%# %+D*3)*7*. :
"*+’#3)%# 7*36 3’H 4#G#)%H C&3&1 K/, 52’O1&H @2&C&))6# C&3&1%
"4#*E4&C*5&)%H 3&))6D, +,&’% &2,%5)* "4%0#)H,(+H 1%+’#))6# 0#,*36 )&
*+)*5# 0&,#0&,%1#+2*A ,#*4%% *",%0&’()*7* ,4&)+"*4,& (<;). X%++#4,&$%H
"*+5HP#)& 4&C4&E*,2# )*56D 0#,*3*5 <;, @+,4&)HOP%D 4H3 )#3*+,&,2*5
+@P#+,5@OP%D 0#,*3*5 % 4&+G%4HOP%D *E’&+,( %D "4%0#)%0*+,%.

<",%0&’()6A ,4&)+"*4, (<;) "4#3+,&5’H#, +*E*A +*5*2@")*+,(
0&,#0&,%1#+2%D C&3&1, )&"4&5’#))6D )& )&D*U3#)%# )&%E*’##
VBB#2,%5)*7* +"*+*E& "#4#)*+& 0&++6 0#U3@ 5#4*H,)*+,)60%
4&+"4#3#’#)%H0%, 2*,*46A )&C65&#,+H <; *,*E4&U#)%#0 %’% "’&)*0
5 C&5%+%0*+,% *, "*+,&)*52% 0&,#0&,%1#+2*A C&3&1%. <+)*56 3&))*A
,#*4%% E6’% C&’*U#)6 5 4&E*,&D +*5#,+2*7* 0&,#0&,%2& % V2*)*0%+,&
Y#*)%3& :%,&’(#5%1& N&),*4*5%1& 5 2*),#2+,# 4#G#)%H "4%2’&3)6D C&3&1
"*%+2& *",%0&’()*7* "’&)& "#4#5*C2% 74@C*5 % 4&+"4#3#’#)%H 4#+@4+*5.
M+,*4%1#+2% E*’(G%)+,5* 1%+’#))6D 0#,*3*5 <;, ,&2%D 2&2 &’7*4%,0
!%)2D*4)&, E6’* *4%#),%4*5&)* )& 4&E*,@ + 3%+24#,)60% 5#4*H,)*+,)60%
4&+"4#3#’#)%H0%, ,* #+,( 4&+"4#3#’#)%H0% + 3%+24#,)60 )*+%,#’#0. ;&2%#
0#,*36, 2&2 "4&5%’*, "*C5*’HO, )&A,% +*"*+,&5’#)%# 0#U3@ V’#0#),&0%
2*)#1)6D 56E*4*2, *3)&2* 5 C&3&1&D K/ % "4#*E4&C*5&)%H 3&))6D
,4#E@#,+H )# ,*’(2* +*"*+,&5%,( V’#0#),6 56E*4*2, )* % "*+,4*%,( "4&5%’*
"4#*E4&C*5&)%H, "4%0#)%0*# 2 )*560 *EW#2,&0. X%+24#,)6# 0#,*36 <;
+&0% "* +#E# )# 3&O, ,&2*7* *E*EP&#0*7* "4&5%’& "4#*E4&C*5&)%H.

: 2*),#2+,# K/ "#456# 1%+’#))6# 0#,*36 <;, +4#3% 2*,*46D WGAN
% WGAN-GP, "4%0#)H’%+( "4#%0@P#+,5#))* 3’H 561%+’#)%H B@)2$%A
"*,#4( "4% *E@1#)%% )#A4*+#,#56D 0*3#’#A. : "*+’#3)%# 7*36 +,&’%
&2,%5)* 4&C5%5&,(+H 0#,*36 <;, *+)*5&))6# )& ,*0, 1,* 0)*7%# C&3&1%
K/ 0*7@, E6,( +B*40@’%4*5&)6 2&2 C&3&1% <; 0#U3@ )#"4#465)60%
4&+"4#3#’#)%H0%. S4% V,*0 "4#3"*’&7&#,+H, 1,* 4&+"4#3#’#)%H )#%C5#+,)6
% C&3&)6 56E*42&0%, "* 2*,*460 ,4#E@#,+H "*+,4*%,( 4#G#)%# C&3&1%
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<;. ;&2%# 0#,*36, 5 ,*0 1%+’# W2GN, NOT % Kernel NOT, %+"*’(C@O,
564&C%,#’()@O "&4&0#,4%C&$%O ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A, )&"4%0#4,
)& *+)*5# 7’@E*2%D )#A4*+#,#A, % *E61)* )&C65&O,+H !"#$"$%&!%’(

%’% #)$)’"*$(+",-(’( 0#,*3&0% <;. : V,*0 2*),#2+,# 561%+’#)%# <;
4&++0&,4%5&#,+H 2&2 *E@1#)%# "&4&0#,4%1#+2*A 0*3#’%.

I#"4#465)6# 0#,*36 <; "4*3#0*)+,4%4*5&’% *"4#3#’#))6# @+"#D%
5 4#G#)%% 4H3& "4&2,%1#+2%D C&3&1 K/, 5 1&+,)*+,%, 5 C&3&1# &3&",&$%%
0*3#’#A 2 3&))60, "*+,@"&OP%0 %C 34@7%D %+,*1)%2*5. X&))&H
C&3&1& 5&U)& 5 *E’&+,HD, 73# *EWZ06 56E*4*2 *74&)%1#)6 % 5*C)%2&#,
)#*ED*3%0*+,( *EW#3%)#)%H %)B*40&$%% %C 4&C’%1)6D %+,*1)%2*5,
)&"4%0#4 5 0#3%$%)#, % 0*U#, E6,( 4#G#)& + %+"*’(C*5&)%#0 <;
*,*E4&U#)%A %’% E&4%$#),4*5 → +"#$%&’()6D *"#4&$%A @+4#3)#)%H 5
"4*+,4&)+,5# 4&+"4#3#’#)%A, "4%0#)H#06D 3’H &74#7&$%% 3&))6D.

<3)&2*, +@P#+,5@OP%# )#"4#465)6# 0#,*36 <; *E’&3&O,
C)&1%,#’()60% *74&)%1#)%H0%, +)%U&OP%0% %D VBB#2,%5)*+,( 5
*"%+&))6D 56G# C&3&1&D K/. : 1&+,)*+,%, ,&2%# 0#,*36 1@5+,5%,#’()6
2 )#,*1)*+,H0 5 %+D*3)6D 3&))6D, ,&2%0 2&2 &%.$/,%, 2*,*46# 0*7@,
"4%5*3%,( 2 *,2’*)#)%H0 561%+’#))6D 4#G#)%A C&3&1% <; *, ,#D, 2*,*46#
E6’% E6 "*’@1#)6 5 @+’*5%HD %3#&’()6D 3&))6D. S4%1%)& +*+,*%, 5 ,*0,
1,* @2&C&))6# 0#,*36 4#G&O, C&3&1@ <; 5 2’&++%1#+2*A B*40@’%4*52#,
)&2’&365&OP#A U#+,2*# @+’*5%# 4&5#)+,5& )& %+D*3)*# % +7#)#4%4*5&))*#
4&+"4#3#’#)%H, 1,* 0*U#, "4%5*3%,( 2 )#U#’&,#’()*0@ "#4#)*+@ 0&++6
2 &)*0&’()60 ,*12&0. N&2 +’#3+,5%#, 3&))6# 0#,*36 )# +"*+*E)6
*E#+"#1%5&,( ,*1)6# "4%E’%U#)%H 4#G#)%A C&3&1% <; "4% 4&E*,# +
4#&’()60% 3&))60%, +*3#4U&P%0% 4&C’%1)*7* 4*3& )#,*1)*+,%.

X’H "4#*3*’#)%H V,%D *74&)%1#)%A 5+# E*’(G## 5)%0&)%# @3#’H#,+H
0#,*3&0, *+)*5&))60 )& *E*EP#))6D B*40@’%4*52&D <;, 2*,*46#
*+’&E’HO, @"*0H)@,*# 56G# 0,1/&(" $)&"!,*&), & %0#))* )& C&3&1&D
1&+,%1)*7* % )#+E&’&)+%4*5&))*7* <;. : C&3&1# 1&+,%1)*7* <; ,4#E*5&)%#
4&5#)+,5& C&0#)H#,+H )#4&5#)+,5*0, 1,* 3*C5*’H#, 1&+,%1)6A "#4#)*+
0&++6 0#U3@ 4&+"4#3#’#)%H0%. : )#+E&’&)+%4*5&))*0 <; +,4*7*#
@+’*5%# +*D4&)#)%H 0&++6 C&0#)H#,+H 4#7@’H4%C&$%*))60% G,4&B&0%,
,* #+,( 4&++0&,4%5&#,+H "#4#)*+ 0&++6 0#U3@ 4&+"4#3#’#)%H0%, 2*,*46#
E’%C2% 2 %+D*3)60, )* )# *EHC&)6 +*5"&3&,( + )%0%. : 4#C@’(,&,#
"4&2,%1#+2&H "4%0#)%0*+,( )#"4#465)6D 0#,*3*5 *E*EP#))*7* <;
+@P#+,5#))* 4&+G%4H#,+H, "*+2*’(2@ *)% "*C5*’HO, VBB#2,%5)* 4&E*,&,(
+ 3&))60%, +,4&3&OP%0% *, 4&C’%1)*7* 4*3& )#,*1)*+,#A.

<3)&2* 5 *E’&+,% )#"4#465)*7* *E*EP#))*7* <; *+,&#,+H 4H3
)#4#G#))6D C&3&1. !@P#+,5@OP%# 0#,*36 )#+E&’&)+%4*5&))*7* <;
0*U)* 4&C3#’%,( )& 35# 74@""6: 0%)%0&2+)6# "*3D*36, 5 ,*0 1%+’#
0#,*3 UOTM, %+"*’(C@OP%# )#+2*’(2* )#A4*+#,#A, % 0#,*36, *+)*5&))6#
)& %+"*’(C*5&)%% 3%+24#,)6D 4#G#)%A C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* <;
"4% "*+,4*#)%% 0*3#’%, +4#3% 2*,*46D → NubOT, GENOT. /%)%0&2+)6#
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0#,*36, 2&2 "4&5%’*, "*324#"’#)6 ,#*4#,%1#+2%0% 7&4&),%H0% +D*3%0*+,%,
*3)&2* ,4#E@O, 4#G#)%H C&3&1% "*%+2& +#3’*5*A ,*12% % )&+,4*A2%
E*’(G*7* 1%+’& "&4&0#,4*5 )#A4*+#,#A, 1,* 0*U#, "4%5*3%,( 2
)#@+,*A1%5*A % 561%+’%,#’()* C&,4&,)*A *",%0%C&$%%. /#,*36 5,*4*A
74@""6 )# %0#O, ,&2*A "4*E’#06, *3)&2* ’%G#)6 ,#*4#,%1#+2%D 7&4&),%A.

/#U3@ ,#0 "&4&0#,4%1#+2%# 0#,*36 1&+,%1)*7* <; % 0#,*36
4#G#)%H C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* <; E&4%$#),4& 3’H )#"4#465)6D
4&+"4#3#’#)%A *EP#7* 5%3& 5 )&+,*HP## 54#0H *,+@,+,5@O,. !@P#+,5@OP%#
0#,*36 4#G#)%H C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* <; E&4%$#),4&, & ,&2U#
0#,*36 1&+,%1)*7* <;, ,&2%# 2&2 SPOT % m-POT, ’%E* *4%#),%4*5&)6
)& 4&E*,@ + 3%+24#,)60% 4&+"4#3#’#)%H0% %, +’#3*5&,#’()*, *E’&3&O,
*"%+&))60% 56G# *74&)%1#)%H0%, ’%E* "4%0#)%06 ’%G( 2 +"#$%&’()60
2’&++&0 )#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A.

2)-(’ /.$)3/’, )-*0)14!/5 3)6)+"5 7&17"*,7 $)3$)./*-) !/&%8

#)$)’"*$(+",-(8 ’"*/6/& $"9"!(7 3)6)+( !",.)1)!,($/&)!!/:/ ;2, !"

*$".0<=(8 !"0,*/5+(&/5 ’(!(’)-,!/5 /#*(’(3)>(( ( /.1)6)<=(8

,*$/:(’( *"/$"*(+",-(’( :)$)!*(7’( ?@@"-*(&!/,*(. A$/’" */:/,

!"/.8/6(’) $)3$)./*-) ’),9*).($0"’%8 +(,1"!!%8 ’"*/6/&, -/*/$%"

#/3&/17* !)8/6(*4 $"9"!(7 3)6)+ !",.)1)!,($/&)!!/:/ ;2 .)$(>"!*$)

( +),*(+!/:/ ;2.

<3)*A %C 2’O1#56D 0&,#0&,%1#+2%D C&3&1 H5’H#,+H &)&’%,%1#+2%A
565*3 35*A+,5#))*A B*40@’%4*52% 3’H )#+E&’&)+%4*5&))*7* <;,
"*C5*’HOP#A 561%+’H,( ,4&)+"*4,)6# *,*E4&U#)%H + %+"*’(C*5&)%#0
’#72*A "&4&0#,4%C&$%% % E#C )#*ED*3%0*+,% 4#G#)%H 0%)%0&2+)6D
C&3&1. X4@7%# +5HC&))6# C&3&1% 52’O1&O, &)&’%,%1#+2%A 565*3
35*A+,5#))6D B*40@’%4*5*2 3’H C&3&1 )#+E&’&)+%4*5&))*7* <;
E&4%$#),4& % 1&+,%1)*7* <;, "*C5*’HOP%D 561%+’H,( +**,5#,+,5@OP%#
*,*E4&U#)%H + %+"*’(C*5&)%#0 564&C%,#’()6D "&4&0#,4%C&$%A, )&"4%0#4,
)#A4*+#,#A. :&U)60% "*3C&3&1&0% H5’HO,+H "*’@1#)%# ,#*4#,%1#+2%D
4#C@’(,&,*5, @+,&)&5’%5&OP%D +5HC( 0#U3@ ,*1)*+,(O )&D*U3#)%H
*",%0@0& 35*A+,5#))6D B@)2$%*)&’*5 % *G%E2*A &""4*2+%0&$%% 4#G#)%A
"4H06D ,4&)+"*4,)6D C&3&1. =&C4&E*,2& ,#*4#,%1#+2% *E*+)*5&))6D
"&4&0#,4%1#+2%D 0#,*3*5 561%+’#)%H *E*EP#))*7* <; "*C5*’%, "*56+%,(
VBB#2,%5)*+,( %D "4%0#)#)%H 2 *"%+&))60 4&)## C&3&1&0 4#&’()*7* 0%4&.

>&-9? 3%++#4,&$%% H5’H#,+H 4&C4&E*,2& 0&,#0&,%1#+2%D 0*3#’#A,
*+)*5&))6D )& )#A4*+#,HD %’% ’#72*A "&4&0#,4%C&$%%, 3’H 4#G#)%H
C&3&1 )#"4#465)*7* *E*EP#))*7* <;: 561%+’#)%H )#+E&’&)+%4*5&))6D
,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A 0#U3@ )#"4#465)60% 5#4*H,)*+,)60%
4&+"4#3#’#)%H0%, )&D*U3#)%H )#+E&’&)+%4*5&))6D <; E&4%$#),4*5
+#0#A+,5& )#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A % 561%+’#)%H 1&+,%1)6D
,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A 0#U3@ 5#4*H,)*+,)60% 4&+"4#3#’#)%H0%. X’H
3*+,%U#)%H $#’% 5 4&E*,# E6’% *"4#3#’#)6 % 4#G#)6 +’#3@OP%# @%.%1*:

1. =&C4&E*,&,( 1%+’#))6A 0#,*3, *+)*5&))6A )& 35*A+,5#))*A
B*40@’%4*52# C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* *",%0&’()*7*
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,4&)+"*4,&, 3’H 561%+’#)%H *",%0&’()*7* *,*E4&U#)%H 0#U3@
)#"4#465)60% 4&+"4#3#’#)%H0% + "&4&0#,4%C&$%#A "*+4#3+,5*0
+0#+#A 7&@++*56D 4&+"4#3#’#)%A; 565#+,% ,#*4#,%1#+2%# *$#)2%,
@+,&)&5’%5&OP%# +5HC( 0#U3@ *G%E2&0% &""4*2+%0&$%%
4#G#)%A "4#3’*U#))6D 35*A+,5#))*A % "4H0*A C&3&1; "*’@1%,(
,#*4#,%1#+2@O 5#4D)OO *$#)2@ +,&,%+,%1#+2*A *G%E2% 3’H
"4#3’*U#))*A 35*A+,5#))*A C&3&1%.

2. =&C4&E*,&,( 1%+’#))6A 0#,*3, *+)*5&))6A )& 35*A+,5#))*A
B*40@’%4*52# C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* *",%0&’()*7*
,4&)+"*4,&, 3’H 561%+’#)%H ("*’@))#+E&’&)+%4*5&))6D <;
E&4%$#),4*5 +#0#A+,5& )#"4#465)6D 5#4*H,)*+,)6D 4&+"4#3#’#)%A
+ %+"*’(C*5&)%#0 )#A4*))6D +#,#A; 565#+,% ,#*4#,%1#+2%# *$#)2%,
@+,&)&5’%5&OP%# +5HC( 0#U3@ *G%E2&0% &""4*2+%0&$%% 4#G#)%A
"4#3’*U#))6D 35*A+,5#))*A % "4H0*A C&3&1.

3. =&C4&E*,&,( 1%+’#))6A 0#,*3, *+)*5&))6A )& 35*A+,5#))*A
B*40@’%4*52# ("*’@)1&+,%1)*A C&3&1% *",%0&’()*7* ,4&)+"*4,&,
3’H 561%+’#)%H *",%0&’()*7* *,*E4&U#)%H 0#U3@ )#"4#465)60%
4&+"4#3#’#)%H0% + %+"*’(C*5&)%#0 )#A4*))6D +#,#A.

4%"1$%= $0’*@$%:

1. :"#456# "4#3’*U#) ,#*4#,%1#+2% *E*+)*5&))6A 0#,*3 561%+’#)%H
)#+E&’&)+%4*5&))6D ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A 0#U3@
)#"4#465)60% 4&+"4#3#’#)%H0%, 2*,*46A H5’H#,+H *3)*V,&")60,
)# ,4#E@#, +’*U)*A 0%)%0&2+)*A *",%0%C&$%% % %+"*’(C@#,
’#72@O "&4&0#,4%C&$%O. /#,*3 *+)*5&) )& )*5*A %3## "4%0#)#)%H
+"#$%&’()*A C&0#)6 "#4#0#))6D 5 35*A+,5#))*A B*40@’%4*52#
C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* *",%0&’()*7* ,4&)+"*4,& %
"&4&0#,4%C&$%% + "*0*P(O +0#+#A 7&@++*56D 4&+"4#3#’#)%A.
: *,’%1%# *, +@P#+,5@OP%D )#0%)%0&2+)6D 0#,*3*5, *+)*5&))6D
)& 4#G#)%HD 3%+24#,)*A C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* <;,
4&C4&E*,&))6A "*3D*3 %0##, +,4*7%# ,#*4#,%1#+2%# 7&4&),%%.

2. :"#456# "4#3’*U#) 0&+G,&E%4@#06A % ,#*4#,%1#+2% *E*+)*5&))6A
0#,*3 561%+’#)%H ("*’@))#+E&’&)+%4*5&))*7* <; E&4%$#),4& 3’H
+#0#A+,5& )#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A. /#,*3 *+)*5&) )& 55#3#)%%
)*5*7* 4#7@’H4%C&,*4&, *E#+"#1%5&OP#7* m-2*)74@V),)*+,(
4#G#)%A 35*A+,5#))*A C&3&1%, % %+"*’(C*5&)%% )#A4*))6D
+#,#A. X&))6A "*3D*3 H5’H#,+H "#4560 0#,*3*0, "*C5*’HOP%0
561%+’H,( )#+E&’&)+%4*5&))6# <; E&4%$#),46 3’H )#"4#465)6D
4&+"4#3#’#)%A. =&)## VBB#2,%5)6# 1%+’#))6# 0#,*36
561%+’#)%H )#+E&’&)+%4*5&))6D <; E&4%$#),4*5 5 "4*+,4&)+,5&D
56+*2*A 4&C0#4)*+,% )# +@P#+,5*5&’%, 5+# %C5#+,)6# "*3D*36
4&++0&,4%5&’% ,*’(2* 3%+24#,)6A +’@1&A.

3. :"#456# "4#3’*U#) 0&+G,&E%4@#06A % ,#*4#,%1#+2% *E*+)*5&))6A
0#,*3 561%+’#)%H ("*’@)1&+,%1)6D ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A
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0#U3@ )#"4#465)60% 4&+"4#3#’#)%H0%. X&))6A 0#,*3 H5’H#,+H
"#4560 "*3D*3*0, "*C5*’HOP%0 561%+’H,( ("*’@)1&+,%1)6#
,4&)+"*4,)6# *,*E4&U#)%H 3’H )#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A.
=&)## VBB#2,%5)6# 1%+’#))6# 0#,*36 4#G#)%H ("*’@)1&+,%1)6D
C&3&1 *",%0&’()*7* ,4&)+"*4,& 5 56+*2*4&C0#4)6D "4*+,4&)+,5&D
*,+@,+,5*5&’%, 5+# +@P#+,5@OP%# "*3D*36 4&++0&,4%5&’% ,*’(2*
3%+24#,)6A +’@1&A.

6&0#&;*1&85%= @$%1*/08;9. =&C4&E*,&))6# "*3D*36, *+)*5&))6# )&
1%+’#))6D 0#,*3&D *E*EP#))*7* ()#+E&’&)+%4*5&))*7* % 1&+,%1)*7*) <;,
"*C5*’HO, VBB#2,%5)* 4#G&,( 4H3 C&3&1 0&,#0&,%1#+2*7* 0*3#’%4*5&)%H,
3’H 2*,*46D 4&)## )# +@P#+,5*5&’* &’(,#4)&,%5)6D 4#G#)%A %’%
+@P#+,5@OP%# 0#,*36 %0#’% 24%,%1#+2%# *74&)%1#)%H. 9 %0#))*:

– S4#3’*U#))6A 0#,*3 561%+’#)%H )#+E&’&)+%4*5&))6D
,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A "*C5*’H#, @+,4&)H,( *74&)%1#)%H
"4#363@P%D "*3D*3*5, ,&2%# 2&2 )#*ED*3%0*+,( 0%)%0&2+)*A
*",%0%C&$%% %’% *,+@,+,5%# +,4*7%D ,#*4#,%1#+2%D *E*+)*5&)%A;

– S4#3’*U#))6# "*3D*36 2 561%+’#)%O )#+E&’&)+%4*5&))6D
E&4%$#),4*5 % 1&+,%1)6D ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A +
%+"*’(C*5&)%#0 )#A4*))6D +#,#A H5’HO,+H "#4560% 0#,*3&0%
3&))*7* ,%"&, "4%0#)%060% 2 +’@1&O )#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A.

S4#3’*U#))6# "*3D*36 "*C5*’HO, "4*5*3%,( +,4*7%A ,#*4#,%1#+2%A
&)&’%C "*’@1&#06D 4#G#)%A. I&"4%0#4, *)% 3&O, 5*C0*U)*+,( 565*3%,(
*$#)2% 3’H +,&,%+,%1#+2%D *G%E*2, D&4&2,#4%C@OP%D 5’%H)%# 2*)#1)*7*
4&C0#4& 56E*4*2 )& 2&1#+,5* 4#G#)%A.

A#%5;*1&85%= @$%1*/08;9 4&E*,6 C&2’O1&#,+H 5 ,*0, 1,*
"4#3’*U#))6# "*3D*36 0&,#0&,%1#+2*7* 0*3#’%4*5&)%H, *+)*5&))6#
)& 1%+’#))6D 0#,*3&D *E*EP#))*7* <;, *E’&3&O, G%4*2%0 +"#2,4*0
"*,#)$%&’()6D "4%’*U#)%A 5 "4%2’&3)6D *E’&+,HD. I&"4%0#4,
4&C4&E*,&))6# 0#,*36 )#+E&’&)+%4*5&))*7* % 1&+,%1)*7* <;
"4*,#+,%4*5&)6 5 C&3&1&D "4#*E4&C*5&)%H +%),#,%1#+2%D % 0*3#’()6D
3&))6D % 0*7@, E6,( %+"*’(C*5&)6 5 ,&2%D C&3&1&D 2*0"(O,#4)*7*
C4#)%H, 2&2 *E@1#)%# 0*3#’#A 3’H +5#4D4&C4#G#)%H % "#4#)*+& +,%’H
%C*E4&U#)%A. X4@7%# *E’&+,% "4%0#)#)%H 3&))6D "*3D*3*5 +5HC&)6 +
C&3&1&0% 5 *E’&+,% *3)*2’#,*1)*A E%*’*7%%, )&"4%0#4, +*"*+,&5’#)%#0
)#+*7’&+*5&))6D 4&+"4#3#’#)%A 2’#,*2 )& 4&C’%1)6D +,&3%HD ’#1#)%H
*)2*’*7%1#+2%D C&E*’#5&)%A. N4*0# ,*7*, 4&C4&E*,&))6A 0#,*3 561%+’#)%H
)#+E&’&)+%4*5&))*7* <; E&4%$#),4& %0##, "*,#)$%&’ "4%0#)#)%H 5 C&3&1&D
&74#7&$%% 3&))6D. :*C0*U)6# "4%’*U#)%H 52’O1&O, *EW#3%)#)%#
3&))6D, "*+,@"&OP%D + /=;-+2&)#4*5 4&C’%1)6D 2’%)%2, %’% 3&))6D
7#*’*7%1#+2%D +%0@’H,*4*5, 0*3#’%4@OP%D 4&C’%1)6# &+"#2,6 +,4*#)%H
"*3C#0)6D "’&+,*5. ;&2&H &74#7&$%H 0*U#, "*56+%,( VBB#2,%5)*+,(
0*3#’#A +#70#),&$%% %’% 2’&++%B%2&$%%, "*+,4*#))6D )& V,%D 3&))6D.

B&;0.0-0)*= * /&;0.< *88-&.0’%$*=. X’H 4#G#)%H C&3&1,
"*+,&5’#))6D 5 4&E*,#, "4%0#)HO,+H 0#,*36 ,#*4%% )#+E&’&)+%4*5&))*7*
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% 1&+,%1)*7* <;, "*C5*’HOP%# &)&’%,%1#+2% 565*3%,( 35*A+,5#))6#
B*40@’%4*52% *E*EP#))6D C&3&1 <; % @+,&)&5’%5&,( +5HC% 0#U3@
4#G#)%H0% "4H06D % 35*A+,5#))6D C&3&1. ;#*4#,%1#+2*# *E*+)*5&)%#
4&C4&E*,&))6D "*3D*3*5 *"%4&#,+H )& 0#,*36 ,#*4%% 5#4*H,)*+,#A, ,#*4%%
0#46, +,&,%+,%2%, ’%)#A)*A &’7#E46, B@)2$%*)&’()*7* % 56"@2’*7*
&)&’%C&, 2*,*46# "*C5*’HO, %++’#3*5&,( +5*A+,5& "4#3’*U#))6D
*",%0%C&$%*))6D B@)2$%*)&’*5, +5HC% 0#U3@ 4#G#)%H0% "4H06D %
35*A+,5#))6D C&3&1 %’% 565*3%,( *$#)2% 3’H +,&,%+,%1#+2%D *G%E*2.

!@P#+,5#))@O 4*’( 5 %++’#3*5&)%% %74&O, "*3D*36 0&G%))*7*
% 7’@E%))*7* *E@1#)%H, %+"*’(C@#06# 3’H "&4&0#,4%C&$%% B@)2$%A,
&""4*2+%0%4@OP%D 0%)%0%C&,*46 "4#3’*U#))6D B@)2$%*)&’*5,
"*+4#3+,5*0 +0#+#A 7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A %’% )#A4*+#,#A. X’H
"*+,4*#)%H "4&2,%1#+2%D &’7*4%,0*5 4#G#)%H C&3&1 *E*EP#))*7* <;
"4%0#)HO,+H 0#,*36 +,*D&+,%1#+2*A *",%0%C&$%%. S4&2,%1#+2&H
4#&’%C&$%H % ,#+,%4*5&)%# "4#3’*U#))6D 0#,*3*5 *+@P#+,5’H’%+( +
%+"*’(C*5&)%#0 HC62& "4*74&00%4*5&)%H Python % B4#A05*42& PyTorch
7’@E%))*7* *E@1#)%H. <$#)2& 2&1#+,5& V2+"#4%0#),&’()6D 4#C@’(,&,*5
56"*’)H’&+( 2*’%1#+,5#))60% % 2&1#+,5#))60% 0#,*3&0%, +,&)3&4,)60%
3’H *E’&+,% 7#)#4&,%5)*7* 0&G%))*7* *E@1#)%H.

28$0’$<& C0-0D&$*=, ’<$08*/<& $% @%E*;":

1. =&C4&E*,&) )#0%)%0&2+)6A &’7*4%,0 3’H 561%+’#)%H
)#+E&’&)+%4*5&))6D *",%0&’()6D ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A
0#U3@ )#"4#465)60% 4&+"4#3#’#)%H0%, *+)*5&))6A )&
%+"*’(C*5&)%% +0#+#A 7&@++*56D 4&+"4#3#’#)%A 3’H "&4&0#,4%C&$%%
"*,#)$%&’*5 5 35*A+,5#))*A C&3&1#. :65#3#)6 ,#*4#,%1#+2%#
*$#)2%, @+,&)&5’%5&OP%# +5HC( 0#U3@ *G%E2*A 0%)%0%C&$%%
4&C4&E*,&))*7* B@)2$%*)&’& *",%0%C&$%% % *G%E2*A 4#G#)%H
%+D*3)*A C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* *",%0&’()*7* ,4&)+"*4,&.
:65#3#)& ,#*4#,%1#+2&H 5#4D)HH 74&)%$& +,&,%+,%1#+2*A *G%E2%
3’H 4&C4&E*,&))*7* B@)2$%*)&’& *",%0%C&$%%.

2. =&C4&E*,&) &’7*4%,0 561%+’#)%H ("*’@))#+E&’&)+%4*5&))6D
<; E&4%$#),4*5 3’H +#0#A+,5& )#"4#465)6D 5#4*H,)*+,)6D
4&+"4#3#’#)%A, *+)*5&))6A )& %+"*’(C*5&)%% )#A4*))6D +#,#A %
@+’*5%H m-2*)74@V),)*+,% 35*A+,5#))6D "#4#0#))6D C&3&1%
)#+E&’&)+%4*5&))*7* E&4%$#),4&. :65#3#)6 ,#*4#,%1#+2%#
*$#)2%, @+,&)&5’%5&OP%# +5HC( 0#U3@ *G%E2*A 0%)%0%C&$%%
4&C4&E*,&))*7* B@)2$%*)&’& *",%0%C&$%% % *G%E2*A 4#G#)%H
%+D*3)*A C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* <; E&4%$#),4&.

3. =&C4&E*,&) &’7*4%,0 561%+’#)%H ("*’@)1&+,%1)6D ,4&)+"*4,)6D
*,*E4&U#)%A 0#U3@ )#"4#465)60% 4&+"4#3#’#)%H0%, *+)*5&))6A
)& %+"*’(C*5&)%% )#A4*))6D +#,#A.

A0-"1&$$<& #&@"-9;%;< 800;’&;8;’"?; 8-&."?E*/ C"$5;%/

C%8C0#;% 8C&F*%-9$08;* 1.2.2 ./&,#0&,%1#+2*# 0*3#’%4*5&)%#,
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1%+’#))6# 0#,*36 % 2*0"’#2+6 "4*74&008: C.1 .=&C4&E*,2& )*56D
0&,#0&,%1#+2%D 0#,*3*5 0*3#’%4*5&)%H *EW#2,*5 % H5’#)%A8, C.2

.=&C4&E*,2&, *E*+)*5&)%# % ,#+,%4*5&)%# VBB#2,%5)6D 561%+’%,#’()6D
0#,*3*5 + "4%0#)#)%#0 +*54#0#))6D 2*0"(O,#4)6D ,#D)*’*7%A8 % C.3

.=#&’%C&$%H VBB#2,%5)6D 1%+’#))6D 0#,*3*5 % &’7*4%,0*5 5 5%3#
2*0"’#2+*5 "4*E’#0)*-*4%#),%4*5&))6D "4*74&00 3’H "4*5#3#)%H
561%+’%,#’()*7* V2+"#4%0#),&.8

708;0’&#$08;9 "*’@1#))6D 4#C@’(,&,*5 *E#+"#1%5&#,+H 2*44#2,)60
"4%0#)#)%#0 ,#*4%% *E*EP#))*7* <; % +5HC&))6D + )#A &"4*E%4*5&))6D
0&,#0&,%1#+2%D %)+,4@0#),*5, & ,&2U# +,4*7%0 3*2&C&,#’(+,5*0 5+#D
,#*4#,%1#+2%D 4#C@’(,&,*5. S4#3’*U#))6# &’7*4%,06 "4*,#+,%4*5&)6
)& 0)*U#+,5# +%),#,%1#+2%D % 4#&’()6D 3&))6D. S*34*E)6# "4*,*2*’6 %
*,246,6A %+D*3)6A 2*3 *E#+"#1%5&O, 5*+"4*%C5*3%0*+,( V2+"#4%0#),*5.

=&C4&E*,&))6# 1%+’#))6# 0#,*36 % &’7*4%,06 4#&’%C*5&)6 5 5%3#
2*0"’#2+& "4*E’#0)*-*4%#),%4*5&))6D "4*74&00 3’H 4#G#)%H C&3&1
*E*EP#))*7* <;. N*0"’#2+ *E#+"#1%5&#, *E@1#)%# "&4&0#,4%1#+2%D
0*3#’#A, "*+,4*#)%# )#+E&’&)+%4*5&))6D % ("*’@)1&+,%1)6D <;
*,*E4&U#)%A % ("*’@))#+E&’&)+%4*5&))6D OT E&4%$#),4*5, & ,&2U# *$#)2@
"*’@1#))6D 4#G#)%A. S4*74&00)6A 2*3 %++’#3*5&)%H "@E’%1)* 3*+,@"#)
5 4#"*C%,*4%% &5,*4& )& GitHub: https://github.com/milenagazdieva.

:+# 4#C@’(,&,6, 56)*+%06# )& C&P%,@, *"@E’%2*5&)6 5 4#$#)C%4@#06D
)&@1)6D U@4)&’&D % ,4@3&D 5#3@P%D 0#U3@)&4*3)6D 2*)B#4#)$%A.

A"G-*5%F**. !"%+*2 "@E’%2&$%A &5,*4& "4%5#3#) 5 2*)$#
3%++#4,&$%%. <+)*5)6# 4#C@’(,&,6 "* ,#0# 3%++#4,&$%% %C’*U#)6 5 5

4&E*,&D [1-5], 52’O1&H 2 4&E*,6 5 %C3&)%HD %C +"%+2& :9N % "4%4&5)#))6D
2 )%0, %C 2*,*46D 1 *"@E’%2*5&)& 5 0#U3@)&4*3)*0 U@4)&’# @4*5)H
SJR rank Q1 % %)3#2+%4@#,+H 5 E&C# 3&))6D Scopus. X4@7%# 3 4&E*,6
*"@E’%2*5&)6 5 ,4@3&D 5#3@P%D 0#U3@)&4*3)6D 2*)B#4#)$%A @4*5)H
Core rank A

→ % ,&2U# %)3#2+%4@O,+H 5 Scopus.
:C#0G%F*=. =#C@’(,&,6 3%++#4,&$%*))*A 4&E*,6 E6’% "4#3+,&5’#)6

)& 3 5#3@P%D 0#U3@)&4*3)6D )&@1)6D 2*)B#4#)$%HD @4*5)H Core A* "*
0&G%))*0@ *E@1#)%O % %+2@++,5#))*0@ %),#’’#2,@:

1. The Thirty-seventh Annual Conference on Neural Information ProcessF
ing Systems (NeurIPS), 2023, I*56A <4’#&), ![9;

2. The Thirty-eighth Annual Conference on Neural Information Processing
Systems (NeurIPS), 2024, :&)2@5#4, N&)&3&;

3. The Thirteenth International Conference on Learning Representations
(ICLR), 2025, !%)7&"@4.

N4*0# ,*7*, 4#C@’(,&,6 3%++#4,&$%% E6’% "4#3+,&5’#)6 )&
+’#3@OP%D 8 )&@1)6D +#0%)&4&D, ’#2$%HD % ’*2&’()6D 2*)B#4#)$%HD:

– !#0%)&4 %)+,%,@,& AIRI, 2023, /*+25&, =*++%H;
– N*)B#4#)$%H Fall into ML 5 IML :[\, 2023, /*+25&, =*++%H;
– !#0%)&4 %)+,%,@,& AIRI, 2024, /*+25&, =*++%H;
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– N*)B#4#)$%H Fall into ML 5 IML :[\, 2024, /*+25&, =*++%H;
– N*)B#4#)$%H DataFest 5 ])3#2+#, 2025, /*+25&, =*++%H;
– N*)B#4#)$%H Fall into ML 5 IML :[\, 2025, /*+25&, =*++%H;
– Y#2$%H 5 Beijing Institute of Mathematical Sciences and Applications,

2025, S#2%), N%,&A;
– I&@1)6A +#0%)&4 ’&E*4&,*4%% LARSS !2*’2*5+2*7* M)+,%,@,&

I&@2% % ;#D)*’*7%A, 2025, /*+25&, =*++%H.
^&+,( 4#C@’(,&,*5 3%++#4,&$%*))*A 4&E*,6, & %0#))* 4&C4&E*,&))6A

&’7*4%,0 561%+’#)%H 1&+,%1)6D ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A, "4*G’&
&"4*E&$%O % E6’& 5)#34#)& 5 "’&,B*40@ 3’H 0*)%,*4%)7& %
"4*7)*C%4*5&)%H "4%4*3)6D 2&,&+,4*B )& ,#44%,*4%% =*++%A+2*A
?#3#4&$%%. X&))&H "’&,B*40& 4&C4&E*,&)& J#),4*0 %+2@++,5#))*7*
%),#’’#2,& !2*’2*5+2*7* %)+,%,@,& )&@2% % ,#D)*’*7%A, 5 2*,*4*0
4&E*,&#, &5,*4 3%++#4,&$%%. N4*0# ,*7*, C& "4#"*3&5&)%# 2@4+*5 "*
7#)#4&,%5)60 0*3#’H0, *+)*5&))6D 5 ,*0 1%+’# )& )&@1)6D 4#C@’(,&,&D
3&))*A 3%++#4,&$%%, +*%+2&,#’( 5 2025 7*3@ E6’& @3*+,*#)& "4#0%% Yandex
ML Prize *, 2*0"&)%% ])3#2+ 5 )*0%)&$%% "I&1%)&OP%# "4#"*3&5&,#’%".

M),#4#+ &5,*4& 3%++#4,&$%% 2 4&++0&,4%5&#0*A ,#0&,%2# )&1&’+H
+ 4&E*,6 [1], 5 2*,*4*A %++’#3*5&’*+( "4%0#)#)%# 4&C’%1)6D "*3D*3*5
7’@E%))*7* *E@1#)%H 2 C&3&1# +5#4D4&C4#G#)%H (SR) %C*E4&U#)%A 5
@+’*5%HD )#+*7’&+*5&))6D *E@1&OP%D 3&))6D. : D*3# %++’#3*5&)%H E6’*
"*2&C&)*, 1,* 0)*7%# )#A4*+#,#56# &’7*4%,06 3’H +5#4D4&C4#G#)%H 0*7@,
E6,( %),#4"4#,%4*5&)6 2&2 0#,*36 4#G#)%H C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7*
<;. X&’()#AG%# %++’#3*5&)%H E6’% "*+5HP#)6 @7’@E’#))*0@ %C@1#)%O
)#+E&’&)+%4*5&))*7* % 1&+,%1)*7* (,.#. *E*EP#))*7*) <;, & 2’O1#56#
4#C@’(,&,6, +*+,&5’HOP%# *+)*5@ 3&))*A 3%++#4,&$%%, E6’% "*’@1#)6 5
4&E*,&D [3-5]. N4*0# ,*7*, 5 +,&,(# [2] E6’ "4*5#3#) +4&5)%,#’()6A &)&’%C
0#,*3*5 2’&++%1#+2*7* <; % 4&C4&E*,&))6D 0#,*3*5 *E*EP#))*7* <;.

H*1$<+ ’5-%.. :+# 4#C@’(,&,6, 56)*+%06# )& C&P%,@,
"*’@1#)6 ’%1)* &5,*4*0. :+# &’7*4%,06 % ,#*4#,%1#+2%# 4#C@’(,&,6,
*"@E’%2*5&))6# 5 4&E*,&D [3-5] % "4#3+,&5’#))6# 5 3%++#4,&$%%,
4&C4&E*,&)6 % 3*2&C&)6 &5,*4*0 3%++#4,&$%%. X%++#4,&$%H 52’O1&#,
4#C@’(,&,6 +*50#+,)*A 4&E*,6: V2+"#4%0#),&’()*# ,#+,%4*5&)%# 0#,*3&
561%+’#)%H "*’@)#+E&’&)+%4*5&))*7* <; E&4%$#),4& [4] 56"*’)#)* 5
+*,4@3)%1#+,5# + +*&5,*4*0 XU. ^*%; &5,*4 3%++#4,&$%% 4&C4&E*,&’&
"*3D*3 3’H 561%+’#)%H "*’@1&+,%1)6D ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A [5],
*+@P#+,5%’& #7* "4#35&4%,#’()@O 4#&’%C&$%O % "4*,#+,%4*5&’& "4%
4&C’%1)6D "&4&0#,4&D, ,*73& 2&2 X. !#’%D&)*5%1 &3&",%4*5&’ "*3D*3
3’H +4&5)#)%H + &’(,#4)&,%5)60% 0#,*3&0%. :+# 2’O1#56# V2+"#4%0#),6
5 4&E*,&D [1,3] 56"*’)#)6 &5,*4*0 3%++#4,&$%%; 5+"*0*7&,#’()6#
V2+"#4%0#),6 5 V,%D 4&E*,&D "4*5#3#)6 +*&5,*4&0% A. A+&3@’&#560,
Y. =*@, % A. N*4*,%)60. ;#*4#,%1#+2%# 4#C@’(,&,6, "4#3+,&5’#))6# 5
+,&,(# [1], "*’@1#)6 5 +*&5,*4+,5# + S. /*24*560 % A. N*4*,%)60. 9)&’%C
0#,*3*5 5 +,&,(# [2] "4*5#3#) ’%1)* &5,*4*0.
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I%/&1%$*&. X%++#4,&$%*))&H 4&E*,& 56"*’)#)& &5,*4*0 5
&5,*)*0)*A )#2*00#41#+2*A *E4&C*5&,#’()*A *47&)%C&$%% 56+G#7*
*E4&C*5&)%H .!2*’2*5+2%A %)+,%,@, )&@2% % ,#D)*’*7%A8.

2GJ&/ * 8;#"5;"#% #%G0;<. X%++#4,&$%H +*+,*%, %C 55#3#)%H, 4
7’&5 % C&2’O1#)%H. S*’)6A *EW#0 4&E*,6 +*+,&5’H#, 176 +,4&)%$, 52’O1&H
38 4%+@)2*5 % 39 ,&E’%$. R%E’%*74&B%H +*+,*%, %C 152 )&%0#)*5&)%A.

@1$&3,"*%& 3".107
:* ’’&.&$** *E*+)*565&#,+H &2,@&’()*+,( "4*5#3#))*7* %++’#3*5&)%H,
B*40@’%4@O,+H $#’( % C&3&1% 4&E*,6, %C’&7&#,+H )&@1)&H )*5%C)&, & ,&2U#
,#*4#,%1#+2&H % "4&2,%1#+2&H C)&1%0*+,% "4#3+,&5’#))6D 4#C@’(,&,*5.

A&#’%= )-%’% +*3#4U%, *EP%A *EC*4 *+)*5)6D C&3&1, 4#G&#06D 5
3%++#4,&$%%: 561%+’#)%# )#+E&’&)+%4*5&))6D <; *,*E4&U#)%A (@%.%1%

1), 561%+’#)%# ("*’@))#+E&’&)+%4*5&))6D <; E&4%$#),4*5 (@%.%1% 2)
% 561%+’#)%# ("*’@)1&+,%1)6D <; *,*E4&U#)%A (@%.%1% 3). I%U#
"4%5#3#)6 0&,#0&,%1#+2%# B*40@’%4*52% C&3&1, & ,&2U# 24&,2*#
*E+@U3#)%# *74&)%1#)%A +@P#+,5@OP%D "*3D*3*5.

X’H *EP)*+,% %C’*U#)%H C&3&1% 3%++#4,&$%% B*40@’%4@O,+H 5
"4#3"*’*U#)%%, 1,* 4&++0&,4%5&#06# "4*+,4&)+,5& H5’HO,+H "*’(+2%0%
"4*+,4&)+,5&0%. I& "4&2,%2#, 2&2 "4&5%’*, %+"*’(C@O,+H #52’%3*56
"4*+,4&)+,5& %’% %D "*30)*U#+,5&; 3#,&’% "4#3"*’*U#)%A "* 2&U3*A %C
C&3&1 "4%5*3H,+H 5 "*+’#3@OP%D 7’&5&D 4&E*,6.

X&’## D-0#4)*# #52’%3*5* "4*+,4&)+,5* *E*C)&1&#,+H 2&2 (RD, ↑ · ↑),
73# ↑ · ↑ *E*C)&1&#, #52’%3*5@ )*40@; *EP%# "*’(+2%# "4*+,4&)+,5&
*E*C)&1&O,+H 2&2 (X , ↑ · ↑X ), (Y, ↑ · ↑Y). /)*U#+,5* P2(X ) *E*C)&1&#,
0)*U#+,5* 5#4*H,)*+,)6D 0#4 )& X + 2*)#1)60% 5,*460% 0*0#),&0%.
N4*0# ,*7*, 0)*U#+,5* M2,+(X ) *E*C)&1&#, )#*,4%$&,#’()6# 0#46 )& X +
2*)#1)60% 5,*460% 0*0#),&0%. S4*+,4&)+,5* 5+#D !"#$"$%&!%8 B@)2$%A
)& X *E*C)&1&#,+H 2&2 C(X ). X’H C&3&))*A 0#46 𝜔 ↓ M2,+(X↔Y) ## "*’)&H
0&++& *E*C)&1&#,+H 2&2 ↑𝜔↑1

def
=

)︃
X↑Y d𝜔(x, y), ## 0&47%)&’6 *E*C)&1&O,+H

2&2 𝜔x, 𝜔y. N4*0# ,*7*, 𝜔(·|x) *E*C)&1&#, @+’*5)@O &"$/7*!/,*!0< 0#4@.
/6 %+"*’(C@#0 f 3’H *E*C)&1#)%H +*"4HU#))*A "* ?#)D#’O B@)2$%% f :
f(t)

def
= supu↓R{ut → f(u)}; IA → 3’H *E*C)&1#)%H 56"@2’*7* %)3%2&,*4&

0)*U#+,5& A, ,.#. IA(x) = 0, #+’% x ↓ A; IA(x) = +↗, #+’% x /↓ A.
<E4&C 4&+"4#3#’#)%H P ↓ P2(RD) "4% 3#A+,5%% %C0#4%0*7* *,*E4&U#)%H
T : RD ↘ RD *E*C)&1&#,+H 2&2 T 𝜀P.

X’H #/1/B(*"14!%8 0#4 µ1,µ2 ↓ M2,+(X ) % "*’@)#"4#465)*A +)%C@
B@)2$%% f : R ↘ R ≃ {↗} f-.*’&#)&$F*= 0#U3@ µ1,µ2 *"4#3#’H#,+H 2&2

Df (µ1↑µ2)
def
=

[︃

X
f

]︃
dµ1

dµ2
(x)

⌊︃
dµ2(x), #+’% µ1 ⇐ µ2, % +↗ %)&1#. (1)

X’H #/1/B(*"14!/5 ’"$% µ ↓ M2,+(RD) ## V),4*"%H C&3&#,+H 2&2

H(µ)
def
= →

[︃

RD

µ(x) logµ(x) dx+↑µ↑1, #+’% µ - a.c., % →↗ %)&1#. (2)
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I%.%1% 1 (:61%+’#)%# )#+E&’&)+%4*5&))*7* *",%0&’()*7* ,4&)+"*4,&).
C17 #)$% &"$/7*!/,*!%8 $),#$"6"1"!(5 P ↓ P(X ), Q ↓ P(Y) 3)6)+)

!",.)1)!,($/&)!!/:/ OT (unbalanced optimal transport, UOT) 3)6)"*,7 -)-

UOTc,𝜔,𝜀(P,Q)
def
= inf

𝜗↓M+(X↑Y)

[︃

X↑Y
c(x,y)d𝜔(x, y)+D𝜔 (𝜔x↑P)+D𝜀 (𝜔y↑Q) , (3)

:6" c(x,y) ↓ C(X ↔ Y) → !"#$"$%&!)7 @0!->(7 ,*/(’/,*(, ) D𝜔 ( D𝜀 →
?*/ f -6(&"$:"!>(( !) #$/,*$)!,*&)8 X ( Y ,//*&"*,*&"!!/, ,’. $(,. 1).

D"9"!(" 3)6)+( (3) ,/,*/(* & !)8/B6"!(( ’"$% 𝜔→↓M+(X ↔ Y),
6/,*)&17<="5 ’(!(’0’. 2)-)7 ’"$) !)3%&)"*,7 UOT #1)!/’, )

,//*&"*,*&0<="" ’(!(’)14!/" 3!)+"!(" (3) → ,*/(’/,*4< UOT. E$(

?*/’ UOT #1)! 𝜔→
/#$"6"17"* ,*/8),*(+",-/" (1( 6"*"$’(!(,*(+",-/"

/*/.$)B"!(" T → : x ⇒↘ 𝜔→(· | x), !)3%&)"’/" UOT /*/.$)B"!("’.

T&0#,%0, 1,* "4% 𝜗(x) = 𝜛(x) = Ix=1 0&47%)&’6 "’&)& 3*’U)6
@3*5’#,5*4H,( @+’*5%H0 𝜔x = P, 𝜔y = Q % C&3&1& UOT (3) +5*3%,+H 2
2’&++%1#+2*A C&3&1# <;. ;&2%0 *E4&C*0, UOT *+’&E’H#, *74&)%1#)%H
)& 0&47%)&’6 "’&)& % "*C5*’H#, "*56+%,( @+,*A1%5*+,( 4#G#)%A 2
)#,*1)*+,H0 5 3&))6D. >+’% 𝜗(x)=Ix=1, ,* B%2+%4@#,+H 5,*4*A 0&47%)&’
"’&)& 𝜔y = Q % "*’@1&#,+H C&3&1& "*’@)#+E&’&)+%4*5&))*7* OT (semi-unbalF
anced OT, SUOT). T&3&1& )#+E&’&)+%4*5&))*7* ?!*$/#(5!/:/ <; (UEOT)
0*U#, E6,( "*’@1#)& 3*E&5’#)%#0 V),4*"%A)*7* 4#7@’H4%C&,*4& →𝜚H(𝜔)
2 B@)2$%*)&’@ (3). <,0#,%0, 1,* D*,H )%U# 4&++0&,4%5&O,+H *+)*5)6#
+5*A+,5& C&3&1% UOT, V,% +5*A+,5& 56"*’)HO,+H % 3’H C&3&1% UEOT.

?*40@’%4*52& (3) C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* *",%0&’()*7*
,4&)+"*4,& "4#3+,&5’H#, +*E*A *",%0%C&$%O (5*C0*U)*, )#’%)#A)*7*)
B@)2$%*)&’& *, 𝜔 5 "4*+,4&)+,5# )#*,4%$&,#’()6D 0#4 )& X ↔Y . T&0#,%0,
1,* 3’H "&4 P, Q *EP#7* 5%3& &)&’%,%1#+2%# 4#G#)%H (3) )#%C5#+,)6,
& 4#G#)%# 3&))*A *",%0%C&$%*))*A C&3&1% )& "4&2,%2# 561%+’%,#’()*
C&,4@3)#)* 55%3@ )#,4%5%&’()6D 1’#)*5 3%5#47#)$%%.

X’H .*85#&;$<K 4&+"4#3#’#)%A P % Q + 2*)#1)60 )*+%,#’#0
C&3&1& *E61)* 4#G&#,+H 0#,*3&0% ’%)#A)*7* "4*74&00%4*5&)%H %’%
%D 4#7@’H4%C*5&))60% 5&4%&),&0%, 1,* "4%5*3%, 2 %,#4&$%*))60
0&,4%1)60 &’7*4%,0&0. : ,* U# 54#0H, "4% 4&E*,# + $&C#&#<’$</*

4&+"4#3#’#)%H0%, 3*+,@")60% ’%G( 1#4#C 56E*42%, 3%+24#,)6# 0#,*36
,#4HO, VBB#2,%5)*+,(, "*+2*’(2@ "*+,4*#)%# ,4#E@#06D ,*1)6D
3%+24#,%C&$%A 4&+"4#3#’#)%A +,&)*5%,+H 561%+’%,#’()* )#*+@P#+,5%060.

X&’## 06 "4%5#3#0 24&,2%A *EC*4 *+)*5)6D +@P#+,5@OP%D
0#,*3*5 4#G#)%H C&3&1% )#+E&’&)+%4*5&))*7* <; (3) 3’H )#"4#465)6D
4&+"4#3#’#)%A P % Q % 563#’%0 %D 2’O1#56# *74&)%1#)%H, @+,4&)H#06#
5 )&+,*HP#A 4&E*,#. /)*7%# +*54#0#))6# 0#,*36, )&"4&5’#))6# )&
4#G#)%# C&3&1% UOT 3’H )#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A, 5 1&+,)*+,% NubOT,
UOT-FM % GENOT, %+"*’(C@O, 4#G#)%H 3%+24#,)*A C&3&1% UOT "4%
"*+,4*#)%% +5*%D &’7*4%,0*5, "4% V,*0 ,#*4#,%1#+2&H *E*+)*5&))*+,(
4#G#)%A ,&2%D 0#,*3*5 *+,&#,+H )#3*+,&,*1)* %C@1#))*A.
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!@P#+,5@OP%# )#"4#465)6# 0#,*36 UOT *+)*5&)6 )& 4#G#)%%
35*A+,5#))*A C&3&1% 2 (3) % "*+’#3@OP#0 5*++,&)*5’#)%% U<;
*,*E4&U#)%H T → (3#,#40%)%4*5&))*7* %’% +,*D&+,%1#+2*7*) "* *$#)#))60
35*A+,5#))60 "#4#0#))60. X’H P ↓ P2(X ), Q ↓ P2(Y) .’0+8;’&$$%=

L0#/"-*#0’5% C&3&1% UOT %0##, +’#3@OP%A 5%3:

UOTc,𝜔,𝜀(P,Q) = sup
g
)︃

f↔c(·,·)

⌋︃
→
[︃

X
𝜛(→g(x))dP(x)→

[︃

Y
𝜗(→f(y))dQ(y)

⌈︃
, (4)

73# +@"4#0@0 E#4#,+H "* P-%),#74%4@#060 B@)2$%H0 g : X ↘ R ≃ {↗} %
Q-%),#74%4@#060 f : Y ↘ R≃{↗} ,&2%0, 1,* ⇑x ↓ X , y ↓ Y : g(x)+f(y) ⇓
c(x, y). \,% B@)2$%% *E61)* )&C65&O,+H #/*"!>()1)’(.

N4*0# ,*7*, +@P#+,5@#, &’(,#4)&,%5)&H 2 (4) #/106&/5,*&"!!)7

@/$’01($/&-) UOT C&3&1%:

UOTc,𝜔,𝜀(P,Q) = sup
f↓C(Y)

⌋︃
→
[︃

X
𝜛(→f c(x))dP(x)→

[︃

Y
𝜗(→f(y))dQ(y)

⌈︃
, (5)

73# c@"4#0@0 E#4#,+H "* )#"4#465)60 B@)2$%H0 ("*,#)$%&’&0) f , &
f c(x) *E*C)&1&#, c-#$"/.$)3/&)!(": f c(x)

def
= infy↓Y

⌉︃
c(x,y)→f(y)

{︃
. S4%

V,*0 3’H *",%0&’()*7* "*,#)$%&’& f→ % UOT-"’&)& 𝜔→ 56"*’)H#,+H
supp 𝜔→(· | x) ⇔ argminy↓Y

⌉︃
c(x,y)→ f→(y)

{︃
3’H 𝜔→

x-"*1,% 5+#D x. S4%
+,&)3&4,)6D "4#3"*’*U#)%HD, *E#+"#1%5&OP%D #3%)+,5#))*+,( %
3#,#40%)%4*5&))*+,( 𝜔→, V,* "*C5*’H#, 5*++,&)*5%,( UOT *,*E4&U#)%#
T →(x) = argminy↓Y

⌉︃
c(x,y)→ f→(y)

{︃
, & ,&2U# 0&47%)&’ 𝜔→

x, "* *",%0&’()*0@
"*,#)$%&’@ f→. \,*, B&2, "*C5*’H#, 4#G&,( C&3&1@ (3), +*+4#3*,*1%5G%+(
,*’(2* )& 4#G#)%% 35*A+,5#))*A %’% "*’@35*A+,5#))*A C&3&1 (4),
(5), 2*,*46# "4#3+,&5’HO,+H E*’## "4*+,60% 3’H 4#G#)%H, "*+2*’(2@
@+,4&)HO, )#*ED*3%0*+,( 5 )#,4%5%&’()*A 0%)%0%C&$%% 3%5#47#)$%A 5
"4H0*A C&3&1# UOT (3). <3)&2* 4#G#)%# C&3&1% (5), ,* #+,( )&D*U3#)%#
35*A+,5#))6D "*,#)$%&’*5, *+,&#,+H +’*U)60, "*+2*’(2@ 561%+’#)%#
c-"4#*E4&C*5&)%H f c +&0* "* +#E# "4#3+,&5’H#, C&3&1@ *",%0%C&$%%.

: 0#,*3# UOTM 3&))&H *",%0%C&$%*))&H C&3&1& "*%+2& +#3’*5*A
,*12% 4#G&#,+H + %+"*’(C*5&)%#0 35@D )#A4*+#,#A, "&4&0#,4%C@OP%D
"*,#)$%&’ f % ,4&)+"*4,)*# *,*E4&U#)%# T % *E@1&#06D + "*0*P(O
&’7*4%,0& 74&3%#),)*7* +"@+2&-"*3W#0&. : %)*0 "*3D*3# 2 4#G#)%O
C&3&1% UOT 55*3%,+H 3*"*’)%,#’()&H "&4&0#,4%C&$%H 3’H 2*VBB%$%#),&
0&+G,&E%4*5&)%H 0#46 P, ,* #+,( 5+#7* 4&++0&,4%5&O,+H ,4% )#A4*+#,%.
: 4#C@’(,&,# 3&))6# 0#,*36 *"%4&O,+H )& +’*U)@O )#A4*+#,#5@O
"&4&0#,4%C&$%O, 0*7@, +,4&3&,( *, 1%+’#))*A )#+,&E%’()*+,% 5 "4*$#++#
*E@1#)%H % ,4#E@O, ,P&,#’()*7* "*3E*4& 7%"#4"&4&0#,4*5.

: 3&))*A 3%++#4,&$%% C#&.-%)%&;8= )*56A 1*8-&$$<+ /&;0.

(7’&5& 2 4&E*,6), 2*,*46A "4#*3*’#5&#, *74&)%1#)%H +@P#+,5@OP%D
"*3D*3*5, & %0#))*, %0##, +,4*7%# ,#*4#,%1#+2%# *E*+)*5&)%H, *+)*5&)
)& ’#72*A "&4&0#,4%C&$%% + "*0*P(O +0#+% 7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A %
*E’&3&#, )#0%)%0&2+)60 $#’#560 B@)2$%*)&’*0.
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I%.%1% 2 (T&3&1& "*%+2& "*’@)#+E&’&)+%4*5&))*7* OT E&4%$#),4&).
D),,’/*$(’ &"$/7*!/,*!%" ’"$% Pk ↓ P(Xk) ( !"#$"$%&!%" @0!->((

,*/(’/,*( ck(x,y) :Xk↔Y ⇒↘R, k↓K. E0,*4 3)6)!% &",) 𝜍k↖0 *)-(", +*/}︃K
k=1 𝜍k=1, ( !)./$ f -6(&"$:"!>(5 𝜛[1:K]. F)6)+) #/10!",.)1)!,($/&)!!/:/

;2 .)$(>"!*$) ,/,*/(* & !)8/B6"!(( ’(!(’(3)*/$) &3&"9"!!/5 ,0’’%

3)6)+ #/10!",.)1)!,($/&)!!/:/ OT (SUOT), ,’. $(,. 1.:

B→
u

def
= inf

Q↓P(Y)
Bu(Q)

def
= inf

Q↓P(Y)

K⟨

k=1

𝜍kSUOTck,𝜔k(Pk,Q). (6)

G"$) Q→
, 6/,*)&17<=)7 ’(!(’0’ & 3)6)+" (6) (",1( /!) ,0=",*&0"*),

!)3%&)"*,7 SUOT .)$(>"!*$/’, Bu !)3%&)"*,7 @0!->(/!)1/’ SUOT

.)$(>"!*$), ) ":/ ’(!(’)14!/" 3!)+"!(" /./3!)+)"*,7 -)- B→
u.

: )&+,*HP## 54#0H )# +@P#+,5@#, VBB#2,%5)6D "*3D*3*5 3’H
561%+’#)%H "*’@)#+E&’&)+%4*5&))6D OT E&4%$#),4*5 3’H +#0#A+,5&
)#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A % f -3%5#47#)$%A *EP#7* 5%3&. !@P#+,5@OP%#
0#,*36 H5’HO,+H ’%E* 3%+24#,)60%, ’%E* 4#G&O, 2’&++%1#+2@O C&3&1@
OT E&4%$#),4&, 2*,*4&H "4#3+,&5’H#, +*E*A 1&+,)6A +’@1&A C&3&1% SUOT
E&4%$#),4& "4% 𝜛k ↘ Ix=1 (⇑k ↓ K). X%+24#,)6# "*3D*36 +,4&3&O, *,
"4*E’#0, 2*,*46# *E+@U3&’%+( 4&)## 5 3&))*0 4&C3#’#. 9 %0#))*, 5 +’@1&#,
2*73& 5#4*H,)*+,)6# 4&+"4#3#’#)%H P1, ...,Pk H5’HO,+H 56+*2*4&C0#4)60%
)#"4#465)60% 5#4*H,)*+,)60% 4&+"4#3#’#)%H0%, 3%+24#,)6# 0#,*36
561%+’#)%H SUOT E&4%$#),4& )# *E#+"#1%5&O, 3*+,&,*1)*7* 2&1#+,5&,
"*+2*’(2@ ,4#E@#06# ,*1)6# 3%+24#,%C&$%% 4&+"4#3#’#)%A 561%+’%,#’()*
)#3*+,%U%06. : ,* U# 54#0H )#"4#465)6# 0#,*36 4#G#)%H C&3&1% OT
E&4%$#),4&, ,&2%# 2&2 WIN, 0#,*36 )& *+)*5# ICNN % NOT, & ,&2U#
Energy-Guided "*3D*3, 1@5+,5%,#’()6 2 )&’%1%O )#U#’&,#’()*7* G@0&,
56E4*+*5 % "4*1%D )#,*1)*+,#A 5* 5D*3)6D 56E*42&D 3&))6D.

: 3&))*A 3%++#4,&$%% C#&.-%)%&;8= "#456A 1*8-&$$<+ /&;0.

(7’&5& 3 3&))*A 4&E*,6) 3’H 561%+’#)%H "*’@)#+E&’&)+%4*5&))*7* OT
E&4%$#),4& 3’H +#0#A+,5& )#"4#465)6D 4&+"4#3#’#)%A.

I%.%1% 3 (:61%+’#)%# )#"*’)*7* *",%0&’()*7* ,4&)+"*4,&). D),,’/*$(’

-/!"+!%5 #)$)’"*$ w↖1. C17 3)6)!!%8 &"$/7*!/,*!%8 ’"$ P ↓ P(X ) (

Q ↓ P(Y) 3)6)+) !"#/1!/:/ OT (incomplete transport, IT) /#$"6"17"*,7 -)-

Costw(P,Q)
def
= inf

𝜛↓!w(P,Q)

[︃

X↑Y
c(x,y)d𝜙(x,y), (7)

:6" (!@(’0’ ."$"*,7 #/ ’!/B",*&0 !w(P,Q) &"$/7*!/,*!%8 ’"$ 𝜙 ↓
P(X ↔ Y), #"$&%5 ’)$:(!)1 -/*/$%8 06/&1"*&/$7"* $)&"!,*&0 𝜙x=P, )

&*/$/5 → !"$)&"!,*&0 𝜙y⇓wQ (,’. $(,. 1&).

: 3%++#4,&$%% *EW#2,*0 %++’#3*5&)%H H5’H#,+H C&3&1& "*’@1&+,%1)*7*
OT + *+’&E’#))60 5,*460 0&47%)&’*0, *E*C)&1&#0&H 2&2 C&3&1&
!"#/1!/:/ <; (7). ;&2&H C&3&1& %0##, 3*"*’)%,#’()@O "4&2,%1#+2@O
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&) T&3&1& 1:
561%+’#)%# UOT

"’&)&.

E) T&3&1& 2: 561%+’#)%#
SUOT E&4%$#),4& P

+#0#A+,5& {Pk}.

5) T&3&1& 3:
561%+’#)%# )#"*’)*7*
,4&)+"*4,)*7* "’&)&.

=%+. 1 - !D#0&,%1#+2&H %’’O+,4&$%H C&3&1 1, 2 % 3.

$#))*+,(, "*+2*’(2@ "4#3*+,&5’H#, +"*+*E 2*),4*’H % "*56G#)%H +,#"#)%
+D*3+,5& 0#U3@ +7#)#4%4*5&))60% *EW#2,&0% % *EW#2,&0% %C %+D*3)*7*
4&+"4#3#’#)%H P "@,#0 5&4(%4*5&)%H "&4&0#,4& ↼.

: 1&+,)*0 +’@1&# w = 1 C&3&1& (7) +5*3%,+H 2 2’&++%1#+2*A C&3&1# OT,
,&2 2&2 )#4&5#)+,5& 0*7@, E6,( C&0#)#)6 4&5#)+,5&0%. <3)&2* "4% 34@7%D
C)&1#)%HD ↼ > 1 B*40@’%4*52& "*’@1&+,%1)*7* OT "*C5*’H#, 561%+’H,(
OT *,*E4&U#)%H 0#U3@ %+D*3)60 4&+"4#3#’#)%#0 P % *"4#3#’#))*A
1&+,(O (1/𝜚) $#’#5*7* 4&+"4#3#’#)%H Q, 2*),4*’%4@#0*A "&4&0#,4*0 ↼. !
34@7*A +,*4*)6, "*’@1&+,%1)6A OT "4#3+,&5’H#, +*E*A 1&+,)6A +’@1&A
B*40@’%4*52% 1&+,%1)*7* OT, 2*,*4&H B*40&’%C@#, C&3&1@ "*%+2& OT
"’&)*5 0#U3@ 1&+,H0% %+D*3)*7* % $#’#5*7* 4&+"4#3#’#)%A:

inf
m𝜛x↔w0P
m𝜛y↔w1Q

[︃

X↑Y
c(x,y)d

⟩
m𝜙

⧸︃
(x,y). (8)

T3#+( w0,w1↖m↖0 → 2*)#1)6# "&4&0#,46, & %)B%0@0 E#4#,+H "* 0#4&0
𝜙↓P(X↔Y), @3*5’#,5*4HOP%0 )#4&5#)+,5&0 m𝜙x⇓w0P % m𝜙y⇓w1Q.

I&@1)6A % "4&2,%1#+2%A %),#4#+ 2 561%+’#)%O 1&+,%1)6D
,4&)+"*4,)6D "’&)*5 +*+,*%, 5 ,*0, 1,* C&3&1& 1&+,%1)*7* <;
"4#3+,&5’H#, +*E*A #P# *3%) +"*+*E *E*EP#)%H 2’&++%1#+2*A B*40@’%4*52%
OT % ,&2U# "*C5*’H#, 4&E*,&,( + 3&))60%, +*3#4U&P%0% G@0, 56E4*+6
%’% "4*1%# )#,*1)*+,%. :&U)*# *,’%1%# B*40@’%4*52% 1&+,%1)*7* OT
*, )#+E&’&)+%4*5&))*7* OT +*+,*%, 5 ,*0, 1,* 5 1&+,%1)*0 OT H5)*
B%2+%4@O,+H 4&+"4#3#’#)%H, 0#U3@ 2*,*460% 561%+’H#,+H ,4&)+"*4,)6A
"’&), ,*73& 2&2 5 UOT V,% 4&+"4#3#’#)%H )# *"4#3#’#)6 *3)*C)&1)*.

!’#3@#, *,0#,%,(, 1,* )&D*U3#)%# )#"*’)*7* OT *,*E4&U#)%H
(@+’*5)*7* "’&)&) "4#3+,&5’H#, +*E*A +’*U)@O C&3&1@, "*+2*’(2@ ,4#E@#,
4&C4&E*,2% 0#,*3&, *E#+"#1%5&OP#7* 56"*’)#)%# @+’*5%H )#4&5#)+,5&
3’H +7#)#4%4*5&))*7* % $#’#5*7* 4&+"4#3#’#)%A. : )&+,*HP## 54#0H
+@P#+,5@O, ,*’(2* 3%+24#,)6# "*3D*36 3’H 561%+’#)%H 1&+,%1)6D OT
*,*E4&U#)%A 0#U3@ 4&+"4#3#’#)%H0% P % Q, 2*,*46#, 2&2 *,0#1&’*+(
4&)##, )# *E#+"#1%5&O, 3*+,&,*1)*7* 2&1#+,5& 5 +’@1&# )#"4#465)6D
4&+"4#3#’#)%A P % Q.
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: 3&))*A 3%++#4,&$%% "4#3’&7&#,+H "#456A 1*8-&$$<+ /&;0. (7’&5&
4 )&+,*HP#A 4&E*,6) 3’H 561%+’#)%H )#"*’)6D ("*’@1&+,%1)6D) OT
*,*E4&U#)%A 0#U3@ )#"4#465)60% 4&+"4#3#’#)%H0%.

28$0’$<& #&@"-9;%;< )-%’ 2–4 C#*’&.&$< $*D&. M%D.%=

)-%’% C08’=E&$% #&N&$*? 0.$0+ *@ @%.%1 0G0GE&$$0)0 OT 1, 2, 3.

,;0#%= )-%’% "*+5HP#)& C&3&1# )&D*U3#)%H )#+E&’&)+%4*5&))*7*
*",%0&’()*7* ,4&)+"*4,)*7* *,*E4&U#)%H 0#U3@ 35@0H )#"4#465)60%
5#4*H,)*+,)60% 4&+"4#3#’#)%H0% (C&3&1& 1). X’H 4#G#)%H V,*A C&3&1%
"4#3’&7&#,+H % ,#*4#,%1#+2% *E*+)*565&#,+H 1%+’#))6A 0#,*3, *+)*5&))6A
)& "&4&0#,4%C&$%% + "*0*P(O +0#+% 7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A.
=#C@’(,&,6 3&))*A 7’&56 "*34*E)* %C’*U#)6 )%U#.

: 3&))*A 7’&5# 06 4&E*,&#0 c #52’%3*560% "4*+,4&)+,5&0% X =Y=
(RD,↑ · ↑) % 4&++0&,4%5&#0 &)&’*7 C&3&1% (3) + V),4*"%A)*A 4#7@’H4%C&$%#A
% 25&34&,%1)*A B@)2$%#A +,*%0*+,% c(x,y) = ↗x↘y↗2

2 . N4*0# ,*7*, 06
4&++0&,4%5&#0 ,*’(2* %G80-?;$0 $&C#&#<’$<& 5#4*H,)*+,)6# 0#46
c 2*)#1)*A 3%BB#4#)$%&’()*A V),4*"%#A, 2*,*46# *E*C)&1&O,+H 2&2
p,q ↓ P2,ac(Rd). X’H B%2+%4*5&))*7* 𝜚 > 0 06 4&++0&,4%5&#0 C&3&1@
)#+E&’&)+%4*5&))*7* EOT (unbalanced EOT, UEOT) 0#U3@ p % q, 2*,*4&H
+*+,*%, 5 )&D*U3#)%% 0%)%0%C&,*4& B@)2$%*)&’&:

inf
𝜗↓M2,+(Rd↑Rd)

[︃

Rd

[︃

Rd

↑x→ y↑2

2
𝜔(x, y)dxdy→𝜚H(𝜔)+Df1 (𝜔x↑p)+Df2 (𝜔y↑q) . (9)

M)B%0@0 5 C&3&1# (9) 3*+,%7&#,+H 3’H &E+*’O,)* )#"4#465)*A
0#46 𝜔→ E’&7*3&4H )&’%1%O +’&7&#0*7* →𝜚H(𝜔). X’H 561%+’#)%H
)#+E&’&)+%4*5&))*7* EOT "’&)& 𝜔→ 5 (9) "4#3’&7&#,+H "&4&0#,4%C*5&,(

𝜔𝜍,w(x,y)
def
= u𝜚(x)

exp{≃x,y⇐/𝜙}v𝜍(y)
c𝜍(x)

, (10)

73# B@)2$%%u𝜚:RD↘R, v𝜍:RD↘R %0#O, )#C&5%+%06# )&E*46 "&4&0#,4*5
↼,↽ +**,5#,+,5#))*, & c𝜍(x)

def
=

)︃
Rdexp{ ≃x,y⇐

𝜙 }v𝜍(y)dy H5’H#,+H )*40%4*5*1)*A
2*)+,&),*A. T&,#0 3’H )&D*U3#)%H "4%E’%U#))*7* "’&)& 𝜔𝜍,𝜚 "4#3’&7&#,+H
4&++0*,4#,( +’#3@OP@O )#0%)%0&2+)@O C&3&1@ *",%0%C&$%%:

min
𝜍, 𝜚

L(↽,↼)def
= min

𝜍, 𝜚

⌋︃[︃

Rd

f1(→𝜚 log
u𝜚(x)

c𝜍(x)
→↑x↑2

2
)p(x)dx+

[︃

Rd

f2(→𝜚 log v𝜍(y)→
↑y↑2

2
)q(y)dy+𝜚↑u𝜚↑1

⌈︃
. (11)

N’O1#5&H *+*E#))*+,( "4#3’*U#))*A C&3&1% C&2’O1&#,+H 5 ,*0, 1,* *)&
"*C5*’H#, 0%)%0%C%4*5&,( 3%5#47#)$%O DKL 0#U3@ "4%E’%U#))60 "’&)*0
𝜔𝜍,𝜚 % %+,%))60 "’&)*0 𝜔→ E#C )#*ED*3%0*+,% "4H0*7* 3*+,@"& 2 "*+’#3)#0@.
: 3%++#4,&$%% 3*2&C65&#,+H +’#3@OP&H ,#*4#0&, 3#0*)+,4%4@OP&H +5HC(
0#U3@ *G%E2*A 4#G#)%H C&3&1% (11) % *G%E2*A &""4*2+%0&$%% 4#G#)%H
"4H0*A C&3&1% UEOT (9) "*+4#3+,5*0 "&4&0#,4%C*5&))*7* "’&)& 𝜔𝜍,𝜚.
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6&0#&/% 1 (:61%+’%,#’()* @3*E)&H B*40@’%4*52& 0%)%0%C&$%% DKL).
E$"6#/1/B(’, +*/ #1)! 𝜔→

#)$)’"*$(3/&)! , (,#/143/&)!("’ (10).
2/:6) &%#/1!7"*,7 ,1"60<="" !"$)&"!,*&/: 𝜚DKL (𝜔→↑𝜔𝜍,𝜚)⇓L(↽,↼)→ L→

,

:6" L(↽,↼) 3)6)"*,7 &%$)B"!("’ (11), ) -/!,*)!*) (→L→) 7&17"*,7

/#*(’)14!%’ 3!)+"!("’ 6&/5,*&"!!/5 3)6)+( UEOT:

sup
(𝜀,𝜔)

⌋︃
→𝜚
[︃

Rd

[︃

Rd

exp{1
𝜚
(𝜗(x)+𝜛(y)→↑x→ y↑2

2
)}dxdy→

[︃

Rd

f1(→𝜗(x))p(x)dx→
[︃

Rd

f2(→𝜛(y))q(y)dy

⌈︃
, (12)

:6" ,0#$"’0’ ."$"*,7 #/ (3’"$(’%’ @0!->(7’ 𝜗, 𝜛 (#/*"!>()1)’). H*/

!"$)&"!,*&/ 7&17"*,7 !"#$%& & */’ ,’%,1", +*/ /!/ /.$)=)"*,7 &

0 = 0 #$( v𝜍(y)=exp{2𝜔→(y)↘↗y↗2/2𝜙} ( u𝜚(x)=c𝜍(x) exp{2𝜀→(x)↘↗x↗2/2𝜙}.

X&))6A 4#C@’(,&, 0*U)* %),#4"4#,%4*5&,( 2&2 5#4D)OO *$#)2@
2&1#+,5& "4%E’%U#))*7* 4#G#)%H 𝜔𝜍,𝜚 C&3&1% (9), 5*++,&)*5’#))*7* %C
"4%E’%U#))*7* 4#G#)%H 35*A+,5#))*A C&3&1% (12). ;&2%0 *E4&C*0,
,#*4#0& "*2&C65&#,, 1,* 50#+,* "4H0*A 0%)%0%C&$%% DKL 3’H "*’@1#)%H
𝜔𝜍,𝜚 0*U)* *",%0%C%4*5&,( 5#4D)OO *$#)2@ (11), 2*,*4&H H5’H#,+H
561%+’%,#’()* @3*E)*A. X#A+,5%,#’()*, B@)2$%*)&’ (11) "4#3+,&5’H#,
+*E*A +@00@ 0&,#0&,%1#+2%D *U%3&)%A *,)*+%,#’()* 5#4*H,)*+,)6D 0#4
p, q, 1,* "*C5*’H#, %+"*’(C*5&,( *$#)2@ /*),#-N&4’* 564&U#)%H (11)
"* +’@1&A)60 56E*42&0. <+)*5)&H 8-0D$08;9 C3#+( C&2’O1&#,+H 5
561%+’#)%% "#4#0#))*A c𝜍 % +’&7&#0*7* ↑u𝜚↑1.

X’H 4#G#)%H 3&))*A "4*E’#06 "4#3’&7&#,+H 4&++0*,4#,(
"&4&0#,4%C&$%O 5 5%3# )#)*40%4*5&))*A +0#+% 7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A
3’H u𝜚(x) % v𝜍(y):

v𝜍(y)=
K⟨

k=1

⇀kN (y|rk,𝜚Sk); u𝜚(x)=
L⟨

l=1

⇁lN (x|µl,𝜚”l). (13)

T3#+( ↽
def
= {⇀k, rk, Sk}Kk=1, w

def
= {⇁l, µl,”l}Ll=1, 73# ⇀k,⇁l ↖ 0, rk, µl ↓ Rd

% 0 ∝ Sk,”l ↓ Rd↑d. N*5&4%&$%*))6# 0&,4%$6 0&+G,&E%4@O,+H )&
𝜚 %+2’O1%,#’()* 3’H @3*E+,5&. X’H 3&))*7* ,%"& "&4&0#,4%C&$%%
+@P#+,5@O, &)&’%,%1#+2%# 564&U#)%H 2&2 3’H ↑u𝜚↑1, ,&2 % 3’H
)*40%4*5*1)*A 2*)+,&),6 c𝜍(x).

: 4#C@’(,&,# 5 4&E*,# "4#3’&7&#,+H ’<1*8-*;&-9$<+ %-)0#*;/

3’H 0%)%0%C&$%% *$#)2% /*),#-N&4’* 4&C4&E*,&))*7* B@)2$%*)&’&
(11), *+)*5&))6A )& "&4&0#,4%C&$%% u𝜚 % v𝜍 + "*0*P(O +0#+%
7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A. X’H *",%0%C&$%% %D "&4&0#,4*5 ↽ % ↼
"4#3’&7&#,+H %+"*’(C*5&,( "4*$#3@4@ +,*D&+,%1#+2*7* 74&3%#),)*7* +"@+2&
+ %+"*’(C*5&)%#0 +’@1&A)6D 56E*4*2 %C 5D*3)6D 4&+"4#3#’#)%A p % q.

! ,#*4#,%1#+2*A ,*12% C4#)%H 3’H 5*++,&)*5’#)%H UEOT "’&)& 𝜔→

)#*ED*3%0* 4#G%,( C&3&1@ L(↽,↼) ↘ min𝜍,𝜚, 2&2 @2&C&)* 5 ,#*4#0# 1.
<3)&2* )& "4&2,%2# 0#46 p % q 3*+,@")6 ’%G( 1#4#C V0"%4%1#+2%# 56E*42%
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X
def
= {x1,...,xN} % Y

def
= {y1,...,yM}, "*V,*0@ ,4#E@#,+H *",%0%C%4*5&,(

V0"%4%1#+2%A &)&’*7 B@)2$%*)&’& L(↽,↼):

⧹︃L(↽, w)def
=

⌋︃
1

N

N⟨

i=1

f1(→𝜚 log
u𝜚(xi)

c𝜍(xi)
→↑xi↑2

2
)+

1

M

M⟨

j=1

f2(→𝜚 log v𝜍(yj)→
↑yj↑2

2
)+𝜚↑u𝜚↑1

⌈︃
. (14)

N4*0# ,*7*, 3*+,@")6# "*,#)$%&’6 u𝜚 % v𝜍, "* 2*,*460 "4*%C5*3%,+H
*",%0%C&$%H B@)2$%*)&’&, "4%)&3’#U&, *74&)%1#))*0@ 2’&++@ B@)2$%A.
: 1&+,)*+,%, u𝜚 % v𝜍 "&4&0#,4%C@O,+H 2&2 )#)*40%4*5&))6# +0#+%
7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A + L % K 2*0"*)#),&0% +**,5#,+,5#))*. \,*
#+,#+,5#))60 *E4&C*0 "*4*U3&#, C&3&1@ 2*’%1#+,5#))*A *$#)2% ,*7*,
!),-/14-/ */+!/ &/,,*)!/&1"!!%5 #1)! 𝜔[︃𝜍,[︃𝜚 )##$/-,(’($0"* (,*(!!%5

UEOT #1)! 𝜔→
#$( 0,1/&((, +*/ (⧹︃↽,⧹︃↼) = argmin𝜍,𝜚 ⧹︃L(↽,↼). X’H 4#G#)%H

3&))*A C&3&1% 5 4&E*,# %++’#3@#,+H /9(.-) /./.="!(7 EDKL

⧸︁
𝜔→↑𝜔[︃𝜍,[︃𝜚

⃥︁
, ,*

#+,( 0&,#0&,%1#+2*# *U%3&)%# DKL 0#U3@ 𝜔→ % 𝜔[︃𝜍,[︃𝜚, 5CH,*# *,)*+%,#’()*
+’@1&A)*A 4#&’%C&$%% *E@1&OP%D 56E*4*2 X ′ p, Y ′ q.

MC ,#*4#06 1 +’#3@#,, 1,* 5#’%1%)& EDKL

⧸︁
𝜔→↑𝜔[︃𝜍,[︃𝜚

⃥︁
0*U#, E6,(

*74&)%1#)& +5#4D@ 1#4#C E(L(⧹︃↽,⧹︃↼)→L→). S4% V,*0 "*+’#3)HH 5#’%1%)&
0*U#, E6,( 4&C’*U#)& )& +,&,%+,%1#+2@O *G%E2@ % *G%E2@ &""4*2+%0&$%%:

E(L(⧹︃↽,⧹︃↼)→L→)=E[L(⧹︃↽,⧹︃↼)→L(↽,↼)]+E[L(↽,↼)→L→]=

E[L(⧹︃↽,⧹︃↼)→L(↽,↼)]⎛ ⎞⎡ ⎤
!"#". $%&’(#

+ [L(↽,↼)→L→].⎛ ⎞⎡ ⎤
)%&’(# #**+$(,.

(15)

T3#+( (↽,↼) = argmin(𝜍,𝜚)↓”↑# L(↽,↼) *E*C)&1&O, "&4&0#,46, 2*,*46#
*E#+"#1%5&O, )&%’@1G@O &""4*2+%0&$%O L(↽,↼) 5 3*"@+,%0*0 2’&++#.
: 3%++#4,&$%% 3*2&C65&#,+H +’#3@OP## @,5#4U3#)%#, @+,&)&5’%5&OP##
2*’%1#+,5#))@O 5#4D)OO *$#)2@ 3’H +,&,%+,%1#+2*A *G%E2%.

A#&.-0D&$*& 2 (<$#)2& +5#4D@ 3’H +,&,%+,%1#+2*A *G%E2%). E0,*4 p,q
(’"<* -/’#)-*!%" !/,(*"1( ( @0!->(( f1, f2 7&17<*,7 1(#9(>"&%’(.

E$"6#/1/B(’, +*/ $),,’)*$(&)"’%" #)$)’"*$(+",-(" -1),,% #, $ (∞
(↽,↼)) ,/,*/7* (3 !"!/$’($/&)!!%8 ,’","5 :)0,,/&,-(8 $),#$"6"1"!(5 , K
( L -/’#/!"!*)’( ,//*&"*,*&"!!/, /:$)!(+"!!%’( ,$"6!(’( ↑rk↑,↑µl↑ ⇓
R, -/&)$()>(7’( sI ∈ Sk,”l ∈ SI ( &",)’( a ⇓ ⇀k,⇁l ⇓ A (617 !"-/*/$%8

R > 0, 0 < s ⇓ S ( 0 < a ⇓ A). 2/:6) &%#/1!7"*,7 ,1"60<="" !"$)&"!,*&/:

E
⟩
L(⧹︃↽, ⧹︃↼)→ L(↽,↼)

⧸︃
⇓ O(

1∋
N

) +O(
1∋
M

),

:6" O(·) ,-$%&)"* -/!,*)!*%, 3)&(,7=(" */14-/ /* K,L,R,s,S,a,A,p,q,𝜚,
!/ !" /* $)3’"$/& &%./$/- M,N .
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X&))*# @,5#4U3#)%# "*2&C65&#,, 1,* +,&,%+,%1#+2&H *G%E2&
+,4#0%,+H 2 )@’O "4% N,M ↘ ↗ +* +,&)3&4,)*A "&4&0#,4%1#+2*A
+2*4*+,(O. <,246,60 *+,&#,+H +’#3@OP%A 5*"4*+: ’/B"* 1( /9(.-)

)##$/-,(’)>(( .%*4 ,6"1)!) ,-/14 0:/6!/ ’)1/5? S4%5#3#))&H )%U#
,#*4#0& 3&#, "*’*U%,#’()6A *,5#, )& 3&))6A 5*"4*+.

6&0#&/% 3 (S&4&0#,4%C&$%H "#4#0#))6D +0#+(O 7&@++*5+2%D
4&+"4#3#’#)%A *E#+"#1%5&#, @)%5#4+&’()@O &""4*2+%0&$%O UEOT
"’&)*5). E0,*4 p ( q (’"<* -/’#)-*!%" !/,(*"1(, ) @0!->(( f1, f2

7&17<*,7 1(#9(>"&%’(. 2/:6) 617 1<./:/ ˓ > 0 ,0=",*&0<* ,’",(

:)0,,/&,-(8 $),#$"6"1"!(5 v𝜍, u𝜚 (13) ,/ ’()*+,$%&- -/&)$()>(7’(

-/’#/!"!* Sk = 𝜍kId △ 0, ”l = ˒lId △ 0, 06/&1"*&/$7<=(" !"$)&"!,*&0

DKL (𝜔→↑𝜔𝜍,𝜚) ⇓ 𝜚↘1(L(↽,↼)→ L→) < ˓.

: +*5*2@")*+,% 4#C@’(,&,6 "4#3’*U#)%H 2 % ,#*4#06 3 "*2&C65&O,,
1,* *G%E2@ *E*EP#)%H 0*U)* +3#’&,( ,-/14 0:/6!/ ’)1/5 "4% 3*+,&,*1)*
E*’(G*0 4&C0#4# 56E*4*2 % 1%+’# 2*0"*)#), 5 7&@++*5+2*A "&4&0#,4%C&$%%.
\,* *C)&1&#,, 1,* + ,#*4#,%1#+2*A ,*12% C4#)%H 4&C4&E*,&))6A 0#,*3
+"*+*E#) 5*++,&)&5’%5&,( UEOT "’&) + "4*%C5*’()* 56+*2*A ,*1)*+,(O.

X’H V0"%4%1#+2*A "4*5#42% VBB#2,%5)*+,% "4#3’*U#))*7* 0#,*3&,
*",%0%C%4@OP#7* B@)2$%*)&’ (11) + %+"*’(C*5&)%#0 +0#+#A 7&@++*5+2%D
4&+"4#3#’#)%A, 5 4&E*,# "4*5#3#)& +#4%H 561%+’%,#’()6D V2+"#4%0#),*5.
S4%5#3#)6 2&2 2&1#+,5#))6#, ,&2 % 2*’%1#+,5#))6# *$#)2% UEOT
*,*E4&U#)%A, 561%+’#))6D + "*0*P(O 4&C4&E*,&))*7* &’7*4%,0&. ! V,*A
$#’(O 4&++0*,4#) 4H3 C&3&1 % "4%’*U#)%A )& +%),#,%1#+2%D % 4#&’()6D
3&))6D. : 1&+,)*+,%, 4&++0*,4#)& C&3&1& 561%+’#)%H UEOT *,*E4&U#)%A:
(a) 0#U3@ 35@0#4)60% +0#+H0% 7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A, +,4&3&OP%0%
*, "4*E’#0 3%+E&’&)+& 2’&++*5 % 56E4*+*5; (E) 3’H "#4#)*+& 0&++6 5
’&,#),)*0 "4*+,4&)+,5# &5,*2*3%4*5P%2*5 3&))6D.

A#*/&# 1 (UEOT 0#U3@ +0#+H0% 7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A). I(B"

#$(&"6"!% -)+",*&"!!%" ?-,#"$(’"!*)14!%" $"3014*)*% &/,,*)!/&1"!(7

UEOT #1)!/& ’"B60 ,10+)5!/ (!(>()1(3($/&)!!%’( ,’",7’( 6&0’"$!%8

:)0,,/&,-(8 $),#$"6"1"!(5, ,*$)6)<=(8 /* 6(,.)1)!,) -1),,/& ( &%.$/,/&

& (,8/6!%8 ( >"1"&%8 ’"$)8 p, q. D)3$)./*)!!%5 ’"*/6 (U-LightOT)

$")1(3/&)! , (,#/143/&)!("’ 6(&"$:"!>(( DKL. D"3014*)*%, ,’. $(,. 2,

#/-)3%&)<*, +*/ ’"*/6 0,*/5+(& - 0-)3)!!%’ #$/.1"’)’, */:6) -)-

)14*"$!)*(&!%5 ’"*/6 LightSB, &/,,*)!)&1(&)<=(5 ,.)1)!,($/&)!!%"

EOT #1)!% ’"B60 ’"$)’(, !" ,#/,/."! , !(’( ,#$)&(*4,7.

6#&;9= )-%’% "*+5HP#)& C&3&1# )&D*U3#)%H "*’@)#+E&’&)+%4*5&))*7*
<; E&4%$#),4& +#0#A+,5& )#"4#465)6D 5#4*H,)*+,)6D 4&+"4#3#’#)%A.
X’H 4#G#)%H V,*A C&3&1% "4#3’&7&#,+H % ,#*4#,%1#+2% *E*+)*565&#,+H
1%+’#))6A 0#,*3, *+)*5&))6A )& %+"*’(C*5&)%% )#A4*))6D +#,#A % @+’*5%H
m-2*)74@V),)*+,% 5 35*A+,5#))*A C&3&1#.
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&) /#46 p,q E) LightSB 5) U-LightOT (ours)

=%+. 2 - L+’*5)6# "’&)6 𝜔𝜍,𝜚(y|x), *E@1#))6# 4&C4&E*,&))60 0#,*3*0 %
0#,*3*0 LightSB 5 V2+"#4%0#),# JGaussian Mixtures with outliersK.

: 3&))*A 7’&5# 4&++0&,4%5&O,+H 2*0"&2,)6# "*30)*U#+,5&
#52’%3*56D "4*+,4&)+,5: X ▽ RD↑

, Xk ▽ RDk , Y ▽ RD. S4% V,%D
"4#3"*’*U#)%HD SUOT E&4%$#),4 Q→, 3*+,&5’HOP%A 0%)%0@0 5 C&3&1#
(6), 5+#73& +@P#+,5@#,, )* #7* #3%)+,5#))*+,( )# 7&4&),%4*5&)&.

<1#5%3)6A +"*+*E 565*3& 35*A+,5#))*A C&3&1% "*%+2& SUOT
E&4%$#),4& +*+,*%, 5 "*3+,&)*52# 35*A+,5#))*A ("*’@))#+E&’&)+%4*5&))*A
OT C&3&1% (4) 5 B@)2$%*)&’ "4H0*A C&3&1% SUOT E&4%$#),4& (6), 1,*
"4%5*3%, 2 +’*U)*A C&3&1# ,%"& min-max-min. S4#3’&7&#06A &’7*4%,0
*+)*5&) )& max-min #&L0#/"-*#0’5& 35*A+,5#))*A C&3&1% "*%+2&
("*’@))#+E&’&)+%4*5&))*7* OT E&4%$#),4& (6). X’H 5#4*H,)*+,)6D
&E+*’O,)* )#"4#465)6D 0#4 Pk ↓ Pac(Xk), )#"4#465)6D B@)2$%A
+,*%0*+,% ck(x,y) : Xk ↔ Y ⇒↘ R, k ↓ K, % 5#+*5 𝜍k ↖ 0, ,. 1.

}︃K
k=1 𝜍k = 1,

.’0+8;’&$$%= @%.%1% SUOT G%#*F&$;#% "4%)%0&#, +’#3@OP%A 5%3:

B→
u = sup

m↓R,
f[1:K]↓CK(Y)
]︃K

k=1 ↼kfk⇒m

inf
𝜗k(·|xk)↓P(Y)

⎣L
⌉︃
f[1:K], {𝜔k(· | xk)}[1:K],m

{︃
, (16)

73# B@)2$%*)&’ ⎣L
⌉︃
f[1:K], {𝜔k(· | xk)}[1:K],m

{︃
*"4#3#’H#,+H 2&2

⎣L
⌉︃
f[1:K], {𝜔k(· | xk)}[1:K],m

{︃ def
=

K⟨

k=1

𝜍k

⎦[︃

Xk

→𝜛k

⎢
→
[︃

Y

⌉︃
ck(xk,y)→ fk(y)

{︃
d𝜔k(y | xk)

⎥
dPk(xk) +m

⎧
.

T3#+( % 3&’## 06 )&C65&#0 B@)2$%% ("*,#)$%&’6) f[1:K] : Y ↘ R
m--/!:$0?!*!%’( %’% @3*5’#,5*4HOP%0% @+’*5%O m--/!:$0?!*!/,*(,
#+’%

}︃K
k=1 𝜍kfk ↘ m (3’H )#2*,*4*7* m ↓ R).

: 3%++#4,&$%% 3*2&C65&#,+H +’#3@OP&H ,#*4#0& 4, @+,&)&5’%5&OP&H
+5HC( 0#U3@ %+,%))60% "’&)&0% 𝜔→, H5’HOP%0%+H 4#G#)%H0% C&3&1%
SUOT E&4%$#),4& (6), % 4#G#)%H0% "4#3’*U#))*A C&3&1% (16). :
1&+,)*+,%, ,#*4#0& "*2&C65&#,, 1,* ’#56# 0&47%)&’6 %+,%))6D "’&)*5
(𝜔→

k)x 0*7@, E6,( 564&U#)6 1#4#C *",%0&’()6# "*,#)$%&’6 f→
k , 1,*
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"*C5*’H#, "*+,4*%,( "4*$#3@4@ "*’@1#)%H 56E*4*2 3&))6D %C "’*,)*+,%
0&47%)&’& )& *+)*5# 5*++,&)*5’#))6D "*,#)$%&’*5. :*-5,*46D, ,#*4#0&
7&4&),%4@#,, 1,* +#0#A+,5* *",%0&’()6D "’&)*5 3#A+,5%,#’()* H5’H#,+H
*3)%0 %C 4#G#)%A C&3&1% (16).
6&0#&/% 4 (=#G#)%H C&3&1% SUOT E&4%$#),4& +*3#4U&,+H 5* 0)*U#+,5#
*",%0&’()6D +#3’*56D ,*1#2). E$"6#/1/B(’, +*/ ,0=",*&0<* m (

{f→
k (y)↓C(Y)}Kk=1, 6/,*)&17<=(" ’)-,(’0’ & 3)6)+" (16), #$( ?*/’ ck(x,y)

→ !"#$"$%&!%" @0!->(( ,*/(’/,*(, ) 𝜛k → !"#$"$%&!/ 6(@@"$"!>($0"’%"

@0!->((. E0,*4 {𝜔→
k}Kk=1 → ,"’"5,*&/ SUOT #1)!/& ’"B60 Pk (

!"-/*/$%’ .)$(>"!*$/’ Q→
. 2/:6) 617 -)B6/:/ #1)!) 𝜔→

k &%#/1!7"*,7:

(a) ’)$:(!)1 #1)!) ’/B"* .%*4 #$"6,*)&1"! & &(6":

d(𝜔→
k)x(x) = ̸𝜛k(→(f→

k )
ck(x))dPk(x); (17)

(b) ,//*&"*,*&0<=(5 0,1/&!%5 #1)! 𝜔→
k(·|xk) 06/&1"*&/$7"*

𝜔→
k(·|xk) ↓ arg min

𝜗k(·|xk)

⎣L(f→
[1:K], {𝜔k(·|xk))}[1:K],m). (18)

;#*4#0& 4 "*2&C65&#,, 1,* 3’H )#2*,*46D *",%0&’()6D +#3’*56D ,*1#2
{(f→

k , 𝜔
→
k)}Kk=1 C&3&1% (16) 5#4)*, 1,* {𝜔→

k}Kk=1 H5’H#,+H +#0#A+,5*0 %+,%))6D
SUOT "’&)*5 0#U3@ P[1:K] % Q→. : ,* U# 54#0H, 3’H ’OE*7* +#0#A+,5&
*",%0&’()6D f→

[1:K] 0)*U#+,5& argmin𝜗k(·|xk) 0*7@, +*3#4U&,( )# ,*’(2*
%+,%))6# SUOT "’&)6 {𝜔→

k}Kk=1, )* % 34@7%# B@)2$%%, 1,* +**,5#,+,5@#,
%C5#+,)*A "4*E’#0# 1/B!%8 $"9"!(5 )#A4*+#,#56D 0#,*3*5 <;.

: 3%++#4,&$%% ,&2U# 3*2&C65&#,+H +’#3@OP&H ,#*4#0& 5,
@+,&)&5’%5&OP&H +5HC( 0#U3@ *G%E2*A 4#G#)%H 4&C4&E*,&))*A C&3&1% (16)
+ %+"*’(C*5&)%#0 ,4*A2% (⧹︃m,{ ⧹︃fk}Kk=1, {⧹︃𝜔k}Kk=1) % *G%E2*A 5*++,&)*5’#))*7*
4#G#)%H {⧹︃𝜔(·|xk)k}Kk=1 "4H0*A C&3&1% SUOT E&4%$#),4& (6).
6&0#&/% 5 (<$#)2% 2&1#+,5& 3’H 5*++,&)*5’#))6D "’&)*5). D),,’/*$(’

&/,,*)!/&1"!!%" ⧹︃m--/!:$0?!*!%" #/*"!>()1% ⧹︃f[1:K], *)-(" +*/

⧹︃fk ↓ C(Y), k ↓ K, ( 0,1/&!%" #1)!% {⧹︃𝜔k(·|xk)}Kk=1, xk ′ Pk, *)-(" +*/

⧹︃𝜔k(·|xk)↓P(Y), k↓K. E$"6#/1/B(’, +*/ &%#/1!7<*,7 0,1/&(7 *"/$"’%

4, ’!/B",*&/ Y 7&17"*,7 &%#0-1%’, ) /*/.$)B"!(7 y ⇒↘ck(xk,y)→ ⧹︃fk(y)
7&17<*,7 ⇁-,(14!/ &%#0-1%’( !) Y, k↓K. E0,*4 *)-B" 0<◁

def
= ̸𝜛(→b),

:6" b → &"$8!77 :$)!(>) b = max
k↓K

max
fk↓{ [︃fk,f→

k}
max

xk↓Xk,y↓Y
{ck(xk, y)→ fk(y)}.

L&"6"’ $)3$%&% 6&/5,*&"!!/,*(:

˓1( ⧹︃f[1:K], ⧹︃𝜔[1:K])
def
= ⎣L( ⧹︃f[1:K], ⧹︃𝜔[1:K], ⧹︃m)→ inf

𝜗k(·|xk)↓P(Y)

⎣L( ⧹︃f[1:K], 𝜔[1:K], ⧹︃m);

˓2( ⧹︃f[1:K])
def
= B→

u → inf
𝜗k(·|xk)↓P(Y)

⎣L( ⧹︃f[1:K], 𝜔[1:K], ⧹︃m).

2/:6) &%#/1!7"*,7 !"$)&"!,*&/

2

◁⇁

⌉︃
˓1 + ˓2

{︃
↖

K⟨

k=1

𝜍k

[︃

Xk

W2
2

⌉︃
⧹︃𝜔k(·|x), 𝜔→

k(·|x)
{︃
dPk(x).
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&) :D*3)6#
4&+"4#3#’#)%H

{Pk}

E) M+,%))6A
SUOT E&4%$#),4

Q→

5) :61%+’#))6A
SUOT E&4%$#),4

T1#P1

=%+. 3 - R&4%$#),4 4&+"4#3#’#)%H "Spiral" (P1) % +0#+% 7&@++*5+2%D
4&+"4#3#’#)%A (P2), *,*E4&U#)%# "#4#)*+& T1 % 4&+"4#3#’#)%# SUOT
E&4%$#),4& Q→ = T1#P1, "*’@1#))6# + "*0*P(O 3%+24#,)*7* UOT
(4&++0&,4%5&#,+H 2&2 %+,%))*# 4#G#)%#) % "4#3’*U#))*7* 0#,*3& 5 C&3&1#

Spiral ↘ Gaussian Mixture "4% 𝜍1 = 𝜍2 = 1
2 , 𝜛1 = Id, 𝜛2 = DKL.

;#*4#0& 5 @+,&)&5’%5&#, *$#)2% 2&1#+,5& 3’H 5*++,&)*5’#))6D "’&)*5
{⧹︃𝜔k(·|xk)}Kk=1, %++’#3@H $)3$%&% 6&/5,*&"!!/,*(, ,* #+,( *G%E2% "4%
4#G#)%% 5)@,4#))#A % 5)#G)#A C&3&1 *",%0%C&$%% 5 (16). <)& "*2&C65&#,,
1,* 2&1#+,5* 4#G#)%H "4#3’*U#))*A C&3&1% *",%0%C&$%% (16) *74&)%1%5&#,
+5#4D@ 2&1#+,5* &""4*2+%0&$%% E&4%$#),4& Q→ + "*0*P(O 5*++,&)*5’#))6D
@+’*5)6D "’&)*5 {⧹︃𝜔(·|xk)k}Kk=1, "4%0#)#))6D 2 4&+"4#3#’#)%H0 Pk.

: 4&E*,# "4#3’&7&#,+H ’<1*8-*;&-9$<+ %-)0#*;/ 3’H
*",%0%C&$%% "4#3’*U#))*7* B@)2$%*)&’& (16), *+)*5&))6A )& 0#,*3&D
7’@E%))*7* *E@1#)%H. L+’*5)6# "’&)6 4&++0&,4%5&O,+H 2&2 +,*D&+,%1#+2%#
%’% 3#,#40%)%4*5&))6# *,*E4&U#)%H % "&4&0#,4%C@O,+H 5 5%3# )#A4*+#,#A
Tk,𝜚k + 5#+&0% ↼k. S*,#)$%&’6 "&4&0#,4%C@O,+H 5 5%3# )#A4*+#,#A fk,𝜍k +
"&4&0#,4&0% ↽k, 2*,*46# %+2@++,5#))* +2*)+,4@%4*5&)6 ,&2%0 *E4&C*0,
1,*E6 @3*5’#,5*4H,( @+’*5%O m-2*)74@V),)*+,%. S&4&0#,46 )#A4*+#,#A
*",%0%C%4@O,+H + "*0*P(O "4*$#3@46 74&3%#),)*7* "*3W#0&-+"@+2& +
%+"*’(C*5&)%#0 +’@1&A)6D 56E*4*2 %C 5D*3)6D 4&+"4#3#’#)%A Pk.

X’H V0"%4%1#+2*A *$#)2% VBB#2,%5)*+,% "4#3’*U#))*7* &’7*4%,0&
"4%5#3#)6 2&1#+,5#))6# % 2*’%1#+,5#))6# *$#)2% SUOT E&4%$#),4*5,
"*’@1#))6D + #7* "*0*P(O, 5 +’#3@OP%D C&3&1&D: (a) 561%+’#)%#
SUOT E&4%$#),4*5 35@0#4)6D 4&+"4#3#’#)%A, +,4&3&OP%D *, "4*E’#0
3%+E&’&)+& 2’&++*5 % 56E4*+*5; (b) 561%+’#)%# SUOT E&4%$#),4*5
7&@++*5+2%D 4&+"4#3#’#)%A; (c) %),#4"*’H$%H 4&+"4#3#’#)%A %C*E4&U#)%A
)& 0)*7**E4&C%% %C*E4&U#)%A. =#C@’(,&,6 "*3,5#4U3&O, "4#5*+D*3+,5*
"4#3’*U#))*7* &’7*4%,0& )&3 +@P#+,5@OP%0% (+E&’&)+%4*5&))60%)
1%+’#))60% 0#,*3&0% 3’H E&4%$#),4*5.

A#*/&# 2 (SUOT E&4%$#),4 4&+"4#3#’#)%H "Spiral" % +0#+% 7&@++*5+2%D
4&+"4#3#’#)%A). M’. $(,. 3.
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O&;’&#;%= )-%’% "*+5HP#)& C&3&1# )&D*U3#)%H )#"*’)*7*
OT *,*E4&U#)%H 0#U3@ 35@0H )#"4#465)60% 5#4*H,)*+,)60%
4&+"4#3#’#)%H0%. X’H 4#G#)%H 3&))*A C&3&1% "4#3’&7&#,+H % ,#*4#,%1#+2%
*E*+)*565&#,+H 1%+’#))6A 0#,*3, *+)*5&))6A )& %+"*’(C*5&)%% )#A4*+#,#A.
X&’## "4#3+,&5’#)6 *+)*5)6# *"4#3#’#)%H % 4#C@’(,&,6 7’&56.

: 3&))*A 7’&5# 4&++0&,4%5&O,+H 2*0"&2,)6# "*’(+2%# "4*+,4&)+,5&
X , Y % )#"4#465)&H B@)2$%H +,*%0*+,% c : X ↔ Y ↘ R. : 3%++#4,&$%%
"*2&C&)*, 1,* "4% ,&2%D "4#3"*’*U#)%HD IT "’&)6 𝜙→ ↓ !w(P,Q),
3*+,&5’HOP%# 0%)%0@0 5 C&3&1# IT (7), 5+#73& +@P#+,5@O,. <3)&2* )#
7&4&),%4@#,+H, 1,* *)% 3#,#40%)%4*5&)6, ,* #+,( %0#O, 5%3 𝜙→=[idX ,T →]𝜀P,
73# T → )&C65&#,+H IT *,*E4&U#)%#0.

: *+)*5# "4#3’*U#))*7* &’7*4%,0& 3’H 561%+’#)%H )#"*’)*7*
,4&)+"*4,& (IT) ’#U%, max–min 4#B*40@’%4*52& 35*A+,5#))*A C&3&1% IT
(7). X’H C&3&))*7* 5#+& w ↖ 1 .’0+8;’&$$%= IT @%.%1% %0##, 5%3:

Costw(P,Q) = max
f↔0

min
T :X⇑Y

L(f,T ), (19)

73# B@)2$%*)&’ L(f,T ) *"4#3#’H#,+H 2&2

L(f,T ) def
=

[︃

X
c
⌉︃
x,T (x)

{︃
dP(x)→

[︃

X
f
⌉︃
T (x)

{︃
dP(x) + w

[︃

Y
f(y)dQ(y). (20)

T3#+( 0%)%0%C&$%H "4*%C5*3%,+H "* %C0#4%060 *,*E4&U#)%H0 T : X ↘ Y .
9)&’*7%1)* )#+E&’&)+%4*5&))*0@ OT, B@)2$%H f )&C65&#,+H #/*"!>()1/’.

:65#3#))&H 35*A+,5#))&H IT C&3&1& (19) "*C5*’H#, 56"*’)H,(
0%)%0%C&$%O "* 3#,#40%)%4*5&))60 B@)2$%H0 T . : ,* U# 54#0H 5
3%++#4,&$%% 3*2&C65&#,+H +’#3@OP&H ,#*4#0&, "*2&C65&OP&H, 1,*, 4#G&H
C&3&1@ (19), 0*U)* "*’@1%,( %+,%))6# IT *,*E4&U#)%H T →.

6&0#&/% 6 (IT *,*E4&U#)%H +*3#4U&,+H 5* 0)*U#+,5# *",%0&’()6D
+#3’*56D ,*1#2). E0,*4 f→→1<./5 ’)-,(’(3)*/$ & (19). N,1( 𝜙→ ↓
!w(P,Q) 7&17"*,7 6"*"$’(!($/&)!!%’ IT #1)!/’, */ ",*4 $"9)"* 3)6)+0

(7) ( (’""* &(6 𝜙→ = [idX ,T →]𝜀P 617 !"-/*/$/:/ (3’"$(’/:/ /*/.$)B"!(7

T → : X ↘ Y, */ T → ↓ argminT :X⇑Y L(f→,T ).

: 3%++#4,&$%% "4#3’&7&#,+H ’<1*8-*;&-9$<+ %-)0#*;/ 3’H
*",%0%C&$%% "4#3’*U#))*7* B@)2$%*)&’& (20) + %+"*’(C*5&)%#0 0#,*3*5
7’@E%))*7* *E@1#)%H. IT *,*E4&U#)%# T % "*,#)$%&’ f "&4&0#,4%C@O,+H
2&2 )#A4*+#,% T𝜍 % f𝜔 + "&4&0#,4&0% ↽ % 𝜛 +**,5#,+,5#))*. ^,*E6 +3#’&,(
f𝜔 )#"*’*U%,#’()*A B@)2$%#A, "*+’#3)%A +’*A C&3&#,+H 2&2 x ⇒↘ →|x|.

X’H V0"%4%1#+2*A *$#)2% VBB#2,%5)*+,% &’7*4%,0& "4*5#3#)
4H3 561%+’%,#’()6D V2+"#4%0#),*5: (a) V2+"#4%0#),6 + 35@0#4)60%
4&+"4#3#’#)%H0%, 3#0*)+,4%4@OP%# +"*+*E)*+,( &’7*4%,0& )&D*3%,(
*,*E4&U#)%H 0#U3@ 5D*3)60 4&+"4#3#’#)%#0 % C&3&))*A 1&+,(O $#’#5*7*;
(E) "4%0#)#)%# &’7*4%,0& 2 C&3&1# "4#*E4&C*5&)%H %C*E4&U#)%A.
A#*/&# 3 (IT *,*E4&U#)%# 0#U3@ 7&@++*5+2%0 4&+"4#3#’#)%#0 %
4&+"4#3#’#)%#0 .Archs8). M’. $(,. 4.
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&) :D*3)*# %
$#’#5*#

4&+"4#3#’#)%H.

E) IT
*,*E4&U#)%#,

w=3.

5) IT
*,*E4&U#)%#,

w= 3
2 .

7) IT
*,*E4&U#)%#,

w=1.
=%+. 4 - :*++,&)*5’#))6# IT *,*E4&U#)%H 0#U3@ 7&@++*5+2%0

4&+"4#3#’#)%#0 % .Archs8 "4% 4&C’%1)6D w. MC0#)#)%# w "*C5*’H#,
)&D*3%,( *,*E4&U#)%H 5 C&3&))6# 1&+,% (1/w) $#’#5*7* 4&+"4#3#’#)%H.

I%5-?1&$*& *E*EP&#, *+)*5)6# 4#C@’(,&,6 4&E*,6 % *E+@U3&#,
5*C0*U)6# )&"4&5’#)%H 3&’()#AG%D %++’#3*5&)%A 5 3&))*A *E’&+,%.

2/.)%6">%% "’013" ;1 0&-& $%55&30">%%

, *@.%$*=K *@ 8C*85% ,:M PQ * C#*#%’$&$$<K 5 $*/

1 Gazdieva, M., Mokrov, P., Rout, L., Korotin, A., Kravchenko, A.,

Filippov, A., & Burnaev, E. An optimal transport perspective on unF
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2 .)/0-12), M., A/$/*(!, O. <EC*4 0%)%0&2+)6D "&4&0#,4%1#+2%D
0#,*3*5 561%+’#)%H *",%0&’()6D ,4&)+"*4,)6D *,*E4&U#)%A. //
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