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Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 7 ãëàâ è ïðèëîæåíèÿ. Âñå ðåçóëüòàòû,

ïðèâåä¼ííûå â îñíîâíîé ÷àñòè äèññåðòàöèè (1-7 ãëàâà), ÿâëÿþòñÿ íîâûìè,

ñíàáæåíû ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ðàçúÿñíåíèÿìè èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé

è îïðåäåëåíèé.

Ñ îñíîâàìè òåîðèè ÷èñåë ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî èçäàíèÿì [2, 3, 4, 5, 66, 7].

Îñíîâíàÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿùåíà õîðîøî èçâåñòíûì ôóíêöèÿì:

äèñêðåòíîìó ëîãàðèôìèðîâàíèþ (1,2,5 è 7 ãëàâà) è ôàêòîðèçàöèè (3,6

ãëàâà). 1 ãëàâà ïîñâÿùåíà îöåíêàì âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà. Âî 2 ãëàâå àíàëèçèðóåòñÿ

âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àòàêóþùèõ àëãîðèòìîâ íà ñõåìó ýëåêòðîííîé ïîäïèñè

ñòàíäàðòà ÃÎÑÒ Ð 34.10-2012. Â 3 ãëàâå èññëåäîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü

çàäà÷è ôàêòîèçàöèè, âîçíèêàþùåé ïðè àíàëèçå ñõåìû Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâà

îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé. Â ãëàâå 4 ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà íåïîäâèæíûõ

òî÷åê â çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Â 5 ãëàâå èññëåäîâàíî ÿäðî

ñïóñêà Âåéëÿ, ïðèìåí¼ííîãî ê çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà

ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Â 6 ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ

íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé íîâîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Â 7 ãëàâå ýòà òåõíèêà

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé áîëüøîãî ïðîñòîãî ïîëÿ.

Ñõåìà îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Äèôôè-Õåëëìýíà øèðîêî

èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòàõ, íàïðèìåð,

WindowsServer2003 − 2008 . Çàäà÷à å¼ âñêðûòèÿ î÷åâèäíî íå ñëîæíåå çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò â îáùåì ñëó÷àå

ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé.

Â ïåðâîé ãëàâå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷åðåç ñëîæíîñòü

àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà. Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà â ðÿäå

ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ çàäà÷. Ïîëó÷åííàÿ
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îöåíêà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû Áîåðà 1988 ãîäà [91], è ðàáîòû Ìàóðåðà 1994

ãîäà [94] íà îáùèé ñëó÷àé. Äàííàÿ òåîðåìà âîøëà â îáçîð [26] â êà÷åñòâå îäíîãî

èç èòîãîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ïåðâîé ãëàâå ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîé äëèíû

äåðåâà Ïðàòòà s(m) ÷èñëà m . À èìåííî: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m =
∏r

i=1 pi
αi

ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñåë pi − 1, i = 1, ..., r , çàòåì

ðàçëîæåíèÿ qij − 1 äëÿ ïðîñòûõ qij | pi è òàê äàëåå. Ïîëó÷èâøååñÿ ðàçâåòâëåíèå
íàçûâàåòñÿ äåðåâîì Ïðàòòà ÷èñëà m , à âñòðå÷àþùèåñÿ ïðîñòûå ÷èñëà åãî

óçëàìè. Ýòî äåðåâî âïåðâûå ðàññìîòðåë â 1975 ãîäó Ïðàòò [24] è ïðåäëîæèë

åãî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìå ïðîâåðêè ïðîñòîòû. Ñ÷èòàÿ ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè çà åäèíèöó, îáîçíà÷èì s = s(m) äëèíó íàèáîëüøåé

âåòâè äåðåâà m . Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà ðàññìîòðåíà àâòîðîì

âïåðâûå. Ïîêàçàíî, êàê ïðè ïîìîùè ýòîé ôóíêöèè âûðàçèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ÷åðåç ñëîæíîñòü çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà.

Â 1997 ãîäó Øóô [25] ïîêàçàë, ÷òî óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì (”generic

algorithm” ), ðåøàþùèé çàäà÷ó Äèôôè-Õåëëìýíà, íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì

ïðîñòûì (èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü äëÿ ãðóïï ïðîñòîãî ïîðÿäêà).

Ýòî ïðèáëèæàåò ïîëó÷åííóþ â ïåðâîé ãëàâå âåðõíþþ îöåíêó äëÿ çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ê òðèâèàëüíîé. Îäíàêî îñíîâíàÿ òåîðåìà

ïåðâîé ãëàâû ïðèìåíèìà íå òîëüêî ê óíèâåðñàëüíûì àëãîðèòìàì, íî è ê

àëãîðèòìàì, ðàáîòàþùèì ñ ýëåìåíòàìè ôèêñèðîâàííîé ãðóïïû, ñâÿçàííûìè

íåñêîëüêèìè ñïåöèàëüíûìè ãðóïïîâûìè îïåðàöèÿìè. Êðîìå òîãî, ýòà òåîðåìà

äà¼ò êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

èç àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà. Åñòü ïåðñïåêòèâà ïîñòðîåíèÿ

ãðóïï, ïîðÿäîê êîòîðûõ èìååò îãðàíè÷åííóþ äëèíó âåòâåé äåðåâà Ïðàòòà, â

êîòîðûõ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà, ÿâëÿÿñü

ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè.

Ôóíêöèÿ s(m) áûëà â 2008 ãîäó èññëåäîâàíà Ôîðäîì, Êîíÿãèíûì è Ëþêà

[28], êîòîðûå ïîëó÷èëè äëÿ íå¼ íåòðèâèàëüíûå îöåíêè. Ïîëó÷åííàÿ èìè îöåíêà
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ñâåðõó îòëè÷àåòñÿ îò òðèâèàëüíîé íåñêîëüêî ëó÷øåé êîíñòàíòîé â ïîêàçàòåëå.

Ïîýòîìó å¼ ïðèìåíåíèå ñîâìåñòíî ñ îñíîâíîé òåîðåìîé ïåðâîé ãëàâû íå äà¼ò

íîâîé èíôîðìàöèè î ñâÿçè ñëîæíîñòåé çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è

Äèôôè-Õåëëìýíà. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà îá àñèìïòîòè÷åñêîì

ïîâåäåíèè ôóíêöèè s(m) êàê O(ln lnm) äëÿ ïî÷òè âñåõ m . Ïðèìåíåíèå ýòîé

îöåíêè ñîâìåñòíî ñ òåîðåìîé ïåðâîé ãëàâû óæå ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíûì

ðåçóëüòàòàì. À èìåííî, â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-

Õåëëìýíà ïîëó÷àåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ,

ðàáîòàþùèé ”ïî÷òè” ïîëèíîìèàëüíî (ëó÷øå ñóáýêñïîíåíòû).

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèìåí¼í ê îöåíêå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîêàçàíî,

÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ äåéñòâóþùåìó

ñòàíäàðòó ÃÎÑÒ Ð 34.10-2012, àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû. Áîëåå

òîãî, äëÿ íèõ åñòü êîíñòðóêòèâíûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îäíîé

ïðè ïîìîùè îðàêóëà äðóãîé.

Â ïåðâîé ãëàâå äîêàçàíû òåîðåìû î âåëè÷èíå è ÷èñëå ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë

âèäà p − 1 , ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòè òåîðåìû ïðåäîñòàâëÿþò èíôîðìàöèþ

î ñòðóêòóðå îäíîãî øàãà äåðåâà Ïðàòòà, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè

ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñ îðàêóëîì Äèôôè-

Õåëëìýíà. Èñïîëüçóåìûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëèëè êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èòü íîâóþ

îöåíêó ñíèçó ôóíêöèè Ýéëåðà äëÿ ïî÷òè âñåõ àðãóìåíòîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðè ïîìîùè ñïàðèâàíèÿ Ýéòà ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé

àëãîðèòì ñâåäåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ê ðåøåíèþ

íåêîòîðîé ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíà îöåíêà íà ñòåïåíü ýòîé

ñèñòåìû.

Çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ äîñòàòî÷íî äàâíî.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåàëèçàöèè
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ñõåìû Äèôôè-Õåëëìýíà âìåñòî äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â êîíå÷íîé

ãðóïïå äðóãóþ ôóíêöèþ. Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâ â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ àâòîðîì

äèññåðòàöèè [35] ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè

â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ñ íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé. Äëÿ ñòîéêîñòè

ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà

áûòü òðóäíîâû÷èñëèìîé. Îäíàêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ ãðóïï ïîêà

íåò. Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðîâåä¼í àíàëèç íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ

íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï. Ïîëó÷åíû ïîëèíîìèàëíûå àëãîðèòìû ñâåäåíèÿ çàäà÷è

ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè â íèõ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Äàëåå ïðåäëîæåí ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé

îïåðàöèè ñ áîëüøåé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå áûëî èçó÷åíî ñðàâíåíèå

x ≡ Rx(modp), x, R ∈ Z, (R, p) = 1.

Â ñîâðåìåííîé òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ëèòåðàòóðå òàêèå ðåøåíèÿ íîñÿò

íàçâàíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê â çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.

Àâòîðó äèññåðòàöèè óäàëîñü ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïàð (x,R) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìîìó ñðàâíåíèþ,

îòëè÷íûõ îò îáùåèçâåñòíûõ: (g, gg
−1(mod(p−1))) , ãäå g - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Áðèçîëèñà: (g, p − 1) = 1 . Â ýòèõ ôîðìóëàõ R -

óæå íåîáÿçàòåëüíî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè

ðåøåíèÿ ñ R , èìåþùèì äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîñòîé ïîðÿäîê. Ïîëó÷åíû îöåíêè

÷èñëà ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Áðèçîëèñà, äàþùèå

îöåíêó ñëîæíîñòè àëãîðèòìà èõ ïîñòðîåíèÿ.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àíàëèçó àëãîðèòìà ñïóñêà Âåéëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì

õàðàêòåðèñòèêè 2. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â ýòîì èññëåäîâàíèè âûáðàíî

ïðåäñòàâëåíèå Ìàìôîðäà ïðèâåä¼ííûõ äèâèçîðîâ ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ. Äàííîå
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ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî êîððåêòíî ñâÿçàòü ñ êëàññàìè äèâèçîðîâ (ïî ìîäóëþ

äèâèçîðîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé). Ìåòîä ñïóñêà Âåéëÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè

âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî óñëîâèÿ ïîðÿäîê ÿäðà

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïóñêà Âåéëÿ íå äåëèòñÿ íà 2. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå

êîãäà ïîðÿäîê ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ äåëèòñÿ íà 2, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå

íåòðèâèàëüíî.

Â øåñòîé ãëàâå ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä GF(2), êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

öåëî÷èñëåííîé ôàêòîðèçàöèè àëãîðèòìàìè ñ ôàêòîðíîé áàçîé. Ïîêàçàíî, ÷òî

ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà èìååò àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øóþ

îöåíêó âðåìåíè ðàáîòû, ÷åì èçâåñòíûå îöåíêè äëÿ àëãîðèòìà Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà, êîòîðûé áûë ïðèìåí¼í ïðè ïîñòàíîâêå ïîñëåäíåãî ðåêîðäà

ôàêòîðèçàöèè ÷èñåë RSA [162].

Â ñåäüìîé ãëàâå ðåçóëüòàòû øåñòîé ãëàâû ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé áîëüøîãî

êîíå÷íîãî ïîëÿ. Ïîëó÷åííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü áûòü âçÿò çà îñíîâó ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè ôàêòîðíîé áàçû.

Ïðåäëîæåííàÿ â ïîñëåäíèõ äâóõ ãëàâàõ òåõíèêà íå òîëüêî ñîõðàíÿåò

âîçìîæíîñòü ÷àñòè÷íîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ ïðè ðåøåíèè òàêèõ

ñèñòåì (òî åñòü ÷àñòü àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íà íå ñâÿçàííûõ äðóã

ñ äðóãîì êëàñòåðàõ), íî è ïîçâîëÿåò âîîáùå èñêëþ÷èòü èñïîëüçîâàíèå êëàñòåðîâ

áîëüøîé ìîùíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîçâîëÿåò ðàñïàðàëëåëèòü âåñü àëãîðèòì

íà ñâÿçàííûå ìåäëåííûì êàíàëîì ( Internet ) âû÷èñëèòåëè, åäèíñòâåííîå

òðåáîâàíèå ê êîòîðûì - ýòî âîçìîæíîñòü ñîäåðæàòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó (ìàòðèöó ëèíåéíîé ñèñòåìû). Ïîìèìî óìåíüøåíèÿ

âðåìåíè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íå òðåáóåò êðàòíîãî

óâåëè÷åíèÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ñâåðõ îáú¼ìà, íåîáõîäèìîãî äëÿ õðàíåíèÿ

óêàçàííîé ìàòðèöû, êàê ýòî áûëî ïðè ïîñòàíîâêå ðåêîðäà öåëî÷èñëåííîé
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ôàêòîðèçàöèè â äåêàáðå 2009 ãîäà [162].
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×àñòü II

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó
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1. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó íà ñëîæíîñòü çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ÷åðåç ñëîæíîñòü çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà. Äàííàÿ îöåíêà

â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ çàäà÷.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû Áîåðà 1988 ãîäà è ðàáîòû

Ìàóðåðà 1994 ãîäà íà îáùèé ñëó÷àé. Ýòà òåîðåìà âîøëà â îáçîð Ìàóðåðà è Âóëôà

2001 ãîäà ”Di�e-Hellman Protocol” â êà÷åñòâå îäíîãî èç èòîãîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

Âïåðâûå ðàññìîòðåíà ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîé äëèíû äåðåâà Ïðàòòà s(m) ÷èñëà

m . Ýòî äåðåâî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå â 1975 ãîäó Ïðàòòîì, êîòîðûé ïðåäëîæèë

åãî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìå ïðîâåðêè ïðîñòîòû. Â 1997 ãîäóØóô ïîêàçàë,

÷òî àëãîðèòì îáùåãî ïðèìåíåíèÿ (generic algorithm), ðåøàþùèé çàäà÷ó Äèôôè-

Õåëëìýíà, íå ìîæåò áûòü ”ïðîñòûì” (èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü äëÿ

ãðóïï ïðîñòîãî ïîðÿäêà). Îäíàêî, äîêàçàííàÿ òåîðåìà îá îöåíêå ïðèìåíèìà

íå òîëüêî ê àëãîðèòìàì îáùåãî ïðèìåíåíèÿ, íî è ê àëãîðèòìàì, ðàáîòàþùèì

ñ ýëåìåíòàìè ôèêñèðîâàííîé ãðóïïû, ñâÿçàííûìè íåñêîëüêèìè ñïåöèàëüíûìè

ãðóïïîâûìè îïåðàöèÿìè.

Ôóíêöèÿ s(m) áûëà â 2008 ãîäó èññëåäîâàíà Ôîðäîì, Êîíÿãèíûì è Ëþêà,

êîòîðûå ïîëó÷èëè äëÿ íå¼ íåòðèâèàëüíûå îöåíêè. Ïîëó÷åííàÿ èìè îöåíêà ñâåðõó

îòëè÷àåòñÿ îò òðèâèàëüíîé íåñêîëüêî ëó÷øåé êîíñòàíòîé â ïîêàçàòåëå. Ïîýòîìó

å¼ ïðèìåíåíèå ñîâìåñòíî ñ ðàññìàòðèâàåìîé îöåíêîé íå äà¼ò íîâîé èíôîðìàöèè

î ñâÿçè ñëîæíîñòåé çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà.

Â ýòîé æå ðàáîòå áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè

ôóíêöèè s(m) êàê O(ln lnm) äëÿ ïî÷òè âñåõ m . Ïðèìåíåíèå ýòîé îöåíêè óæå

ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòàì. À èìåííî, â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà ïîëó÷àåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, ðàáîòàþùèé ”ïî÷òè” ïîëèíîìèàëüíî (ëó÷øå

ñóáýêñïîíåíòû).

Èçëîæåííûé ìåòîä, ïðèìåí¼í ê îöåíêå ñëîæíîñòè çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ãðóïïå òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðîñòîãî ïîðÿäêà
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p , ãäå p − 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìàëåíüêèå âçàèìíîïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí äëÿ êðèâûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ÃÎÑÒ Ð 34.10-2012.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-

Õåëëìýíà ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåí êîíñòðóêòèâíûé

ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ïðè ïîìîùè

îðàêóëà Äèôôè-Õåëëìýíà.

2. Äîêàçàíû òåîðåìû î âåëè÷èíå è ÷èñëå ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà

p − 1 , ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòè òåîðåìû ïðåäîñòàâëÿþò èíôîðìàöèþ î

ñòðóêòóðå îäíîãî øàãà äåðåâà Ïðàòòà, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè

ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñ îðàêóëîì Äèôôè-

Õåëëìýíà. Ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà ñíèçó ôóíêöèè Ýéëåðà äëÿ ïî÷òè âñåõ

àðãóìåíòîâ.

3. Ïðîâåä¼í àíàëèç íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï íà ñòîéêîñòü

ïîñòðîåííîé íà èõ îñíîâå ñõåìû îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à, ïðåäëîæåííîé

Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâûì [35]. Äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè â íèõ

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé, à ñõåìà Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâà ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì �

íåñòîéêàÿ. Ïðåäëîæåí ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðàöèè ñ

íåñêîëüêî áîëüøåé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à óíèâåðñàëüíîé ïîääåëêè ÃÎÑÒ Ð 34.10-1994 [19]

ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê â çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.

Ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàð (x,R) , óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñðàâíåíèþ

x ≡ Rx((modp), x, R ∈ Z, (R, p) = 1,

îòëè÷íûå îò îáùåèçâåñòíûõ: (g, gg
−1((modp−1)) , ãäå g - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (g, p− 1) = 1 (óñëîâèå Áðèçîëèñà). Â ýòèõ ôîðìóëàõ

R óæå íåîáÿçàòåëüíî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè

ðåøåíèÿ ñ R , èìåþùèì äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîñòîé ïîðÿäîê. Ïîëó÷åíû îöåíêè
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íà ÷èñëî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Áðèçîëèñà.

5. Ïðîâåä¼í àíàëèç ìåòîäà ñïóñêà Âåéëÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â ýòîì èññëåäîâàíèè âûáðàíî ïðåäñòàâëåíèå Ìàìôîðäà

ïðèâåä¼ííûõ äèâèçîðîâ ïàðîé ìíîãî÷ëåíîâ. Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî

êîððåêòíî ñâÿçàòü ñ êëàññàìè äèâèçîðîâ (ïî ìîäóëþ äèâèçîðîâ ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé).

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî

óñëîâèÿ ïîðÿäîê ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïóñêà Âåéëÿ íå äåëèòñÿ íà 2. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäîê ãðóïïû òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé äåëèòñÿ íà

2, ñóæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïóñêà Âåéëÿ íà ýòó ãðóïïó íåòðèâèàëüíî.

6. Ïðîàíàëèçèðîâàíà ñëîæíîñòü ëèíåéíîãî ýòàïà àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè

öåëûõ ÷èñåë. Ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä GF (2) , êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è

àëãîðèòìàìè ñ ôàêòîðíîé áàçîé. Äîêàçàíî, ÷òî ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ

ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà ðàáîòàåò áûñòðåå àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà

1993ã., êîòîðûé áûë ïðèìåí¼í ïðè ïîñòàíîâêå ïîñëåäíåãî ðåêîðäà ôàêòîðèçàöèè

÷èñåë RSA â äåêàáðå 2009 ã. Ïðåäëîæåííàÿ òåõíèêà íå òîëüêî ñîõðàíÿåò

âîçìîæíîñòü ÷àñòè÷íîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ ïðè ðåøåíèè

òàêèõ ñèñòåì (òî åñòü ÷àñòü àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íà íå

ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì êëàñòåðàõ), íî ïîçâîëÿåò âîîáùå èñêëþ÷èòü

èñïîëüçîâàíèå êëàñòåðîâ áîëüøîé ìîùíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòà òåõíèêà

ïîçâîëÿåò ðàñïàðàëëåëèòü âåñü àëãîðèòì íà ñâÿçàííûå ìåäëåííûì êàíàëîì

( Internet ) âû÷èñëèòåëè, åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå ê êîòîðûì - ýòî âîçìîæíîñòü

ñîäåðæàòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó (ìàòðèöó ëèíåéíîé

ñèñòåìû). Ïîìèìî óìåíüøåíèÿ âðåìåíè íà ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû,

ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íå òðåáóåò êðàòíîãî óâåëè÷åíèÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

ñâåðõ îáú¼ìà, íåîáõîäèìîãî äëÿ õðàíåíèÿ óêàçàííîé ìàòðèöû, êàê ýòî
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áûëî ïðè ïîñòàíîâêå ðåêîðäà öåëîé ôàêòîðèçàöèè â äåêàáðå 2009 ãîäà ïðè

ïîìîùè àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé

àëãîðèòì ïðåâîñõîäèò àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ïî âñåì îñíîâíûì

ïàðàìåòðàì. Ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì Ìîíòãîìåðè 1994ã.

ÿâëÿåòñÿ áîëåå âûñîêàÿ òî÷êà íàñûùåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çíà÷èòåëüíî

áîëüøèå ñèñòåìû íà ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå. Òàêèì

îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îêàçûâàåòñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàèëó÷øèì

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíîé òåõíèêå ñ íåñêîëüêèìè ñîòíÿìè

íåçàâèñèìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ.

7. Ïîñòðîåí íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé íàä GF (p) , êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ àëãîðèòìàìè ñ ôàêòîðíîé áàçîé. Ýòîò àëãîðèòì îáëàäàåò

òåìè æå ïðåèìóùåñòâàìè, ÷òî è, îïèñàííûé âûøå, àëãîðèòì äëÿ ïîëÿ GF (2) .

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è ñâÿçàííûå ñ èõ ïðèìåíåíèåì âîïðîñû ðàñïðåäåëåíèÿ

öåëûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ

â êîíå÷íûõ ïîëÿõ, êîëüöàõ âû÷åòîâ, íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, à òàêæå â îáùåé

ïîñòàíîâêå. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîñìîòðåòü â [10, 11, 12, 13, 14,

15, 16, 17].

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå îêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé

çàäà÷åé è èìååò äàæå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå [18].

×àñòíûì Ôåðìà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Qm (mod m) : (Z/m2Z)∗ → Z/mZ,

îïðåäåëÿåìàÿ ïî ìîäóëþ m , ãäå

Qm(a) =
aL(m)−1

m ,

ãäå L(m) - ôóíêöèÿ Êàðìàéêëà, ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ
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ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m (óíèâåðñàëüíàÿ ýêñïîíåíòà)

[18].

Äàëåå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [18] (ñì. [19, 20]),

à èìåííî, ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïîäú¼ìà ðåøåíèé â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâàíèå

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì.

Ïóñòü p | Qp(g) . Îáîçíà÷èì l = γp(Qp(g)) ∈ N , òî åñòü pl ∥ Qp(g) (èëè

pl | Qp(g), p
l+1 - Qp(g) ).

Òåîðåìà 1 ([19, 20, 21]). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, (g, p) = 1, l = γp(Qp(g)) ∈
N, α ∈ N \ {1} . Òîãäà, åñëè ñðàâíåíèå

a ≡ gx (mod pα) (1)

ðàçðåøèìî, òî åãî ðåøåíèå x óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

1. Ïðè α ∈ {1, . . . , l} âûïîëíåíî ordpαg = ordpg è x åñòü åäèíñòâåííîå

(mod ordpg) ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

a ≡ gx (mod p) (2)

2. Ïðè α ≥ l + 1, k = max{l + 1, α − (l + 1)} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ordpαg =

pα−(l+1)ordpg è x åñòü åäèíñòâåííîå (mod pα−(l+1)ordpg) ðåøåíèå ñèñòåìû{
a ≡ gx (mod p)

x
Qpk−l(g)

pl
≡ Qpk−l(a)

pl
(mod pα−(l+1)).

(3)

Äàííàÿ òåîðåìà äà¼ò ôîðìóëû ñ ìåíüøèì ìîäóëåì è ìåíüøåé ñòåïåíüþ, ÷åì

â ñëó÷àå ïåðåõîäà ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿþùåìóñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì [18].

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííîé ñõåìîé ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à, îñíîâàííîé íà

çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñõåìà Äèôôè-Õåëëìýíà ñ

èñïîëüçîâàíèåì îäíîñòîðîííåé ôóíêöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü â êîíå÷íîé ãðóïïå.

Îíà, íàðÿäó ñî ñõåìîé RSA, áûëà ïîëîæåíà â îñíîâó øèðîêî ïðèìåíÿåìîé ñõåìû

”Kerberos” .
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Äëÿ âñêðûòèÿ ñõåìû Äèôôè-Õåëëìýíà íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó: ïî èçâåñòíûì p, g, ga, gb íàéòè gab . Ýòà çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è

Äèôôè-Õåëëìýíà. Â äèññåðòàöèè âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà è çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû

ñâîäèòñÿ [23] ê îöåíêàì äëèíû ìàêñèìàëüíîé âåòâè äåðåâà Ïðàòòà [24] ïîðÿäêà

ýòîé ãðóïïû.

Ïóñòü G(t,m) � ïðîèçâîëüíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà m ñ îïåðàöèåé,

êîòîðóþ áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü +, òðåáóþùåé äëÿ ñâîåãî âûïîëíåíèÿ t

áèòîâûõ îïåðàöèé, è ïóñòü L(t,m) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áèòîâûõ

îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â

ãðóïïå G(t,m) , òî åñòü ïðè èçâåñòíûõ a, b ∈ G(t,m) íàéòè n ∈ Zm òàêîå, ÷òî

a = nb, (4)

çäåñü nb åñòü b+ · · ·+ b, ãäå ýëåìåíò b ïîâòîðÿåòñÿ n ðàç.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñóùåñòâóåò.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü b îáðàçóþùèì

ãðóïïû G(t,m).

Ïóñòü D(t,m) � íå óáûâàþùàÿ ïî m îöåíêà êîëè÷åñòâà áèòîâûõ îïåðàöèé,

íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà â G(t,m) : ïðè èçâåñòíûõ

a1, a2 è b, òàêèõ, ÷òî a1 = n1b, a2 = n2b, íàéòè

a3 = (n1n2)b. (5)

Ïóñòü D∗(t,m) � òàêæå íåóáûâàþùàÿ ïî m îöåíêà êîëè÷åñòâà áèòîâûõ

îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ,

êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé â êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

D∗(t,m) ≤ tD∗(C,m),
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äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C (íàïðèìåð, òàêèõ, êîòîðûå èñïîëüçóþò

òîëüêî îïåðàöèè, ñîâîêóïíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå áîëåå, ÷åì ñîâîêóïíàÿ

ñëîæíîñòü èñïîëüçóåìûõ ãðóïïîâûõ îïåðàöèé).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m =
∏r

i=1 pi
αi ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè ÷èñåë pi − 1, i = 1, . . . , r , ðàçëîæåíèÿ qij − 1 äëÿ ïðîñòûõ qij | pi
è òàê äàëåå. Ïîëó÷èâøååñÿ ðàçâåòâëåíèå íàçûâàåòñÿ äåðåâîì Ïðàòòà [24] ÷èñëà

m , à âñòðå÷àþùèåñÿ ïðîñòûå ÷èñëà - åãî óçëàìè. Óçëû qij ñâÿæåì ñ óçëîì

pi . Íàçîâ¼ì âåòâüþ ìàêñèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì

óçëîâ. Îáîçíà÷èì s = s(m) äëèíó íàèáîëüøåé âåòâè äåðåâà m .

Íàçîâ¼ì çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå G(t,m)

ñåðòèôèöèðîâàííîé, åñëè çàðàíåå èçâåñòíû âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ñòîÿùèå â

óçëàõ äåðåâà Ïðàòòà ÷èñëà m ,à òàêæå õîòÿ áû îäèí ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü äëÿ

êàæäîãî òàêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 2 ([23]). Äëÿ ñåðòèôèöèðîâàííîé çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

L(t,m) ≤ s log2mD(. . . D(D(t,m),m) . . . ), (6)

ãäå ñïðàâà èçîáðàæåíà s - êðàòíàÿ êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè D(t,m) ïî ïåðâîìó

àðãóìåíòó, à ëîãàðèôì áåð¼òñÿ ïî íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó îñíîâàíèþ, íå

çàâèñÿùåìó îò t,m .

L(t,m) ≤ ts log2m(D∗(C,m))s. (7)

Äàííàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [94] íà ñëó÷àé s > 1 äëÿ íåãëàäêèõ

÷èñåë. Ôóíêöèÿ s(m) áûëà ââåäåíà è ðàññìîòðåíà âïåðâûå.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå ïóáëèêàöèè ýòîé òåîðåìû â ðàáîòå [25] áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ëþáîé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé çàäà÷ó Äèôôè-Õåëëìýíà â

ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå

êîíñòàíòû ("generic algorithm"), íå ìîæåò èìåòü ñëîæíîñòü ìåíüøå O(
√
p) , ãäå
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p - ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà. Â òåîðåìå 2 èñõîäíàÿ ãðóïïà

ôèêñèðîâàíà, à å¼ ðåçóëüòàò ïðèìåíèì äëÿ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ ëèøü â

èñõîäíîé ãðóïïå è ãðóïïàõ, ñîñòîÿùèõ èç å¼ ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèÿìè ñïåöèàëüíîãî

âèäà, ïîëó÷àåìûõ èç èñõîäíîé è ñâÿçàííûìè ñ îðàêóëîì Äèôôè-Õåëëìýíà.

Òåîðåìà 2 âîøëà â îáçîð [26].

Â 2008 ãîäó, K. Ford, Ñ.Â.Êîíÿãèí, F.Luca [28] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m âûïîëíåíî c1 log2 log2m ≤ s(m) ≤ c2(log2m)1−0.0378

ñ íåêîòîðûìè àáñîëþòíûìè êîíñòàíòàìè c1, c2 . Òàì æå âûñêàçàíà ãèïîòåçà

î òîì, ÷òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñîâïàäàåò ñ ïðèâåä¼ííîé çäåñü íèæíåé. Â

ýòîì ñëó÷àå ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà äà¼ò ”ïî÷òè” ïîëèíîìèàëüíóþ çàâèñèìîñòü

ìåæäó ñëîæíîñòÿìè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

è Äèôôè-Õåëëìýíà.

Äëÿ ãðóïïû òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé õîðîøî èçâåñòíû ýíäîìîðôèçìû

[n]−n -êðàòíîãî ñëîæåíèÿ òî÷åê ñ ñîáîé. Ïóñòü èñïîëüçóåìàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
òî÷åê < P > êðèâîé èìååò ïðîñòîé ïîðÿäîê p . Ïóñòü p − 1 =

∏t
i=1 qi

αi -

ðàçëîæåíèå p − 1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â ñòàíäàðòå ÃÎÑÒ Ð 34.10-2012 íå

óêàçàíî íèêàêèõ òðåáîâàíèé íà ýòî ðàçëîæåíèå.

Ïóñòü ïî äâóì òî÷êàì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ïðîñòûì ïîëåì èç r

ýëåìåíòîâ Q,P ∈ E[Fr] , ñâÿçàííûì ðàâåíñòâîì

Q = [n]P,

íàäî íàéòè n , îïðåäåë¼ííîå ïî ìîäóëþ p . Îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà

ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è DLE(r, p) , à ñëîæíîñòü àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ [n1n2]P ïî

ïàðå ([n1]P, [n2]P ) îáîçíà÷èì DHE(r, p) . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòîò ïîñëåäíèé

àëãîðèòì íå ïðîùå îäíîé îïåðàöèè íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E[Fr] . Ñèìâîëîì

log áóäåì îáîçíà÷àòü ëîãàðèôì ïî íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó îñíîâàíèþ,

çíà÷åíèå êîòîðîãî êàæäûé ðàç áóäåò íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé àáñîëþòíîé

êîíñòàíòîé.
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Òåîðåìà 3 ([163, 164, 82]). DLE(r, p) ≤ log pDHE(r, p)
∑t

i=1 πqi
αi.

Â ñëó÷àå åñëè qi
αi äëÿ ëþáîãî i íåâåëèêè, ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíóþ

ýêâèâàëåíòíîñòü àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è

Äèôôè-Õåëëìýíà. Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ñ îðàêóëîì, à òàêæå íåêîòîðûå

åãî ìîäèôèêàöèè, îïèñàííûå â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè, ïðèìåíåíû â

ÎÀÎ ”Êîíöåðí ”Àâòîìàòèêà” ê àíàëèçó ñèñòåì çàùèòû èíôîðìàöèè.

Ïðåäñòàâëåííûå íèæíèå îöåíêè äëÿ ñëîæíîñòè çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå îäíîãî èç îñíîâàíèé äëÿ óâåëè÷åíèÿ

ìîùíîñòè èñïîëüçóåìîãî ïðîñòîãî ïîëÿ, î ÷åì èìååòñÿ àêò âíåäðåíèÿ.

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà s(m) íåîáõîäèìî èçó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ

äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà p − 1 äëÿ ïðîñòûõ p . Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû âî âòîðîé ãëàâå.

Ïóñòü N(M) � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M , v(n) - êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n , v>t(n) - êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

äåëèòåëåé ÷èñëà n , áîëüøèõ t .

Òåîðåìà 4 ([30]). Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε

N(p ≤ x|äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî q : p− 1 = qn, n ∈ N, q > elnx/lnlnxâûïîëíåíî

v(q − 1) ∈ [(1− ε)lnln
x

n
, (1 + ε)lnln

x

n
]) =

x

lnx
+ o(

x

lnx
).

Òåîðåìà 5 ([29]). Äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 13) è t = e(lnx)
1−ε
2e

N(p ≤ x|v(p−1) ∈ [(1−ε)lnlnx, (1+ε)lnlnx], v>t(p−1) >
1

2
v(p−1)) =

x

lnx
+o(

x

lnx
).

Ðàíåå áûëî èçâåñòíî ëèøü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè v(p − 1) ïî ïðîñòûì p

[93].

Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà äëÿ

ïî÷òè âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Òåîðåìà 6 ([31]). Äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû c ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N
(
n ≤ x|φ(n) > cn

ln ln lnn

)
= x+ o(x)

Ïðèâåä¼ííûé àíàëèç ìîæåò áûòü óñèëåí ïðèìåíåíèåì ñïàðèâàíèÿ Ýéòà [82].

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîòîêîëà îòêðûòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé íà îñíîâå íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, âûäâèíóòàÿ

Â.Ì. Ñèäåëüíèêîâûì. Ïðåäñòàâëåí àíàëèç ñòîéêîñòè ýòîãî ïðîòîêîëà ïðè

èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ íåêîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé [35]. Â

÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ñâåäåíèÿ çàäà÷è âñêðûòèÿ ýòîãî ïðîòîêîëà ê

ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îòêðûòîì äîñòóïå èìååòñÿ îïèñàíèå íåêîòîðîé ãðóïïû

G è äâóõ åå êîììóòàòèâíûõ ïîäãðóïï H è R , ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

íå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû h ∈ H, r ∈ R íå êîììóòèðóþò. Àáîíåíòû À è Â äëÿ

âûðàáîòêè îáùåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäûé èç

íèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñëó÷àéíî âûðàáàòûâàåò ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç

H è R è â ïîñëåäóþùåì äåðæèò èõ â ñåêðåòå. Çíà÷êîì ∈R áóäåì îáîçíà÷àòü

ñëó÷àéíûé âûáîð.

A B

hA ∈R H, rA ∈R R hB ∈R H, rB ∈R R

gA = hArA

gA -

gB = hBrB
gB�

hAgBrA = hBgArB

Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî
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hAgBrA = hA(hBrB)rA = (hAhB)(rBrA) = (hBhA)(rArB) =

hB(hArA)rB = hBgArB = g

Òåì ñàìûì, îáùèé ñåêðåòíûé êëþ÷ g âûðàáîòàí.

Òåîðåìà 7 ([35]). Îïèñàííûé âûøå ïðîòîêîë Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâà

íåñòîåê (ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ îáùåãî

ñåêðåòíîãî êëþ÷à ïî îòêðûòîé èíôîðìàöèè) äëÿ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ìàòðèö, îáðàçîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ìîäóëåé â

êîëüöå ýíäîìîðôèçìîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ, à òàêæå èõ ôàêòîðîâ ïî ñòåïåíè

àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà.

Ñòàòüÿ [35] íàïèñàíà â ñîàâòîðñòâå. Ñàìà èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîòîêîëà

ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé íà îñíîâå íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, ïðåäëîæåíà

Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâûì. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ îäíîé íåêîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû

âìåñòî äâóõ ïðèíàäëåæèò Â.Â.ßùåíêî. Óêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà äîêàçàíà

àâòîðîì äèññåðòàöèè.

Äàëåå â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí íåêîòîðûé áîëåå ñòîéêèé ïðèìåð [36, 37]

àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè äëÿ ïðîòîêîëà Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâà íà îñíîâå îáîáù¼ííûõ

ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà è ßêîáè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, êîãäà ýòà îïåðàöèÿ áûñòðî

âû÷èñëÿåòñÿ.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîñòðîåííîé îïåðàöèè èíòåðåñåí ñëåäóþùèé

ïðèìåð áûñòðîâû÷èñëèìîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì öåëûå

àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà â ïðîñòîì êðóãîâîì ïîëå Q(ξ), ξ = e
2πi
p , p - ïðîñòîå.

Ïóñòü λ = 1 − ξ . Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìûå â Z[ξ] ýëåìåíòû
ηi = 1 − λi, p − 1 ≥ i ≥ 1 . Èçâåñòíî, ÷òî ýòè ýëåìåíòû âìåñòå ñ íåêîòîðîé

ñòåïåíüþ ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíûé

áàçèñ êîëüöà Z[ξ] , è äëÿ ëþáîãî z ∈ Z èìååì
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1− zλ ≡ η1
e1(z) · · · · · ηp−1

ep−1(z)(modλp),

ãäå 0 ≤ ei(z) ≤ p− 1 .

Ãèïîòåçà.(îïóáëèêîâàíà â [38]) Ïóñòü z ∈ Z , òîãäà en(z) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì îò z , â êîòîðûé z âõîäèò òîëüêî â ñòåïåíÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ

äåëèòåëÿìè n . Â ñëó÷àå ïðîñòîãî n = q âåðíà ôîðìóëà:

eq(z) ≡
1

q
(zq − z)(modp).

Ýòà âûñêàçàííàÿ ìíîé ãèïîòåçà íåäàâíî áûëà äîêàçàíà Ðàèí÷èê Â.Ñ. [39].

Åñëè â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè àíàëèçèðîâàëîñü èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ñõåìàõ îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé,

òî â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå [19, 20] ïðîàíàëèçèðîâàíî èñïîëüçîâàíèå ýòîé çàäà÷è â

ñõåìàõ øèôðîâàíèÿ è ýëåêòðîííîé ïîäïèñè Ýëü-Ãàìàëÿ. Âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî

çàäà÷à óíèâåðñàëüíîé ïîääåëêè ïîäïèñè ÃÎÑÒ Ð34.10-1994 ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ñðàâíåíèÿ

r ≡ Rr (mod p). (8)

Óìåíèå ðåøàòü ýòî ñðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r ∈ {1, . . . , p− 1} äàñò âîçìîæíîñòü

ïîäïèñûâàòü ëþáîå ñîîáùåíèå, òî åñòü îñóùåñòâëÿòü óíèâåðñàëüíóþ ïîääåëêó.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ñðàâíåíèÿ íå ñâîäèòñÿ ñðàçó ê çàäà÷å

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ äëÿ ñõåì öèôðîâîé

ïîäïèñè Ýëü-Ãàìàëÿ è DSA ïðèâîäÿò ê ñðàâíåíèþ âèäà r ≡ CRr (mod p), r ∈
{1, . . . , p − 1} , ÷òî ñíîâà ïðèâîäèò ê ñðàâíåíèþ (8) ñ óñëîâèåì r = C1r

′, r′ ∈
{1, . . . , p − 1} . Ñ ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ ðàññìàòðèâàåìûå

ñðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ëåãêî ðåøåíû äëÿ r ∈ {1, . . . , p(p− 1)} .{
r ≡ c1 (mod p− 1)

r ≡ CRc1 (mod p)
(9)
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äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c1 (mod p(p− 1)) . Îäíàêî, àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (8)

îòíîñèòåëüíî r ∈ {1, . . . , p − 1} ïîêà íå ïîñòðîåíî. Â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû

àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðû x,R ∈ {1, . . . , p−
1} .

Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè íà ÷èñëî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Áðèçîëèñà:

(g, p− 1) = 1. (10)

Ýòè ïåðâîîáðàçíûå êîðíè äàþò ðåøåíèå çàäà÷è Áðèçîëèñà

x ≡ Rx (mod p);x,R ∈ {1, . . . , p−1}, R−ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü (mod p) (11)

â âèäå x = g,R ≡ gg
−1 (mod p−1) (mod p) .

Òåîðåìà 8 ([45]). Ïóñòü p, d - ïðîñòûå, d | p−1, d ≥ √
p+1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò

(x,R) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) òàêîå, ÷òî ordpR = d .

Òåîðåìà 9 ([45]). Ïóñòü p = 2sq + 1 > 22
s

, ãäå p - ïðîñòîå, è âûïîëíåíî îäíî

èç äâóõ óñëîâèé:

1) q - ïðîñòîå íå÷¼òíîå, èëè

2) q - ëþáîå íå÷¼òíîå, q | ordp2 .
Òîãäà ñðàâíåíèå (11) âûïîëíåíî ïðè

x = 22
s

, R ≡ gqt+indg2(
q+1
2 )2

s−s

(mod p)

äëÿ ëþáîãî g - ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p , è t ∈ N . Êðîìå òîãî,

äëÿ t , ïðè êîòîðûõ ïîêàçàòåëü â ïîñëåäíåì ñðàâíåíèè íå÷¼òíûé, R áóäåò

ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p .

Òåîðåìà 10 ([45]). Ïóñòü p ≥ 5 ïðîñòîå, òîãäà ñëó÷àéíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî

g ∈ {1, . . . , p−1} áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p , óäîâëåòâîðÿþùèì

óñëîâèþ (10) ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå:
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1) 3φ(p−1)
p−1 − 1 ïðè p ≡ 1 (mod 4) ;

2) 4φ(p−1)
p−1 − 7

4 −
1

2(p−1) ïðè p ≡ −1 (mod 4) .

Íåêîòîðûå áëèçêèå ê ïîñëåäíåé òåîðåìå ôîðìóëû ïîëó÷åíû Êîáåëè è

Çàõàðåñêó (1999). Îäíàêî óêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà èç íèõ íå ñëåäóåò. Â ñëó÷àå 1)

äëÿ ÷èñåë òèïà ÑîôèÆåðìåí îíà óëó÷øàåò ðåçóëüòàò Çàõàðåñêó àñèìïòîòè÷åñêè.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äà¼ò ëó÷øóþ îöåíêó äëÿ ïðîñòûõ p ñ ÷èñëîì äåñÿòè÷íûõ

çíàêîâ, ìåíüøèì íåñêîëüêèõ ñîòåí (êîíêðåòíîå çíà÷åíèå çàâèñèò îò êîíñòàíòû â

Î(), êîòîðàÿ â ðàáîòå Çàõàðåñêó íå ïðèâåäåíà).

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ò.í. àëãîðèòì ” ñïóñêà Âåéëÿ” äëÿ çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Îá èñïîëüçîâàíèè

ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â ñèñòåìàõ çàùèòû èíôîðìàöèè

ìîæíî ïîñìîòðåòü â [50, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58]. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû

áîëåå ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ òåîðåì î ñâîéñòâàõ äèâèçîðîâ íåîñîáîé

ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé [59]. Ýòè äîêàçàòåëüñòâà, â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ [60],

èñïîëüçóþò ïðåäñòàâëåíèå Ìàìôîðäà äèâèçîðîâ â âèäå ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî äèâèçîð, èìåþùèé íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû,

íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè åãî ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò ðîäà êðèâîé.

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ Ìàìôîðäà:

Òåîðåìà 11 ([48]). Åñëè äâà ïðèâåä¼ííûõ äèâèçîðà ýêâèâàëåíòíû (îòëè÷àþòñÿ

íà äèâèçîð ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè), òî ïðåäñòàâëÿþùèå èõ ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ

ñîâïàäàþò.

Äðóãèìè ñëîâàìè ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êîòîðûõ îãðàíè÷åíà

ðîäîì êðèâîé è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïðåäñòàâëåíèÿ Ìàìôîðäà

âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì äèâèçîðîâ.

Äàëåå ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñ öåëûìè

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ê Ñìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå [48, 90],

íåîáõîäèìîé ïðè ðàáîòå ñ äèâèçîðàìè. Äàííûé àëãîðèòì îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,

22



÷òî ðîñò âîçíèêàþùèõ êîýôôèöèåíòîâ îãðàíè÷åí íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíîé, íå çàâèñÿùåé, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ðàçìåðà ìàòðèöû. Òåì ñàìûì,

îí ýôôåêòèâíåå àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî äëÿ ýòèõ öåëåé â èçâåñòíîé êíèãå

Ä.Êíóòà [49]. Îäíîâðåìåííî ñ ÑÍÔ äàííûé àëãîðèòì âû÷èñëÿåò è ìàòðèöó

ïðèâîäÿùèõ ê íåé ïðåîáðàçîâàíèé. Â àëãîðèòìå Ñòîðéîõàííà 2013 ãîäà [67]

ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîèòñÿ ïîñëå ÑÍÔ èñõîäíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ

íåñêîëüêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèé. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì

ñòðîèò ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàëëåëüíî ñ ÑÍÔ è èìååò ëó÷øèå êîíñòàíòû

â ãëàâíîì ÷ëåíå îöåíêè åãî ñëîæíîñòè, ÷åì àëãîðèòì Ñòîðéîõàííà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

íàä êîíå÷íûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2 ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í ñïóñê Âåéëÿ, à

èìåííî ãîìîìîðôèçì èñõîäíîé êðèâîé íà ÿêîáèàí íåêîòîðîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé (ãðóïïà êëàññîâ äèâèçîðîâ) íàä ìåíüøèì ïî ìîùíîñòè ïîëåì. Ñ

îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè è îïðåäåëåíèÿìè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [55, 61, 62, 63, 64].

Ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îïèñûâàþùèé ÿäðî ñïóñêà Âåéëÿ [48, 51]. Ìåòîä ñïóñêà

Âåéëÿ [9, 68, 69, 70] â ñëó÷àå ïîëÿ K õàðàêòåðèñòèêè 2 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè

ãîìîìîðôèçìà ϕ èç ãðóïïû òî÷åê E(K) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E

y2 + xy + x3 + αx2 + β = 0, α, β ∈ K, (12)

íàä áîëüøèì ïîëåì K = GF (2nr) â ãðóïïó êëàññîâ äèâèçîðîâ íåêîòîðîé

ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä îòíîñèòåëüíî ìåíüøèì ïîäïîëåì k = GF (2r)

ïîëÿ K .

À èìåííî, ϕ èíäóöèðîâàíî êîìïîçèöèåé ñëåäóþùèõ çàìåí ïåðåìåííûõ:

x = 1/f(u); y =
√
β +

v

f 2(u)
(13)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(u) = λ−1 +
∑m−1

i=0 λiu
2i, λi ∈ K;λ0 ̸= 0, λm−1 ̸= 0. Â

íîâûõ êîîðäèíàòàõ (ñì. [48, �2, ãë.1, ÷àñòü 1]) êðèâàÿ E áóäåò èìåòü âèä
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v2 + f(u)v + h(u) = 0, (14)

ãäå h(u) = f(u) + αf(u)2 +
√
βf(u)3 .

Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ [70, (2.14), �2, ãë.1, ÷àñòü 1]:{
ũ = λ0u+ λ′′

ṽ = v + g(ũ)t(ũ),

ãäå g(ũ) = f( ũ−λ′′

λ0
) , à λ′′ ∈ K âûáðàíî òàê, ÷òî g(ũ) ∈ k[ũ] ,

t(ũ) = TrK/k

(
v

g(ũ)

)
+

v

g(ũ)
.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ êðèâàÿ (14) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì íàä k :

ṽ2 + g(ũ)ṽ + g(ũ)(1 + ag(ũ) + bg(ũ)2) = 0, ãäå a, b ∈ k. (15)

Òåîðåìà 12 ([48]). Ïóñòü n - íå÷¼òíîå ÷èñëî è ðîä êðèâîé (15) íå ðàâåí 2m−1−1

(â ýòîì ñëó÷àå îí ðàâåí 2m ). Òîãäà äëÿ ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñïóñêà Âåéëÿ

ãîìîìîðôèçìà ϕ âûïîëíåíî:

P (0,
√
β) /∈ Kerϕ è ñòåïåíè âõîæäåíèÿ äâîéêè â ïîðÿäêè òî÷åê êðèâîé E è

èõ îáðàçîâ ñîâïàäàþò.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè, äàííàÿ òåîðåìà ïîäòâåðæäàåò ýôôåêòèâíîñòü

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ñïóñêà Âåéëÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

Ïîìèìî óïðîùåíèÿ àðèôìåòèêè, ñâÿçàííûì ñ ïåðåõîäîì â ìåíüøåå ïîëå, ìû

ìîæåì ïðèìåíÿòü íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé àëãîðèòì ñ ôàêòîðíîé áàçîé,

êîòîðûé èìååò ñóáýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå

ïîëåé áîëüøîé ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Ðåçóëüòàòîâ î

õàðàêòåðèñòèêàõ ÿäðà ñïóñêà Âåéëÿ ðàíüøå íå áûëî.

Ðåçóëüòàòû 5 ãëàâû âíåäðåíû â 8 öåíòðå ÔÑÁ ÐÔ, èìååòñÿ àêò âíåäðåíèÿ.
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Â øåñòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîëó÷åí íîâûé áëî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ

[72, 73, 75, 76, 77, 78, 79, 165]. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé ïîëó÷åíî íåñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ âåðñèé ýòîãî àëãîðèòìà. Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî

íîâîãî ìåòîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè Ìîíòãîìåðè è Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà.

Çàäà÷à ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì

èç äâóõ ýëåìåíòîâ âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, êàê ýòàï â àëãîðèòìå ôàêòîðèçàöèè

öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìåòîäîì êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà èëè ðåøåòà ÷èñëîâîãî

ïîëÿ. Çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðè àòàêå íà

ñõåìó RSA.

Àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ðàáîòàåò ñ ïðîèçâîëüíîé èñõîäíîé ìàòðèöåé

ëèíåéíîé ñèñòåìû. Àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè, òàêæå êàê è ïðåäëàãàåìûé íîâûé

àëãîðèòì, ðàáîòàåò ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé èñõîäíîé ñèñòåìû. Îäíàêî îáùèé

ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû.

Ïóñòü N,M ∈ N, è òðåáóåòñÿ íàéòè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âèäà

DX = 0, D ∈ FM×N , X ∈ FN×n,M < N, (16)

ãäå n � òàê íàçûâàåìûé áëî÷íûé ïàðàìåòð, îáû÷íî ðàâíûé äëèíå ìàøèííîãî

ñëîâà, 32 èëè 64, èëè êðàòíûé ýòîé äëèíå.

Âûáåðåì ñëó÷àéíî áëîê Y ∈ FN×n è ðàññìîòðèì ñèñòåìó

AX = B,A ∈ FN×N , B,X ∈ FN×n, (17)

ãäå A = DTD ∈ FN×N , â ýòèõ óñëîâèÿõ âûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

B = AY . Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå XD ñèñòåìû (16) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü XA

- ðåøåíèå ñèñòåìû (17) ïî ôîðìóëå
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XA = XD + Y.

Îáðàòíî, åñëè åñòü XA - ðåøåíèå ñèñòåìû (17), òî DTD(XA − Y ) = 0 . Åñëè

rangD =M , òî èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî D(XA−Y ) = 0 . Òî åñòü,

XA − Y - ðåøåíèå ñèñòåìû (16).

Îáîçíà÷èì dim(16)X ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åíîãî â ïåðåñå÷åíèè

ïðîñòðàíñòâà ⟨X⟩ , îáðàçîâàííîãî ñòîëáöàìè ïðîèçâîëüíîãî áëîêà X , ñ ÿäðîì

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà D . Îáîçíà÷èì dim(17)X ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà,

ïîëó÷åíîãî â ïåðåñå÷åíèè ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî ñòîëáöàìè áëîêà X , ñ

ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A = DTD , à dim′
(17)X - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà,

ïîëó÷åíîãî â ïåðåñå÷åíèè ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî ñòîëáöàìè áëîêà X , ñ

ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A′ = DDT .

Òåîðåìà 13. [75] Â ïðèâåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

1)dim(16)X ≥ dim(17)X − (M − rangD),

2)dim(16)D
TX ≥ dim′

(17)X − (M − rangD).

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

Ax = B,A ∈ FN×N , B ∈ FN×n, (18)

ãäå A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, à F = GF (2) � ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü

n � äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà (32, 64 èëè 128), à d � îöåíêà ñâåðõó íà ÷èñëî

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû A (ïëîòíîñòü ìàðèöû).

Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ñàìî ðåøåíèå

èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà ⟨B,AB,A2B, . . . ⟩ . Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì

èñïîëüçóåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 14 ([75]). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà ⟨W ⟩ (çäåñü W � ýòî

êîíêàòåíàöèÿ ñòîëáöîâ áëîêîâ B,AB,A2B, . . . ) ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû
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íåïåðåñåêàþùèõñÿ A -îðòîãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ⟨Wi⟩, i = 0, 1, . . . ,m ñ

íà÷àëüíûì áëîêîì âèäà W0 = B = AY , íà ïåðâûõ m èç êîòîðûõ A -ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåíî. Ïóñòü ⟨Wm⟩ A -îðòîãîíàëüíî âñåìó ⟨W ⟩ . Ïóñòü
âû÷èñëåíî AWm è X âèäà

X =
m−1∑
i=0

Wi(Wi
TAWi)

−1Wi
TB, (19)

dim⟨Wm⟩ = µ > 0 .

Òîãäà íå áîëåå ÷åì çà 2 (n+µ−1)(n+µ)
2 N áèòîâûõ îïåðàöèé ñ âåðîÿòíîñòüþ

íå ìåíüøå 1 − 1
2n (ïðè óñëîâèè ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ⟨Y ⟩ è ⟨W ⟩ )

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ðåøåíèå ñèñòåìû (18).

Àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè, èçëîæåííûé â [145], ôàêòè÷åñêè, èñïîëüçóåò ýòî

óòâåðæäåíèå áåç ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà.

Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîñòðîåíèè

ïðèáëèæåíèé Ïàäå ê íåêîòîðîìó ðÿäó, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò

ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû è áëîêà âåêòîðîâ, ñòîÿùåãî â å¼ ïðàâîé ÷àñòè. Èç

ýòèõ ïðèáëèæåíèé ïîëó÷àþòñÿ áëîêè Wi , î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â ïðåäûäóùåé

òåîðåìå.

Ïóñòü

α(λ) =
∞∑
i=0

αiλ
−i, αi ∈ Fn×n, αi = BTAiB

è äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Q(i), P (i) âûïîëíåíî

α(λ)Q̃(t)(λ) + P̃ (t)(λ) =
∞∑
i=t

ρ̃iλ
−i,

α(λ)Q̃(t−1)(λ) + P̃ (t−1)(λ) =
∞∑

i=t−1

τ̃iλ
−i,
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α(λ)Q(t−2)(λ) + P (t−2)(λ) =
∞∑

i=t−1

σiλ
−i. (20)

Òåîðåìà 15 ([74]). Ïîñòðîåí àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå

Q(t)(λ) è ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîðÿäêîì íà åäèíèöó ìåíüøèì ÷åì Ïàäå Q̃(t)(λ) , íî ñ

íåâûðîæäåííûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì - åäèíè÷íîé ìàòðèöåé ñ âåðîÿòíîñòüþ

íå ìåíüøå 1− 1
2n−1 .

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé òåîðåìå òðåáóþò îäíîâðåìåííîãî

ðåêóððåíòíîãî ïîñòðîåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðèáëèæåíèé

Q(s)(λ), Q̃(s)(λ) , â òî âðåìÿ êàê ïî ïåðâîé âåðñèè ýòîé òåîðåìû [72] ñòðîèòñÿ

òîëüêî îäíà. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýòè âû÷èñëåíèÿ

ýôôåêòèâíåå èç-çà ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà èñïîëüçóåìûõ ìàòðèö. Êðîìå òîãî,

çäåñü íåò èòåðàöèé, êàê â [72]. Ïîýòîìó ÷èñëî óìíîæåíèé íà ðàçðåæåííóþ

ìàòðèöó A äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (21) ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì N
n �

ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, íåîáõîäèìîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.

Ïðåäëîæåííûé â [72] è â ýòîé òåîðåìå àëãîðèòì âïåðâûå äàë ðåêóððåíòíûå

ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå ê ìàòðè÷íîìó ðÿäó íàä ïîåì èç

äâóõ ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýòè òåîðåìû ïðèìåíèìû íå òîëüêî ê êîëüöó

ìàòðèö, íî è ê äðóãèì íåêîììóòàòèâíûì êîëüöàì, â êîòîðûõ íåäîîïðåäåë¼ííàÿ

ñèñòåìà èìååò íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëèì A -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

(φ(λ), ψ(λ)) ∈ Fn×n êàê êîýôôèöèåíò ïðè λ−1 â ïðîèçâåäåíèè φ(λ)Tαψ(λ) .

Îáîçíà÷èì (C,D) = CTAD ∈ Fn×n ìàòðèöó ïîïàðíûõ A -ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèö C,D ∈ FN×n . Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ

è ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (C,D) = (D,C)T .

Äàëåå èç ìàòðè÷íûõ ïðèáëèæåíèé Ïàäå ñòðîÿòñÿ A -îðòîãîíàëüíûå áëîêè,

îáðàçóþùèå ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà. Ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû:
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Q(s)(A,B) =
s∑

i=0

AiBQ
(s)
i (21)

c èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé äàëåå ëåììû

Ëåììà 1 ([71, 72]). Ïóñòü αi = BTAiB, òîãäà (φ(A,B), ψ(A,B)) = (φ(λ), ψ(λ)).

Ôîðìóëà (21) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî Q è B , à òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

(φ(λ) · ψ(λ)) (A,B) = ψ(A,φ(A,B)). (22)

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü äî êîíñòàíòû ñòåïåíü èñïîëüçóåìûõ â àëãîðèòìå

ìíîãî÷ëåíîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ýêîíîìèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå îïòèìèçèðîâàí äëÿ

óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëèíåéíîé ïî ðàçìåðó ìàòðèöû îöåíêè ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ

âñåõ íåîáõîäèìûõ ìàòðè÷íûõ ïðèáëèæåíèé Ïàäå ïðåäëîæåíà íîâàÿ ïðîöåäóðà.

Ñóòü å¼ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå k -îãî øàãà âû÷èñëåíèå áëî÷íûõ âåêòîðîâ

AiB, i = 0, 1, . . . , k çàìåíÿåòñÿ íà âû÷èñëåíèå áëî÷íûõ âåêòîðîâ âèäà

AiQ(k)(A,B), AiQ(k−1)(A,B), i = 0, 1, . . . ,

Î÷åðåäíûå ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå ñòðîÿòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

ïðèáëèæåíèé Q(k)(λ), Q(k−1)(λ) ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ìíîãî÷ëåíàìè

îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè, îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíûé õàðàêòåð îöåíêè ñëîæíîñòè

èõ ïîñòðîåíèÿ. Íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü äàæå

ìåíüøå, ÷åì äëÿ õðàíåíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû.

Îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ: óìíîæåíèå

ðàçðåæåííîé ìàòðèöû èç FN×N íà áëî÷íûé âåêòîð èç FN×n , óìíîæåíèå áëî÷íûõ

âåêòîðîâ äðóã íà äðóãà (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå), óìíîæåíèå áëî÷íûõ âåêòîðîâ

íà ìàòðèöû èç Fn×n (ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ).Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäíèå îïåðàöèè.
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Ñîãëàñíî ñòàòüå [145], ñëîæíîñòü ýòèõ îïåðàöèé îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(nN)

îïåðàöèé ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè. Îäíàêî äëÿ áîëåå áûñòðîé ðåàëèçàöèè ýòèõ

îïåðàöèé ìîæíî ïðèìåíèòü õîðîøî èçâåñòíûé àëãîðèòì ”÷åòûð¼õ ðóññêèõ”

[159], äàþùèé, êàê ìû ïîêàæåì íèæå, äëÿ óìíîæåíèÿ áëîêà íà ìàëåíüêóþ

ìàòðèöó ñóùåñòâåííî ìåíüøåå âðåìÿ.

Êîïïåðñìèò äëÿ óìíîæåíèÿ áëîêà íà ìàëåíüêóþ ìàòðèöó ïðåäëîæèë

ôàêòè÷åñêè òîò æå àëãîðèòì, ÷òî è àëãîðèòì ”÷åòûð¼õ ðóññêèõ” , à äëÿ

óìíîæåíèÿ áëîêîâ äðóã íà äðóãà - íîâûé àëãîðèòì.

Âûáîðîì îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ

ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè

Ëåììà 2. [76] Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå

3 nN
log2

N
2 −log2log2

N
2

, à ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íå áîëåå 2 nN
log2

N
2

.

Ýòè îöåíêè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå îïåðàöèè íå âëèÿþò â

îáùåì ñëó÷àå íà êîýôôèöèåíò ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå â îöåíêå ñëîæíîñòè âñåãî

àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ðàçðåæåííîé ñèñòåìû ìåòîäîì òèïà Ëàíöîøà, õîòÿ è áëèçêè

ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ó÷èòûâàþùèå âðåìÿ íà îáìåí ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè

óçëàìè. Îïðåäåëèì êîíñòàíòó c ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ

îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè, óìíîæåííîå íà

íåêîòîðóþ êîíñòàíòó c , ðàâíî âðåìåíè ïåðåäà÷è îäíîãî ìàøèííîãî ñëîâà

ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè. Â ñîâðåìåííîé êîìïüþòåðíîé òåõíèêå îáìåí

ìåæäó îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ è ïðîöåññîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ c ≈ 5 , à ìåæäó

îòäåëüíûìè ÷àñòÿìè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè: c ≈ 20 .

Òåîðåìà 16. [78, 76] Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè

ñ èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íîãî ôàêòîðà àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ñ

ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì [148] (ñ ïîñòðîåíèåì áàçèñà âñåõ ïðèáëèæåíèé "ïî

äåðåâó") ïðè N ≥ 226 è
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N >
71log2(32N)log2(4N)

cn

(
240log2(log2(32N))log2(

60
17nlog2(log2(32N)))

17

)4

èìååò âèä

94N1+ 3
4n−

1
4c

3
4 (log2(32N)log2(4N))

1
4 .

Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà, êîòîðûé áûë ìîäèôèöèðîâàí

Òîìý, 12 äåêàáðÿ 2009 ãîäà áûë óñòàíîâëåí ðåêîðä öåëîé ôàêòîðèçàöèè ÷èñåë

RSA. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû ýòîé âåðñèè [161] ñ ó÷¼òîì

ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ óìíîæåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà áëî÷íûé âåêòîð:

O(N 1+ 2
3 (logNloglogN)

1
3 ).

Â ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ 2009 ãîäà ýòà âåëè÷èíà îêàçàëàñü ðàâíîé 120 ñóòîê.

Ïèêîâîå èñïîëüçîâàíèå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè 1 TB.

Ïðåäëàãàåìûå â äèññåðòàöèè àëãîðèòìû ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íûõ

àïïðîêñèìàöèé Ïàäå. Ïðåèìóùåñòâîì ýòèõ àëãîðèòìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ

àëãîðèòìîì Ìîíòãîìåðè 1995 ãîäà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé V TAV áåç ó÷àñòèÿ áëîêîâ èç ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.

Â àëãîðèòìå Ìîíòãîìåðè ýòó îïåðàöèþ òðóäíåå âñåãî ðàñïàðàëëåëèòü. Å¼

óïðîùåíèå ïðèâîäèò ê ëó÷øèì ïàðàëëåëüíûì ñâîéñòâàì âñåãî àëãîðèòìà è, â

êîíöå êîíöîâ, ê òîìó, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ñîêðàùàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè äî åñòåñòâåííîé

ãðàíèöû � âðåìåíè íà ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.

Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàìì [76] ïîêàçàë

ëó÷øèå ïàðàëëåëüíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå ïðèáëèæåíèé

Ïàäå (îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì), ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóùåñòâîâàâøèìè äî ýòîãî

ïðîãðàììíûìè ðåàëèçàöèÿìè äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Ýòî îçíà÷àåò

âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå âû÷èñëèòåëüíûõ

óçëîâ.
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Ïðîâåä¼ííûé ÈÂÌ ÐÀÍ (ñ.í.ñ. Çàìàðàøêèí Í.Ë.) àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãðàìì [76] ïîêàçàë, ÷òî âàæíûì ñâîéñòâîì ïðåäëîæåííîãî

ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà íà íå

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé âû÷èñëèòåëÿõ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò èçáåæàòü

ðîñòà íåîáõîäèìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà. Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïðèíöèïèàëüíî ëó÷øå, ÷åì

àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà è ìîæåò ïîçâîëèòü â áóäóùåì ñîâñåì îòêàçàòüñÿ

îò èñïîëüçîâàíèÿ êëàñòåðà ïðè ðåøåíèè áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì,

îãðàíè÷èâøèñü ñâÿçàííûìè â ñåòè Èíòåðíåò âû÷èñëèòåëÿìè, îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü

êîòîðûõ ìîæåò âìåñòèòü ìàòðèöó èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ñâÿçûâàþùèå èõ

êàíàëû äîëæíû äîïóñêàòü ” ñèíõðîíèçàöèþ” , êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ 200 ðàç çà âåñü

àëãîðèòì, ïðè ðàçìåðå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 ·108 . Ñîâðåìåííàÿ äèíàìèêà ðàçâèòèÿ
êîìïüþòåðíîé òåõíèêè ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷åðåç 3-4 ãîäà òàêèì òðåáîâàíèÿì áóäóò

óäîâëåòâîðÿòü ïåðñîíàëüíûå êîìïüþòåðû, ñâÿçàííûå ñåòüþ Èíòåðíåò. Ýòî çíà÷èò,

÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ïðèâëå÷åíà âû÷èñëèòåëüíàÿ

ìîùíîñòü, íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâûøàþùàÿ ìîùíîñòü êëàñòåðîâ.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì èìååò äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð (â òåêñòå îáîçíà÷åí

k ), êîòîðûé ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü ðàñïàðàëëåëèâàíèåì. À èìåííî, ìîæíî

âðó÷íóþ çàäàâàòü êîëè÷åñòâî îáìåíîâ ìåæäó óçëàìè, íåçàâèñèìî âû÷èñëÿþùèìè

ñâîè ÷àñòè èñõîäíîãî ðÿäà. Òåì ñàìûì çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, òðåáóþùèé

ïðèìåíåíèÿ êëàñòåðà ñ áîëüøîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ, äðîáèòüñÿ íà k1 ýòàïîâ,

îáðàáàòûâàþùèõ ìíîãî÷ëåíû â k1 ðàç ìåíüøåé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì k1 ðàç

ïðèõîäèòñÿ ïåðåñ÷èòûâàòü îáðàçóþùèå. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k1

âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ îáùåé ñåòè. Îáùåå âðåìÿ

ðàáîòû ïðîãðàììû áóäåò ïîä÷èíÿòüñÿ ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè:

k1L+
c1N

2

k1
,

ãäå L - ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è íà êëàñòåðå, c1 - êîýôôèöèåíò, ñâÿçàííûé
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ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ âíåøíåé ñåòè. Àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà 2·108 è ñåòè 1Ãáèò/ñåê âðåìÿ ïîðÿäêà 6 ñóòîê.
Äëÿ ñåòè 100Ìáèò/ñåê - 15 ñóòîê.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ñãðóïïèðóåì ëó÷øèå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ðàçíûõ

àëãîðèòìîâ ïðè ðàáîòå íà îäíîì êëàñòåðå â òàáëèöó

Âðåìÿ

Wiedemann-

Coppersmith

with matrix 94N 1+ 3
4n−

1
4c

3
4

polynomial ((log232N)(log24N))
1
4

multiplication

Wiedemann-

Coppersmith- O(N 1+ 2
3 (log2Nlog2log2N)

1
3 )

Thomé

Montgomery

(1995) 2c
nN

2

Àëãîðèòì-Ê

Çäåñü n - äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà, à c � îïèñàííûé âûøå êîýôôèöèåíò

çàïàçäûâàíèÿ ïåðåäà÷è ìàøèííîãî ñëîâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîäñòâîì

îäíîé îïåðàöèè ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè. ×èñëî óçëîâ âûáðàíî òàê, ÷òîáû

ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà. Òàêèì îáðàçîì

ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé àâòîðîì, èìååò

àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øóþ îöåíêó ñëîæíîñòè, ÷åì àëãîðèòì Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âûñîêîãî

óðîâíÿ, ò.å. ðàáîòó íà íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ.

Ýòè îöåíêè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â õîäå

ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íîâîãî àëãîðèòìà [76]. Â ðàññìîòðåííûõ äèàïàçîíàõ

âðåìÿ ñîêðàùàëîñü áëèçêî ê îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà
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èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïîêàçàòåëåì

ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ñì. [76] Òàáëèöû 14, 15).

Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåä¼ííûõ â ÈÂÌ ÐÀÍ äëÿ

ìàòðèöû ¾m512t¿ ðàçìåðîì 5, 5 ·106 è ïëîòíîñòüþ 51 íà êëàñòåðå Àêàäåìèè íàóê

â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ.

Ìåòîä Ìîíòãîìåðè (¾m512t¿, ÌÂÑ-1000, ïðîãðàììà "Àëãîðèòì-Ê"): 45 ÷àñîâ.

Ïåðâàÿ âåðñèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà (¾m512t¿, ÌÂÑ-1000): 17 ÷àñîâ.

Ðåàëèçîâàííàÿ ïåðâàÿ âåðñèÿ áûëà çàïðîãðàììèðîâàíà ñ îòêëîíåíèÿìè îò

îïòèìàëüíîé âåðñèè àëãîðèòìà äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî,

÷òî ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ îïòèìàëüíóþ âåðñèþ íîâîãî àëãîðèòìà, áóäåò

ðàáîòàòü ïðèìåðíî 8 ÷àñîâ ñòîëüêî æå ñêîëüêî è íîâåéøàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà

Ìîíòãîìåðè ñ áëî÷íûì ôàêòîðîì. Ïðè ýòîì çàìåðû âðåìåíè ïîêàçàëè, ÷òî ðåñóðñ

èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ íîâîãî àëãîðèòìà âûøå, ÷åì äëÿ

àëãîðèòìà Ìîíòãîìåðè.

Ñóììèðóåì ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì Ìîíòãîìåðè:

• Òî÷êà íàñûùåíèÿ áîëüøå, ÷åì äëÿ Ìîíòãîìåðè ñ áëî÷íûì ôàêòîðîì. Òî åñòü

åñòü âîçìîæíîñòü óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøåãî

÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ.

• Âîçìîæíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå âûñîêîãî óðîâíÿ (êàê â àëãîðèòìå Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà). Ìîæíî âåñòè ðå÷ü î ðåøåíèè â Èíòåðíåòå íà âû÷èñëèòåëÿõ,

ïàìÿòü êîòîðûõ âìåùàåò ñàìó çàäà÷ó.

• Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ðàçðåæåííóþ
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ìàòðèöó íå ÷åðåäóþòñÿ, à ãðóïïèðóþòñÿ.

• Ìåíüøå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé â 1,5 ðàçà.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà:

• Òðåáóåìàÿ ïàìÿòü íå ðàñò¼ò â ïðîöåññå ðàáîòû (” ñèíõðîíèçàöèÿ” ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî ñòåïåíü ïðèáëèæåíèé íå ðàñò¼ò). Åñòü âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü

èñïîëüçîâàíèå êëàñòåðà.

• Òðóäî¼ìêîñòü ìåíüøå (îòñóòñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæèòåëü â ãëàâíîì

÷ëåíå àñèìïòîòèêè).

• Ïðîùå àíàëèç âåðîÿòíîñòè ñðàáàòûâàíèÿ.

Âîò ðåçóëüòàòû çàìåðîâ âðåìåíè ðàáîòû ðàçëè÷íûõ ïðîãðàìì íà 400 è 900

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ ñîâðåìåííûõ êëàñòåðîâ.

400, ÌÂÑ-1000 400, Ëîìîíîñîâ 900, Ëîìîíîñîâ

Àëãîðèòì (5, 5 · 106) (33 · 106) (33 · 106)
P.Montgomery,

Àëãîðèòì-Ê 45 ÷àñîâ - -

P.Montgomery,

J.Papadopulos - 80 ÷àñîâ -

P.Montgomery,

J.Papadopulos,

È.À.Ïîïîâÿí, - - 54 ÷àñà

Þ.Â.Íåñòåðåíêî

Ì.À.×åðåïí¼â,

Í.Ë.Çàìàðàøêèí 8 ÷àñîâ 9,4 ÷àñîâ 6,27 ÷àñà

Íàêëîííûì øðèôòîì óêàçàíî âðåìÿ, ðàññ÷èòàííîå (ýêñïåðèìåíò íå

ïðîâîäèëñÿ) èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ
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âðåìÿ ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì N 2 , à óâåëè÷åíèå â k ðàç ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ äà¼ò óìåíüøåíèå âðåìåíè êàê ìèíèìóì â
√
k ðàç. Êðîìå

òîãî, óçëû ”Ëîìîíîñîâà” â 36,8 ðàç ìîùíåå óçëîâ ÌÂÑ-1000 (99,5 Ãôëîïñ

ïðîòèâ 2,7 Ãôëîïñ), îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíñòàíò c ïðèìåðíî ðàâíî

1, 8 , à
√
2, 25 = 1, 5.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëèë ñêîíñòðóèðîâàòü öåëóþ ñåðèþ

àëãîðèòìîâ, êîòîðûå èìåþò ïðåèìóùåñòâà ïåðåä èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè â

ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëÿ ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ìîùíîñòè.

Âîçìîæíû è äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Ïàäå, ÷òî ïîâëèÿåò íà ñîêðàùåíèå âðåìåíè

ðàáîòû âñåãî àëãîðèòìà.

Êðîìå òîãî, ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èçëîæåííûé ïîäõîä ñâÿçûâàåò

ìåæäó ñîáîé àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà îðòîãîíàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà, è àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïîèñêå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåêóððåíòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äàâíî çàìå÷åíî, ÷òî ðåàëèçàöèè ýòèõ ïîäõîäîâ èìåþò

ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâóþ ýôôåêòèâíîñòü. Èçëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîíÿòü

òåîðåòè÷åñêèå ïðè÷èíû ýòîãî ÿâëåíèÿ è èñïîëüçîâàòü ïðåèìóùåñòâà îáîèõ

ìåòîäîâ.

Ðàçðàáîòàííûé â äèññåðòàöèè àëãîðèòì ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé íàä GF (2) , êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ

àòàêè íà ñõåìó RSA, ïðèìåí¼í â ÎÀÎ ”Êîíöåðí ”Àâòîìàòèêà” ïðè àíàëèçå

ñèñòåì çàùèòû èíôîðìàöèè (ïîëó÷åíû íîâûå ïàðàìåòðû áåçîïàñíîñòè) î ÷åì

èìååòñÿ àêò âíåäðåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè øåñòîé ãëàâû ïðåäëîæåíû äâå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà

Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà, ïîêàçûâàþùèå ñâÿçü ìåæäó ýòèì àëãîðèòìîì è

àëãîðèòìîì Ìîíòãîìåðè. Èçìåíåíèÿ êîñíóëèñü òîé ÷àñòè àëãîðèòìà, ãäå

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êëàñòåð ñ áîëüøîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ. Ïåðâûì

îïèñàí âàðèàíò ñ ïîëíîé çàìåíîé òåõíèêè ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íûõ ïðèáëèæåíèé,
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ïðåäëîæåííîé Êîïïåðñìèòîì, íà àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå äëÿ

ðÿäîâ ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì, ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì äèññåðòàöèè [77].

Âî âòîðîì âàðèàíòå èñõîäíàÿ òåõíèêà Êîïïåðñìèòà äîïîëíåíà àíàëèçîì

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé [80, 165]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðåøàþùåãî ïðåèìóùåñòâà ýòîò âàðèàíò íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ïðîöåäóðîé

” ñèíõðîíèçàöèè” . Ïîñòðîåííûé òàêèì ñïîñîáîì àëãîðèòì áóäåò ïðèìåðíî â 3

ðàçà áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ îïèñàííûì â [79] îïòèìèçèðîâàííûì àëãîðèòìîì.

Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé ê ðÿäàì ïî

ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì íåñêîëüêî ïðîùå.

Èäåè øåñòîé ãëàâû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è ê îáîáùåíèþ äðóãèõ ìàòðè÷íûõ

àëãîðèòìîâ íà ñëó÷àé êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ [89].

Â ñåäüìîé ãëàâå ðàçðàáîòàííàÿ òåõíèêà ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àé áîëüøîãî

ïðîñòîãî ïîëÿ [83, 84, 85, 86]. Òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì àëãîðèòìà äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñ ôàêòîðíîé áàçîé.

Ðàçðàáîòàí ñïîñîá ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ñèñòåìå ñ s óçëàìè, äëÿ

êîòîðîé ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü (áåç ïåðåñûëîê) ïðèìåò âèä [83]

O
(
dN2

s
+
N 2

q
+Ns

)
, (23)

ãäå q - ïàðàìåòð àëãîðèòìà, à ÷èñëî ïåðåñûëîê ëèíåéíî çàâèñèò îò q .

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ñîàâòîðñòâå ñ Í.Ë.Çàìàðàøêèíûì. Êîíñòðóêöèÿ

èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå è èäåÿ ñèíõðîíèçàöèè, ðåàëèçîâàííûå â âèäå

ôîðìóë, ïðèíàäëåæàò Ì.À.×åðåïíåâó, à èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìàëîé âåðîÿòíîñòè

âûðîæäåíèÿ ìàòðèö íàä áîëüøèì ïðîñòûì ïîëåì è óïðîùåíèå àëãîðèòìà â ýòîì

ñëó÷àå ïðèíàäëåæàò Í.Ë.Çàìàðàøêèíó.

Ïîëó÷åíû äâà ãîñóäàðñòâåííûõ ñâèäåòåëüñòâà íà ðåãèñòðàöèþ ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé, èçëîæåííûõ â øåñòîé è ñåäüìîé

ãëàâàõ äèññåðòàöèè [87, 88].

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
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Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ

êàôåäðàõ ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà:

� Òåîðèè ÷èñåë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

� Àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

� Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

� Ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

� Äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

� Îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,

� Ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è

êèáåðíåòèêè,

â äðóãèõ îðãàíèçàöèÿõ:

� â ëàáîðàòîðèè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ïðîáëåìàì êðèïòîãðàôèè ÌÃÓ èì.

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,

� íà êàôåäðå êîìïüþòåðíîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Èíñòèòóòà

ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàòèêè Òàìáîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Ã.Ð.Äåðæàâèíà,

� â Àêàäåìè êðèïòîãðàôèè ÐÔ,

� â 8 Öåíòðå ÔÑÁ ÐÔ,

� â 16 Öåíòðå ÔÑÁ ÐÔ,

� â ÎÀÎ ”Êîíöåðí ”Àâòîìàòèêà” ,

� â ÍÏÎ "Êâàíò"

� â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ,

� â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ,

� â Èíñòèòóòå ïðîáëåì èíôîðìàòèêè ÐÀÍ

íà êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìàòåìàòèêà è áåçîïàñíîñòü èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé (2003, 2004, 2007,

2008, ÌÃÓ, Ìîñêâà),

� Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè (2002, Êàçàíü; 1999, Íèæíèé Íîâãîðîä)
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� Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ (2005, 2008, ÌÃÓ, Ìîñêâà).

� 12-th workshop on computer algebra (2008, Äóáíà),

� Applications of Computer Algebra (2008, Research Institute of Symbolic Com-

putation, Austria),

� Êîëìîãîðîâñêèå ÷òåíèÿ (2009, Òàìáîâ),

� Parallel Computer Algebra (2010, Òàìáîâ).

� Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû êîìïüþòåðíûå íàóêè (2011, Ìîñêâà)

Ïîëó÷åí ïàòåíò ÐÔ íà èçîáðåòåíèå [43].
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×àñòü III

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
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Ãëàâà 1

Ïîêàçàòåëüíûå ñðàâíåíèÿ

Îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî

ïðîñòà. Â òî æå âðåìÿ íàõîæäåíèå ïîêàçàòåëÿ ïî îñíîâàíèþ è ðåçóëüòàòó

âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, òî åñòü ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíîãî ñðàâíåíèÿ, â ñëó÷àå

åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü â êîíå÷íîì ïîëå èëè ãðóïïå òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé (äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå), ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî øèðîêî èñïîëüçóþò ïðè ïîñòðîåíèè àñèììåòðè÷íûõ

êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ. Íàèáîëåå ÷àñòî

èñïîëüçóåìûé ñðåäè íèõ � ýòî ïðîòîêîë Äèôôè-Õåëëìýíà îòêðûòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé. Ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ ñðàâíåíèé ýòîò

ïðîòîêîë ëåãêî âñêðûâàåòñÿ. Îäíàêî ÿâëÿåòñÿ ëè çàäà÷à åãî âñêðûòèÿ ñòîëü æå

òðóäíîé, êàê è çàäà÷à ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîêàçàòåëüíîãî ñðàâíåíèÿ,

ïîêà íå ÿñíî. Ïðåäïðèíÿòîå â äàííîé ãëàâå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïîêàçàòåëüíûõ

ñðàâíåíèé ïðîëèâàåò ñâåò è íà ýòó ïðîáëåìó.

1.1 Î ïîäú¼ìå ðåøåíèé ïîêàçàòåëüíûõ ñðàâíåíèé

Ñâåäåíèå ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà ê ñëó÷àþ, êîãäà

ýòà ñòåïåíü ðàâíà åäèíèöå, íàçûâàåòñÿ ïîäú¼ìîì ðåøåíèé.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ïîäú¼ìå ðåøåíèé
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ïîêàçàòåëüíûõ ñðàâíåíèé â êîëüöàõ âû÷åòîâ [19, 20].

Ëîãàðèôìè÷åñêèìè áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà,

óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì âèäà f(x1x2) = f(x1) + f(x2), îòêóäà ïðè m ∈ N
èìååì f(xm) = mf(x) .

Ïîñêîëüêó f(x1
α1 · · · · · xkαk) = α1f(x1) + · · · + αkf(xk), òî äëÿ òîãî, ÷òîáû

çàäàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà íåêîòîðîé ãðóïïå, äîñòàòî÷íî çàäàòü å¼ íà

íåêîòîðîé ñèñòåìå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèå ôóíêöèè, ïðèìåí¼ííûå ê ïîêàçàòåëüíûì óðàâíåíèÿì,

äàþò ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ íà ïîêàçàòåëü. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî

ïðèâåñòè ôóíêöèþ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, íàçûâàåìóþ â áîëåå ðàííåé

ëèòåðàòóðå èíäåêñîì. Å¼ çíà÷åíèå åñòü ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

a ≡ bx (mod m) (1.1)

x = indmb a = ind a .

Ôóíêöèÿ èíäåêñ, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

ind a1a2 ≡ ind a1 + ind a2 (mod φ(m)) .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

L(pα) = φ(pα) = pα−1(p− 1) ïðè p ≥ 3 ,

L(2α) = 2α−2 ïðè α ≥ 3 ,

L(4) = 2, L(2) = 1.

L(m) = ÍÎÊ[L(pαi

i )],m =
∏
pαi

i .

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Êàðìàéêëà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

a ∈ (Z/mZ)∗ ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå aL(m) ≡ 1 (mod m) , òî åñòü L(m) äåëèòñÿ

íà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ýòîé ãðóïïû. Êðîìå òîãî, â ãðóïïå (Z/mZ)∗ ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò ïîðÿäêà L(m) . ×àñòíûì Ôåðìà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
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Qm (mod m) : (Z/m2Z)∗ → Z/mZ,

ãäå Qm îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

Qm(a) =
aL(m)−1

m .

×èñëî T | m2 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ÷àñòíîãî Ôåðìà, åñëè Qm(a + T ) = Qm(a)

(mod m) äëÿ ëþáîãî a ∈ Z . Â ýòîì ñëó÷àå ïðè m | T ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Qm

(mod m) îïðåäåëåíà íà (Z/TZ)∗ , òî åñòü

Qm (mod m) : (Z/TZ)∗ → Z/mZ.

Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 1.1. [18] Ïåðèîä ôóíêöèè Qm (âîçìîæíî, íå íàèìåíüøèé),

ðàâåí

T (m) =
m2

(m,L(m))
.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. [18] Ñïàâåäëèâî ñðàâíåíèå

Qm(ab) ≡ Qm(a) +Qm(b) (mod m).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Qm(b
x) ≡ xQm(b) (mod m) . Îáîçíà÷èì x =

[log a]α (mod φ(pα)) � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ a ≡ gx (mod pα) ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíî

ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. [18] Ïóñòü p ≥ 3 , g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü (mod p)α ,

α ≥ 2 . Òîãäà [log a]α , â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, åñòü åäèíñòâåííîå ïî

(mod φ(pα)) ðåøåíèå ñèñòåìû èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñðàâíåíèé:{
x ≡ [log a]1 (mod p− 1)

Qpα−1(g)x ≡ Qpα−1(a) (mod pα−1)
(1.2)

43



Â ñëó÷àå êîãäà g íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì (mod m) , ïðèìåíåíèå

÷àñòíîãî Ôåðìà çàòðóäíåíî òåì, ÷òî âîçìîæíî Q(g) ≡ 0 (mod m) . Îäíàêî ýòó

ïðîáëåìó ìîæíî ëåãêî îáîéòè.

Ïóñòü p | Qp(g) . Îáîçíà÷èì l = γp(Qp(g)) ∈ N , òî åñòü pl ∥ Qp(g) (òî åñòü

pl | Qp(g), p
l+1 - Qp(g) ), u = ordpg. Òîãäà

p−1
u ∈ N è äëÿ íåêîòîðûõ S, T, r ∈ N, p -

S, p - T èìååì {
gp−1 = 1 + pl+1S

gu = 1 + prT

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà èìååì gp−1 = 1 + pr p−1
u T + p2rW, ãäå W ∈ N . Òåïåðü èç

ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

pl+1S = pr
p− 1

u
T + p2rW,

îòêóäà, ââèäó ïðîñòîòû p , èìååì r = l + 1 . Ïîýòîìó ordpl+1g = ordpg = u .

Ïîñêîëüêó ïðè k ∈ N âûïîëíåíî ordpkg | ordpk+1g , òî ordpkg = u ïðè ëþáîì

k ∈ {1, 2, . . . , l + 1} . Ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâîäÿ ðàâåíñòâî

gu = 1 + pl+1T, p - T

â ñòåïåíü p , ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì

gp
ku = 1 + pl+1+kTk, k, Tk ∈ N, p - Tk.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîñêîëüêó p - Tk, èìååì ordpl+1+kg = pkv, ãäå v | u, ïîýòîìó
gp

kv ≡ 1 (mod p) Ïðèìåíÿÿ ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà, âûâîäèì, ÷òî u = v.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.1. [19, 20] Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, (g, p) = 1, l = γp(Qp(g)) ∈ N .

Òîãäà

ordpαg =

[
ordpg ïðè α ∈ {1, 2, . . . , l},
pα−(l+1)ordpg ïðè α ≥ l + 1.
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Òåîðåìà 1.1. [19, 20] Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, (g, p) = 1, l = γp(Qp(g)) ∈
N, α ∈ N \ {1} . Òîãäà, åñëè ñðàâíåíèå

a ≡ gx (mod pα) (1.3)

ðàçðåøèìî, òî åãî ðåøåíèå x óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ïðè α ∈ {1, . . . , l} âûïîëíåíî ordpαg = ordpg è x åñòü åäèíñòâåííîå

(mod ordpg) ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

a ≡ gx (mod p) (1.4)

2. Ïðè α ≥ l + 1, k = max{l + 1, α − (l + 1)} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ordpαg =

pα−(l+1)ordpg è x åñòü åäèíñòâåííîå (mod pα−(l+1)ordpg) ðåøåíèå ñèñòåìû{
a ≡ gx (mod p)

x
Qpk−l(g)

pl
≡ Qpk−l(a)

pl
(mod pα−(l+1)).

(1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàâåíñòâà äëÿ ordpαg äîêàçàíû â ëåììå. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Åñëè x óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (1.3), òî, î÷åâèäíî, îíî òàêæå óäîâëåòâîðÿåò

ñðàâíåíèþ (1.4), èìåþùåìó ïî ìîäóëþ ordpg = ordpαg åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

2. Åñëè x óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (1.3), òî ïî ìîäóëþ ordpg îíî, êàê è

â ñëó÷àå 1, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (1.4). Â ñèëó ëåììû, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âòîðîå ñðàâíåíèå èç ñèñòåìû

(1.5).

Ïðè k ≥ l + 1 ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ Qpk,l(a) =
Qpk−l(a)

pl
= ap

k−(l+1)(p−1)−1
pk

,

îïðåäåë¼ííóþ äëÿ a , òàêèõ, ÷òî pl | Qpk,l(a) èëè ordpka | pk−(l+1)(p − 1). Òîãäà,

ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ïðè âñåõ k ≥ l+1 ÷èñëî Qpk,l(g) îïðåäåëåíî è íå äåëèòñÿ

íà p (èíà÷å ordpk+1g | pk−(l+1)(p− 1) ). Êðîìå òîãî, äëÿ ýòîé ôóíêöèè, òàê æå êàê
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è äëÿ îáû÷íîãî ÷àñòíîãî Ôåðìà, âûïîëíåíî ëîãàðèôìè÷åñêîå ñâîéñòâî, òî åñòü

åñëè Qpk,l(a), Qpk,l(b) îïðåäåëåíû, òî

Qpk,l(ab) ≡ Qpk,l(a) +Qpk,l(b) (mod pk) (1.6)

Èç îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåíÿÿ áèíîì Íüþòîíà, ïîëó÷èì, ÷òî Qpk,l(a+ pα) ≡ Qpk,l(a)

(mod pα−(l+1)) , êàê òîëüêî

2α ≥ k + α− (l + 1).

Íî òîãäà k ≤ α+ l+1 . Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôóíêöèþ Qpk,l äëÿ k = max{l+1, α−
(l + 1)} (ñì. 1.6) ê ñðàâíåíèþ (1.3), èç ñðàâíåíèÿ (1.6) ïîëó÷èì, ÷òî

xQpk,l(g) ≡ Qpk,l(a) (mod pα−(l+1)),

ãäå (Qpk,l(g), p) = 1 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ íå îïèðàþòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî

êîðíÿ, à òîëüêî íà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñðàâíåíèÿ.

1.2 Ñðàâíèòåëüíàÿ ñòîéêîñòü ïðîòîêîëà Äèôôè-

Õåëëìýíà è çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

Äëÿ âñêðûòèÿ ñõåìû Äèôôè-Õåëëìýíà êðèïòîàíàëèòèê äîëæåí ðåøèòü

ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïî èçâåñòíûì p, g, ga, gb íàéòè gab . Ýòà çàäà÷à íîñèò

íàçâàíèå çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà. Îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Ìîæåò ëè îíà áûòü ðåøåíà áåç èñïîëüçîâàíèÿ

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, íåèçâåñòíî. Äëÿ ïðàêòèêè âàæíî âûÿâèòü

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à Äèôôè-Õåëëìýíà ñòîëü æå òðóäíà,

êàê è çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.
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×èñëî Ì íàçûâàåòñÿ Â-ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî q , òàêîãî, ÷òî q|M ,

âûïîëíåíî q ≤ B .

Áóäåì íàçûâàòü ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

ñåðòèôèöèðîâàííîé, åñëè ðàçëîæåíèå p − 1, pi − 1, i = 1, . . . , r, qij − 1 äëÿ

ïðîñòûõ qij | pi è òàê äàëåå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, à òàêæå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè
ïî ìîäóëÿì p, pi, i = 1, . . . , r, qij � èçâåñòíû.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèâåä¼í ïðèìåð çíà÷åíèé ìîäóëÿ p , ïî êîòîðîìó

ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è

Äèôôè-Õåëëìýíà ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 1.2. [91] Ïóñòü φ(p− 1) � Â-ãëàäêîå ÷èñëî, ãäå B - íàïåðåä çàäàííàÿ

êîíñòàíòà. Òîãäà ñåðòèôèöèðîâàííàÿ çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ, ðàâíîå ïîëèíîìó îò äëèíû çàïèñè ÷èñëà p ,

óìíîæåííîìó íà âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà.

Òåîðåìà îñòàíåòñÿ âåðíîé, åñëè B = P (|p|) , ãäå P (·) � íåêîòîðûé ïîëèíîì,

|p| - äëèíà çàïèñè ÷èñëà p .
Ñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòÿìè çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-

Õåëëìýíà ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà â îáùåì ñëó÷àå. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü G(t,m) � ïðîèçâîëüíàÿ êîììóòàòèâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà

ïîðÿäêà m ñ îïåðàöèåé, êîòîðóþ áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü +, òðåáóþùåé

äëÿ ñâîåãî âûïîëíåíèÿ t áèòîâûõ îïåðàöèé, è ïóñòü L(t,m) îáîçíà÷àåò

ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå G(t,m) , òî åñòü ïðè èçâåñòíûõ a, b ∈
G(t,m) íàéòè n ∈ Zm , òàêîå, ÷òî

a = nb, (1.7)

çäåñü nb åñòü b+ · · ·+ b, ãäå ýëåìåíò b ïîâòîðÿåòñÿ n ðàç.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü b îáðàçóþùèì
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ãðóïïû G(t,m).

Ïóñòü D(t,m) � íåóáûâàþùàÿ ïî m îöåíêà êîëè÷åñòâà áèòîâûõ îïåðàöèé,

íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà: ïðè èçâåñòíûõ a1, a2 è b

òàêèõ, ÷òî a1 = n1b, a2 = n2b, íàéòè

a3 = (n1n2)b. (1.8)

Ïóñòü D∗(t,m) � òàêæå íåóáûâàþùàÿ ïî m îöåíêà êîëè÷åñòâà áèòîâûõ

îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ,

êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé â êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

D∗(t,m) ≤ tD∗(C,m),

äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C (íàïðèìåð òàêèõ, êîòîðûå èñïîëüçóþò

òîëüêî îïåðàöèè, ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå áîëåå, ÷åì ñëîæíîñòü ãðóïïîâîé

îïåðàöèè).

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ïóñòü

p− 1 =
r∏

i=1

pi
αi.

Çàìå÷àíèå. Ìàêêàðëè â [92] äîêàçàë, ÷òî, â ñëó÷àå r = 3, p1 = 2 è α2 = α3 =

1 , êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè ÷èñëà p− 1 , åñòü O(D(t, p− 1) + log2(p− 1)) è íå ïðåâîñõîäèò

D(t, p− 1) · log2(p− 1),

åñëè êîíñòàíòó èç O , òàêæå êàê è âñå àáñîëþòíûå êîíñòàíòû â äàëüíåéøåì,

ñ÷èòàòü ó÷ò¼ííîé â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò,

÷òî äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ýòîò ñëó÷àé

ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå òðóäî¼ìêèì, ýòà îöåíêà êàæåòñÿ ïðàâäîïîäîáíîé è äëÿ

p− 1 , ðàçëàãàþùèõñÿ íà áîëüøåå ÷èñëî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé.
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Çàìå÷àíèå. Ïîèñê ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p , êàê áûëî îïèñàíî

â ïåðâîé ãëàâå, ìîæíî îñóùåñòâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîëè÷åñòâî

ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ p ðàâíî φ(p − 1) , ãäå φ - ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíóþ îöåíêó Ëàíäàó [93]

φ(n) ≥ C
n

log log n
,

ãäå C � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, ìîæíî ñ÷èòàòü ýôôåêòèâíîé

ñëó÷àéíóþ âûáîðêó g ∈ {1, . . . , p − 1} ñ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêîé âûïîëíåíèÿ

íåðàâåíñòâ

g
p−1
pi ̸≡ 1 (mod p), i = 1, . . . , r. (1.9)

Â ñëó÷àå óñïåõà, ÷èñëî g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p .

Êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèé (1.9), íå

ïðåâîñõîäèò log p · u(p) · ν(p− 1) , ãäå ν(p− 1) - êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

äåëèòåëåé ÷èñëà p − 1 , à u(p) - ÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ

óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p . Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî, äåéñòâóÿ

òàêèì ñïîñîáîì, çà log p log log p · u(p) · ν(p − 1) áèòîâûõ îïåðàöèé, ìû íàéä¼ì

ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− e−C + o(1) ïðè p → ∞ .

Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ êîíå÷íîå, íî áîëüøîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü,

áëèçêóþ ê åäèíèöå. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, íàõîäèì, ÷òî

log(2 · 3 · 5 · · · ps) = s log s+ o(s log s),

ãäå ps - s -å ïðîñòîå ÷èñëî, ïîýòîìó

ν(p− 1) = ν(P ) = O

(
logP

log logP

)
≤ O

(
log p

log log p

)
,

ãäå

P =

ν(p−1)∏
i=1

pi
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü (mod p) ìîæíî íàéòè çà u(p) · log2 p
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå.

Îáà ýòè çàìå÷àíèÿ êàñàþòñÿ ñëó÷àÿ íåñåðòèôèöèðîâàííîé çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå æå ñåðòèôèöèðîâàííîé çàäà÷è ðàçëîæåíèå p−1, pi−
1, i = 1, . . . , r, qij − 1 äëÿ ïðîñòûõ qij | pi è òàê äàëåå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,

à òàêæå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëÿì p, pi, i = 1, . . . , r, qij è ò.ä. ñ÷èòàþòñÿ

èçâåñòíûìè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m =
∏r

i=1 pi
αi ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè ÷èñåë pi − 1, i = 1, . . . , r , ðàçëîæåíèÿ qij − 1 äëÿ ïðîñòûõ qij | pi ,
è òàê äàëåå. Ïîëó÷èâøååñÿ ðàçâåòâëåíèå íàçûâàåòñÿ äåðåâîì Ïðàòòà ÷èñëà m ,

à âñòðå÷àþùèåñÿ ïðîñòûå ÷èñëà - åãî óçëàìè. Ñâÿæåì óçëû qij ñ óçëîì pi .

Íàçîâ¼ì âåòâüþ ìàêñèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì

óçëîâ. Îáîçíà÷èì s = s(m) äëèíó íàèáîëüøåé âåòâè äåðåâà m .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñëîæíîñòÿìè çàäà÷

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1.3. [23] Äëÿ ñåðòèôèöèðîâàííîé çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

L(t,m) ≤ s log2mD(. . . D(D(t,m),m) . . . ), (1.10)

ãäå ñïðàâà ñòîèò s - êðàòíàÿ èòåðàöèÿ ôóíêöèè D(t,m),

L(t,m) ≤ ts log2m(D∗(C,m))s. (1.11)

Òåîðåìà 1.4. [23] Â ñëó÷àå, åñëè îöåíêà èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ äëÿ

÷èñëà îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p , òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.3 îñòàíåòñÿ âåðíûì è

áåç óñëîâèÿ ñåðòèôèöèðîâàííîñòè, íî òîëüêî äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ.
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Ïîäîáíàÿ îöåíêà ñ s = 1, íî òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ m , óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåêîòîðîìó óñëîâèþ ãëàäêîñòè, áûëà ïîëó÷åíà ðàíåå â òåîðåìå 1.2 (ñì. òàêæå

[94]).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà m - ïðîñòîå ÷èñëî, m = p .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â óðàâíåíèè (1.7) n ̸≡ 0 (mod p) ,

à b - íå åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G(t, p) . Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ

{nb | n ̸≡ 0 (mod p)} íîâóþ ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì

n1b⊕ n2b = (n1n2)b.

Êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè,

ðàâíî, î÷åâèäíî, D(t, p) . Òàê êàê îòëè÷íûå îò íóëÿ âû÷åòû ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ, ìû ïîëó÷àåì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó

ïîðÿäêà

φ(p) = p− 1 =
r∏

i=1

pi
αi

ñ àääèòèâíîé îïåðàöèåé ⊕ , ãäå pi, i = 1, . . . , r, - ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, à

r = ν(p − 1) . Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó G(D(t, p), p − 1). ßñíî, ÷òî b - åäèíè÷íûé

ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû.

Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p , òîãäà gb - îáðàçóþùèé ãðóïïû

G(D(t, p), p − 1). Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ

ãðóïï ïîðÿäêà pi
αi ñ îáðàçóþùèìè ñîîòâåòñòâåííî gib , ãäå

gi ≡ g
p−1
pi

αi (mod p), i = 1, . . . , r.

Ïóñòü n = gv (mod p). Óðàâíåíèå (1.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

a =
⊕
i

gi
nib = g1

n1b⊕ · · · ⊕ gr
nrb,

ãäå

1 ≤ ni ≤ pi
αi, v ≡ p− 1

piαi
ni (mod pi

αi), i = 1, . . . , r,
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èëè

a = n1 · (g1b)⊕ · · · ⊕ nr · (grb),

ãäå îïåðàöèÿ · (îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà íàòóðàëüíûå ÷èñëà ýëåìåíòîâ ãðóïïû

G(D(t, p), p− 1) îïðåäåëåíà äëÿ îïåðàöèè ⊕ òàê æå, êàê äëÿ + , à èìåííî

l · (kb) = kb⊕ · · · ⊕ kb = klb,

ãäå îïåðàöèÿ ⊕ ñâÿçûâàåò l ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî l ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü

âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p−1 . Êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ òàêîãî

óìíîæåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì áèíàðíîãî àëãîðèòìà, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò log n ·
D(t, p) . Òåïåðü, ÷òîáû îïðåäåëèòü ÷èñëî n â âûðàæåíèè (1.7), áóäåì èñêàòü ÷èñëà

ni , à çàòåì íàéä¼ì n ïî ôîðìóëå

n ≡
r∏

i=1

gi
ni (mod p).

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî àëãîðèòìà íàéä¼ì

ai =
p− 1

piαi
· a =

p− 1

piαi
ni · (gib).

Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ν(p−1) log (p− 1)D(t, p) áèòîâûõ îïåðàöèé.

Åù¼ ν(p− 1) log (p− 1)(u(p) + t) áèòîâûõ îïåðàöèé íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

gi, gib ïðè èçâåñòíûõ g è b äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r. Çàòåì, ðåøàÿ çàäà÷ó

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ïîðÿäêà pi
αi ãðóïïû

G(D(t, p), p− 1) , ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì gib , íàéä¼ì òàêîå ti , ÷òî

ai = ti · (gib). (1.12)

Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ L(D(t, p), pi
αi) áèòîâûõ îïåðàöèé. Ïðè÷¼ì, î÷åâèäíî, ÷òî

ni
p− 1

piαi
≡ ti (mod pi

αi).
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Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ýëåìåíò p−1
piαi

ïî ìîäóëþ pi
αi ìîæíî îáðàòèòü çà

u(p) log pi
αi áèòîâûõ îïåðàöèé, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ

äëÿ íàõîæäåíèÿ êàæäîãî ni ïðè èçâåñòíûõ ai, gib , íå ïðåâîñõîäèò

L(D(t, p), pi
αi) + u(p) log pi

αi. (1.13)

Óðàâíåíèå (1.12) ìîæíî ðåøàòü è ïî-äðóãîìó, à èìåííî, - äîìíîæàÿ åãî íà

pi
αi−1 , íå áîëåå, ÷åì çà L(D(t, p), pi) áèòîâûõ îïåðàöèé, ïîëó÷èì ti ïî ìîäóëþ

pi.

Ïóñòü ti = ti0 + piti1, 0 ≤ ti0 < pi, òîãäà ai = (ti0 + piti1) · (gib), à òàê êàê
ïðè ïåðåìíîæåíèè ïîêàçàòåëè ñêëàäûâàþòñÿ, òî

ai ⊕ (pi − ti0) · (gib) = (ti1 + 1) · (gipib).

×èñëî ti1 ïî ìîäóëþ pi
αi−1 îïðåäåëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì çà L(D(t, p), pi

αi−1)

áèòîâûõ îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, â ðàâåíñòâå (1.13) ìîæíî çàìåíèòü L(D(t, p), pi
αi)

íà

αi(log piD(t, p) + L(D(t, p), pi)).

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ îöåíêè

ñëîæíîñòè ñåðòèôèöèðîâàííîé çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ:

L(t, p) ≤ D(t, p) log2 p+
∑

piαi∥p−1

αiL(D(t, p), pi) (1.14)

(ñ÷èòàåì, ÷òî D(t, p) ≥ max{t, u(p)} ).
Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ ñ çàìåíîé p íà pi è ò.ä., ìû, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå,

ïðèä¼ì ê çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå ïîðÿäêà 2, êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü ðåøåíà ïåðåáîðîì.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàæåì èíäóêöèåé ïî s . Îñíîâàíèå èíäóêöèè ñëåäóåò

èç íåðàâåíñòâà (1.14) è òðèâèàëüíîé îöåíêè

L(t, p) ≤ tp. (1.15)
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Ïðè ðàññìîòðåíèè øàãà èíäóêöèè âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (1.14) è íåðàâåíñòâîì

(1.10) ñ çàìåíîé s íà s− 1 . Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

L(t, p) ≤ D(t, p) log2 p+
∑

piαi∥p−1

αi(s− 1) log2 piD(. . . D(D(t, p), p) . . . )

≤ D(. . . D(D(t, p), p) . . . )

log2 p+ (s− 1) log p
∑

piαi∥p−1

αi log pi


≤ s log2 pD(. . . D(D(t, p), p) . . . ),

ãäå â ôîðìóëàõ ñòîÿò s -êðàòíûå èòåðàöèè ôóíêöèè D(t, p), ïðè÷¼ì ïî îïðåäåëåíèþ

D(x, y) íå óáûâàåò ïî y .

Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî

m =
r∏

i=1

qi
αi

ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå óìíîæåíèåì ðàâåíñòâà (1.7) íà m
qi
è ò.ä., àíàëîãè÷íî

ïðèâåä¼ííîìó âûøå ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.12).

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (1.11) î÷åâèäíî. Òåîðåìà 1.3 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îöåíêè (1.14) è

ïðèâåä¼ííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå D(x, y) â íåðàâåíñòâî (1.10) (èëè D∗(x, y) â íåðàâåíñòâî

(1.11)) ìîæåò áûòü ïîäñòàâëåíà îöåíêà ÷èñëà áèòîâûõ îïåðàöèé ëþáîãî ìàññîâîãî

àëãîðèòìà (òî åñòü òàêîãî, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í ê ëþáîé öèêëè÷åñêîé

ãðóïïå ïîðÿäêà y ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé, òðåáóþùåé x áèòîâûõ îïåðàöèé äëÿ

ñâîåãî âûïîëíåíèÿ).

Äëÿ ÷èñëà s òðèâèàëüíàÿ îöåíêà s(m) ≤ logm äëÿ ïîäñòàíîâêè â ïîëó÷åííûå

íåðàâåíñòâà íå ïîäõîäèò, òàê êàê ïðè ýòîì, ïðåíåáðåãàÿ, êàê è âûøå, èçìåíåíèåì

îñíîâàíèé, èñïîëüçóåìûõ ëîãàðèôìîâ ïðè îãðàíè÷åííîì t , ïîëó÷èì îöåíêó:

L(t,m) ≤ (D∗(C,m))logm log3m = elog (D
∗(C,m)) logm log3m = mlog(D∗(C,m)) log3m.

Ýòà îöåíêà, î÷åâèäíî, õóæå òðèâèàëüíîé îöåíêè (1.15), ãäå p çàìåíåíî íà m .
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Èç òåîðåìû Ëèííèêà (ñì. [93] c.411) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé

êîíñòàíòû C è ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 1 +

pn íå ïðåâîñõîäèò pC . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m , äëÿ êîòîðûõ

s(m) ≥ log logm.

Ïðè s(m) ≤ α(m) logm
log logm , D

∗(C,m) ≤ logm è îãðàíè÷åííîì t èç îöåíêè (1.11)

ïîëó÷èì, ÷òî

L(t,m) ≤ mα(m) log3m,

ãäå
log logm

logm
≪ α(m) ≪ log logm,

÷òî ïðè

α(m) = o(1)

äà¼ò íåòðèâèàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñâÿçè ìåæäó ñëîæíîñòÿìè çàäà÷ äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è âñêðûòèÿ ñõåìû Äèôôè-Õåëëìýíà.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê çàäà÷å îöåíêè âåëè÷èíû s(m) , ïðèâåäåíû â

ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå (ñì. òàêæå [29]). Çàäà÷à âûÿâëåíèÿ êëàññîâ ïðîñòûõ ÷èñåë,

äëÿ êîòîðûõ α(p) = o(1) , îñòà¼òñÿ îòêðûòîé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîñòûå Ôåðìà

Fn ñðåäè îñòàëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì s(Fn) = 1 .

Â 2008 ãîäó, K. Ford, Ñ.Â.Êîíÿãèíûì, F.Luca [28] äëÿ ïî÷òè âñåõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë m âûïîëíåíî clog2log2m ≤ s(m) ≤ (logm)1−0.0378 . Â ïðèâåä¼ííûõ

âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî α(m) ≤ loglogm
(logm)0,0378 , îòêóäà L(m) ≤

exp{(logm)1−0,0378(loglogm + c)} . Ýòî ïîêà åù¼ õóæå ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ

îöåíîê èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Â ýòîé æå ðàáîòå

àâòîðû âûäâèíóëè ãèïîòåçó î òîì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

s(m) ≤ clog2log2m äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c . Èç ýòîé ãèïîòåçû è ðåçóëüòàòîâ

ýòîãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ïîëèíîìèàëüíîãî

àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ
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çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñî ñëîæíîñòüþ exp{C(log2log2m)2} , ÷òî
óæå î÷åíü áëèçêî ê ïîëèíîìèàëüíîé îöåíêå, è, êîíå÷íî, íàìíîãî áûñòðåå

ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ [95].

1.3 Î ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà íà íåêîòîðûõ

ñòàíäàðòíûõ êðèâûõ

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ñ

îðàêóëîì Äèôôè-Õåëëìýíà ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í ê àòàêå íà ãîñóäàðñòâåííûé

ñòàíäàðò ÃÎÑÒ Ð34.10-2012 ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, èñïîëüçóåìûõ â ñîâðåìåííûõ

ñèñòåìàõ çàùèòû èíôîðìàöèè.

Ïðèìåíèì îïèñàííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ê ãðóïïå òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé E[Fr] íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fr èç ïðîñòîãî r ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü èñïîëüçóåìàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà òî÷åê < P > êðèâîé èìååò ïðîñòîé

ïîðÿäîê p . Ïóñòü p − 1 =
∏t

i=1 qi
αi . Â ñòàíäàðòå ÃÎÑÒ Ð34.10-2012 íå óêàçàíî

íèêàêèõ òðåáîâàíèé íà ýòî ðàçëîæåíèå, ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü åãî èìåþùèì

îáùèé âèä. À èìåííî, ïóñòü

ψ(x, y) = ♯{1 ≤ n ≤ x | äëÿ ëþáîãî q , ïðîñòîãî äåëèòåëÿ n , èìååì: q < y },

òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì u ≥ 3, x ≥ 1 ([105] Òåîðåìà 3.1)

ψ(x, u
√
x) ≥ x

uu(1+o(1))
. (1.16)

Òàêèì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé êîíñòàíòå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî qi ≤ u
√
p

äëÿ ôèêñèðîâàííîãî u .

Äëÿ ãðóïïû òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E[Fr] íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fr èç

ïðîñòîãî r ÷èñëà ýëåìåíòîâ, îáîçíà÷èì [n]P ñóììó n òî÷åê P .

Ïóñòü ïî äâóì òî÷êàì Q,P ∈ E[Fr] , ñâÿçàííûì ðàâåíñòâîì
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Q = [n]P,

íàäî íàéòè n , îïðåäåë¼ííîå ïî ìîäóëþ p = ordP . Îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü

ýòîé çàäà÷è DLE(r, p) , à ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ [n1n2]P ïî ïàðå ([n1]P, [n2]P )

îáîçíà÷èì DHE(r, p) . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòà ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à íå ïðîùå

îäíîé îïåðàöèè íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E[Fr] . Ñèìâîëîì log áóäåì îáîçíà÷àòü

ëîãàðèôì ïî íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó îñíîâàíèþ, çíà÷åíèå êîòîðîãî êàæäûé

ðàç áóäåò íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé.

Òåîðåìà 1.5. [82] DLE(r, p) ≤ DHE(r, p)logp
∑t

i=1 qi
αi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî n ≡ 0(modp) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå n ≡ gh(modp) , ãäå

g - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p , à h îïðåäåëåíî ïî (mod(p− 1)) . Äàëåå

âìåñòî n áóäåì èñêàòü h .

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê [n]P, n ̸≡ 0(modp) îáðàçóåò öèêëè÷åñêóþ

ãðóïïó ïîðÿäêà p− 1 îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

[n1]P ∗ [n2]P = [n1n2]P,

êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü G .

Ïóñòü q | p−1 . Áóäåì ïåðåáèðàòü ñëó÷àéíûå j′0, j
′′
0 ∈ {1, . . . , p−1

q } è ïðîâåðÿòü,

ñóùåñòâóåò ëè òàêîå i ∈ {0, 1, . . . , q − 1} , ÷òî

[gj
′
0]Q = [gj

′′
0 ][g

p−1
q i]P, (1.17)

Åñëè äà, òî

n ≡ gj
′′
0+p−1−j′0+

p−1
q i(modp),

èëè

h ≡ j′′0 − j′0 +
p− 1

q
i(mod(p− 1)),
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èëè

h ≡ j′′0 − j′0(mod(
p− 1

q
).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

[gj
′
0]Q, [gj

′′
0 ]P (1.18)

äîñòàòî÷íî 4log2p ≤ logp îïåðàöèé ñëîæåíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå î ïàðàäîêñå äíåé ðîæäåíèÿ [106] ñðåäíåå ÷èñëî ïàð

(j′0, j
′′
0 ), j

′
0, j

′′
0 ∈ {1, . . . , p−1

q } , êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ïðåæäå, ÷åì áóäåò

ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè i , ðàâíî (
√
π p−1

q +

O(1))2 . Ïðè ýòîì j′0 è j′′0 ïðîáåãàþò íåêîòîðûå ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå

ïîäìíîæåñòâà â {1, . . . , p−1
q } îáú¼ìà

√
π p−1

q + O(1) . Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ìåñòå

ìîæíî çàìåíèòü ñëó÷àéíûé ïåðåáîð íà j′′0 = 0, j′0 ∈ {1, . . . , p−1
q } , ÷òî óâåëè÷èò

îáú¼ì ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ íî íå èçìåíèò ÷èñëî ïðîâåðîê.

Åñëè òåïåðü âìåñòî q ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâèòü q̃j òàêèå, ÷òî ÍÎÊ[p−1
q̃j

] =

p− 1 è âîñïîëüçîâàòüñÿ Êèòàéñêîé òåîðåìîé îá îñòàòêàõ, òî ïîëó÷èì h(mod(p−
1)) . Òî åñòü ñðåäíåå ÷èñëî ïðîâåðîê åñòü

O(
∑
j

π
p− 1

q̃j
),

÷òî ïðè q̃j =
p−1
qj

αj , j = 1, . . . t , äà¼ò

O(
t∑

i=1

qi
αi). (1.19)

Ðàâåíñòâî (1.17) îçíà÷àåò, ÷òî

Qj′0+p−1−j′′0
= [gj

′
0+p−1−j′′0 ]Q ∈ G0,p−1

q
= {[g

p−1
q i]P | i = 0, 1, . . . , q − 1}. (1.20)

Âû÷èñëåíèå Qj′0+p−1−j′′0
ïðè èçâåñòíûõ j′0, j

′′
0 îñóùåñòâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì

àëãîðèòìîì è òðåáóåò íå áîëåå 2log2p óìíîæåíèé ïî (modp) è 2log2p ñëîæåíèé
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òî÷åê íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëîæíåå (ñîîòâåòñòâóþùèå

ôîðìóëû òðåáóþò 5 óìíîæåíèé â ïîëå íà îäíî ñëîæåíèå íà ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé).

Îòìåòèì, ÷òî G0,p−1
q

- öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà q . Ââåä¼ì

îïåðàöèþ " ·"(ñì. [23])

k · [n]P = [n]P ∗ · · · ∗ [n]P︸ ︷︷ ︸
k

= [nk]P.

Òîãäà âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè (1.20) ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå G . Ïîñêîëüêó ãðóïïà

ïîðÿäêà q â òàêîé ãðóïïå åäèíñòâåííà, òî ýòà ïðèíàäëåæíîñòü âûïîëíåíà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Qj′0+p−1−j′′0
∗ · · · ∗Qj′0+p−1−j′′0︸ ︷︷ ︸

q

= [1]P = P, (1.21)

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ 2DHE(r, p) log2 q . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (ñì. [23])

DLE(r, p) ≤ O(s(p)log2p(DHE(r, p))s(p)),

ãäå s(p) - äëèíà íàèáîëüøåé âåòâè äåðåâà Ïðàòòà [24], äëÿ êîòîðîé íà

ñåãîäíÿøíèé äåíü èìååòñÿ òîëüêî òðèâèàëüíàÿ îöåíêà s(p) ≤ log2p (ñì. íåêîòîðîå

ðàçâèòèå â ñòàòüå [110]).

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî íà ïîäðóïïàõ òî÷åê ïðîñòîãî

ïîðÿäêà p íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòàíäàðòó ÃÎÑÒ

Ð34.10-2012, ãäå p − 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ íà "ìàëåíüêèå"ïðîñòûå ìíîæèòåëè,

çàäà÷è Äèôôè-Õåëëìýíà è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíî

ýêâèâàëåíòíû.
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Ãëàâà 2

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðîñòûõ ÷èñåë

Äëÿ îöåíêè ñòîéêîñòè ìíîãèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü

ñòîéêîñòè çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà [96]. Â

ðàáîòå [23] (ñì. âûøå) ýòà çàäà÷à ñâåäåíà ê îöåíêå âåëè÷èíû s = s(m) - äëèíû

íàèáîëüøåé âåòâè äåðåâà Ïðàòòà ÷èñëà m . Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ

ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë âèäà p − 1 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, êîòîðûå, ââèäó

îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàíû ñ âåëè÷èíîé s .

Äëÿ îöåíêè s(m) äëÿ ïî÷òè âñåõ m ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû î

êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà p − 1 . Îöåíêà ñíèçó äëÿ

ýòîãî êîëè÷åñòâà äà¼ò îöåíêó ñâåðõó äëÿ ñàìèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, êîòîðóþ â

äàëüíåéøåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè s(m) .

Â ñâîèõ ðàáîòàõ Õàðäè è Ðàìàíóäæàí [98], à òàêæå Òóðàí [99] ïîêàçàëè, ÷òî

çà èñêëþ÷åíèåì o(x) íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n, n ≤ x âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

(1− ε)lnlnn < v(n) < (1 + ε)lnlnn,

ãäå v(n) � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n . Àíàëîãè÷íûé

ðåçóëüòàò äëÿ ÷èñåë âèäà p − 1 , ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî, ïîëó÷èë Ýðä¼ø

[100]. Â äàííîì ðàçäåëå ïîõîæèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ

äåëèòåëåé ÷èñåë p−1 , áîëüøèõ íåêîòîðîé ðàñòóùåé ãðàíèöû. Çàìåòèì, ÷òî, ââèäó
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î÷åâèäíîé îöåíêè s(n) ≤ logn, ”ìàëåíüêèå” ïðîñòûå äåëèòåëè íå îêàçûâàþò

âëèÿíèÿ íà âåëè÷èíó s(m) .

Îáîçíà÷èì v>t(n) êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n ,

áîëüøèõ t . Îáîçíà÷èì N(M) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p ïîëîâèíà

ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë p− 1 äîñòàòî÷íî âåëèêà.

Òåîðåìà 2.1. [29] Äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 13) , è t = x
1−ε
2e

N(p ≤ x | v(p− 1) ∈ [(1− ε)lnlnx, (1 + ε)lnlnx], v>t(p− 1) >
1

2
v(p− 1))

=
x

lnx
+ o(

x

lnx
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = (p ≤ x|v(p− 1) ∈ [(1− ε)lnlnx, (1 + ε)lnlnx]).

Ïî òåîðåìå 7.2 íà ñòðàíèöå 188 [93] N(M) = x
lnx+o(

x
lnx) . Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

íàøåé òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

N(p ∈M |v≤t(p− 1) >
1

2
v(p− 1)) = o(

x

lnx
).

Êàê äîêàçàíî íà ñòðàíèöå 189 [93], ÷èñëî ïðîñòûõ p , íå ïðåâîñõîäÿùèõ x , äëÿ

êîòîðûõ âñå ïðîñòûå äåëèòåëè p − 1 íå ïðåâîñõîäÿò y = e
lnx

lnlnx åñòü o( x
lnx) .

Çíà÷èò, èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ èõ ìîæíî îòáðîñèòü. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìóþ

âåëè÷èíó ìîæíî îöåíèòü êàê

∑
N(p ≤ x|p, p− 1

n
- ïðîñòûå) <

<
∑

N(r <
x

n
|r, rn+ 1- ïðîñòûå),
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ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì íàòóðàëüíûì n , óäîâëåòâîðÿþùèì

íåðàâåíñòâàì n < x
y , v≤t(p− 1) > 1

2v(p− 1), v(p− 1) ∈ [(1− ε)lnlnx, (1 + ε)lnlnx].

Ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåé ñóììå ìîæíî îöåíèòü ïî òåîðåìå 4.2 íà ñòðàíèöå 54 [93]

ïðè s = 2 . Ïîëó÷èì:

<
∑ xn

nln2 xnφ(n)
<

< cx
∑ 1

φ(n)ln2 xn
<

<
cx

ln2y

∑ 1

φ(n)
.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî òåì æå íàòóðàëüíûì n . Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ ôóíêöèè Ýéëåðà è èçâåñòíûìè îöåíêàìè ñóìì ïî

ïðîñòûì ÷èñëàì (ñì. [93] òåîðåìà 4.1. íà ñòðàíèöå 28).

≤ cx

ln2y

∑(∑
p<x

∑∞
i=1

1
φ(pi)

)k− 1−ε
2 lnlnx (∑

p≤t

∑∞
i=1

1
φ(pi)

) 1−ε
2 lnlnx

(k − 1−ε
2 lnlnx)!(

1−ε
2 lnlnx)!

Çäåñü a! = [a]! , à ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî k ∈ [(1− ε)lnlnx, (1 + ε)lnlnx].

<
cx

(1−ε
2 lnlnx)! ln

2 y

∑
k∈[( 1−ε

2 )lnlnx,( 12+
3
2ε)lnlnx]

1

k!
(lnlnx+ c1)

k(lnlnt+ c2)
1−ε
2 lnlnx ≤

äëÿ íåêîòîðûõ àáñîëþòíûõ ïîñòîÿííûõ c1, c2 . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà,

ïîëó÷èì äëÿ ε1 =
1
2 −

3ε
2 > 0 ñëåäóþùóþ îöåíêó:

≤ cx

ln2y
(

2e

1− ε

lnlnt+ c2
lnlnx

)
1−ε
2 lnlnx

∑
k≤(1−ε1)lnlnx

(lnlnx+ c1)
k

k!

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ñóììû ñî ñòðàíèöû 191 [93].

Ïîëó÷èì:

≤ cxlnln2xln1−δx

ln2x
(

2e

1− ε

lnlnt+ c2
lnlnx

)
1
2 lnlnx
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Ïîñëåäíåå ïðè âûáðàííîì â óñëîâèè t åñòü o( x
lnx) .

Ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó ôóíêöèè Ýéëåðà óëó÷øàåò èçâåñòíóþ îöåíêó Ëàíäàó

äëÿ ïî÷òè âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Òåîðåìà 2.2. [31] Äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû c

N(n ≤ x|φ(n) > cn

lnlnlnn
) = x+ o(x)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â íà÷àëå,

N(n ≤ x|v(n) ∈ [(1− ε)lnlnx, (1 + ε)lnlnx]) = x+ o(x).

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòèõ n âûïîëíÿåòñÿ íóæíàÿ îöåíêà.

φ(n) = n
∏
p|n

(1− 1

p
) ≥ n

v(n)∏
i=1

(1− 1

pi
) = n

∏
p≤pv(n)

(1− 1

p
) >

Ïî òåîðåìå 4.1 íà ñòðàíèöå 28 [93], äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû c1

ïîëó÷èì îöåíêó:

> c1
n

lnpv(n)
>

c2n

ln(v(n)lnv(n))
>

cn

lnlnlnn
.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíû àññèìïòîòèêè êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ äåëèòåëåé

÷èñåë q − 1 , ãäå q - áîëüøîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà p− 1 .

Çàìåòèì, ÷òî, ââèäó î÷åâèäíîé îöåíêè s(n) ≤ log2n, ìàëåíüêèå ïðîñòûå

äåëèòåëè íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà âåëè÷èíó s(m) .

Èòàê, N(M) - êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðîñòûõ p ÷èñëà q−1 , ãäå

q � ”áîëüøèå” ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà p−1 , èìåþò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïðîñòûõ

äåëèòåëåé.

Òåîðåìà 2.3. [29] Äëÿ ëþáîãî ε > 0
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N

p ≤ x

∣∣∣∣∣∣∣
äëÿ âñåõ ïðîñòûõ q > e

ln x
ln ln xòàêèõ, ÷òî

p− 1

q
= n ∈ N,

âûïîëíåíî v(q − 1) ∈
[
(1− ε)lnln

x

n
, (1 + ε)lnln

x

n

]
 =

(1 + o(1))
x

lnx
.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.1. [29] Íàéäóòñÿ àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû C1, C2,

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ k, n ∈ N

N

(
p ≤ x

∣∣∣∣p− 1

n
= q - ïðîñòîå, v(q − 1) = k

)
< C1

x(n+ 1)(lnlnx
n + C2)

k+2

(k − 1)!φ(n(n+ 1))ln3 xn
+ o

(
x

n(lnx
n)

1
2 lnlnln

x
n

)
,

ïðè x
n → ∞, ïðè÷¼ì o íå çàâèñèò îò k è îò n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì p−1
n = q ≤ x−1

n = f(x). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M1 ÷èñåë p ≤ x , äëÿ êîòîðûõ p−1
n - ïðîñòîå è ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà

p−1
n −1 ìåíüøå y(f(x)) , ãäå y(z) = e

lnz
lnlnz . Îáîçíà÷èì N(x, y) ÷èñëî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x , âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò y .

Äëÿ îöåíêè ýòîé âåëè÷èíû ïðèìåíèì èçâåñòíóþ ëåììó Ðàíêèíà [93, Ëåììà 5.2,

�5, ãëàâà V]. Ïîëó÷èì:

N(M1) < N

q - ïðîñòîå
∣∣∣∣∣∣ q ≤ f(x),

 r | q − 1

r- ïðîñò
⇒ r ≤ y(f(x))


≤ N

m - íàòóðàëüíîå

∣∣∣∣∣∣ m ≤ f(x),

 r | m

r- ïðîñò
⇒ r ≤ y(f(x))


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≤ N(f(x), y(f(x))) < f(x)e−
ln2(

lnf(x)
ln2f(x)

)ln2f(x)

lnf(x) lnf(x)+ln( lnf(x)
ln2f(x)

)(1+o(1))

= o(f(x)e−
1
2 ln3f(x)ln2f(x)) = o(

x

n
e−

1
2 ln3(

x
n )ln2(

x
n )).

Çäåñü è äàëåå â ýòîì ïîäðàçäåëå lnk(x) îçíà÷àåò lnln · · · ln︸ ︷︷ ︸
k

(x). Ïîëó÷åííàÿ

îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M1 íå áîëüøå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â

ôîðìóëèðîâêå ëåììû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M2 ÷èñåë p ≤ x , äëÿ êîòîðûõ p−1
n - ïðîñòîå è

íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà p−1
n − 1 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ýòîãî ÷èñëà â

ñòåïåíè íå ìåíüøå 2. Òîãäà äëÿ p ∈ M2 \M1 ÷èñëî p−1
n − 1 äåëèòñÿ íà êâàäðàò

÷èñëà, íå ìåíüøåãî, ÷åì y(f(x)) . Ïîýòîìó

♯M2 \M1 ≤
∑

m≥y(f(x))

f(x)

m2
= O(

f(x)

y(f(x))
).

Çíà÷èò, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M2 \ M1 òàêæå íå áîëüøå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â

ôîðìóëèðîâêå ëåììû.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ ïðîñòûõ p èç ìíîæåñòâà, îïðåäåë¼ííîãî â óñëîâèè ëåììû 1,

èìååì:
p− 1

n
− 1 = pkm

(k−1),

ãäå pk - ïðîñòîå ÷èñëî, pk > y(f(x)) , à m(k−1) � íàòóðàëüíîå, òàêîå, ÷òî

v(m(k−1)) = k − 1 . Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ, m(k−1) < f(x)
y(f(x)) . Êîëè÷åñòâî

óêàçàííûõ â óñëîâèè ïðîñòûõ (çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâ M1,M2 ) íå ïðåâîñõîäèò

∑
m≤ f(x)

y(f(x)) ,v(m)=k−1

N

(
p ≤ x

∣∣∣∣∣ p,
p− 1

n
,
p−1
n − 1

m
− ïðîñòûå

)
. (2.1)

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå, ñîîòâåòñòâóþùåå íàòóðàëüíîìó m , ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

N

(
r ≤

[[
x−1
n

]
− 1

m

]∣∣∣∣∣ r, rm+ 1, (rm+ 1)n+ 1− ïðîñòûå

)
. (2.2)
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Ïðè (m,n+ 1) ̸= 1 ýòî 0 . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (m,n+ 1) = 1 .

Äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó èç ìåòîäà ðåøåòà

Ñåëüáåðãà.

Òåîðåìà 2.4. ([93, Òåîðåìà 2.4.6]) Ïóñòü ai, bi ∈ Z, i = 1, 2, . . . , s, ai ̸=
0, (ai, bi) = 1 . Ïðè i ̸= k, (ak, bk) /∈ {(±ai, bi), (±ai,−bi)} . Ïóñòü w(p) -

÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (a1u + b1)(a1u + b1) · · · (asu + bs) ≡ 0 (mod p) , à E =∏
1≤i≤s ai

∏
1≤i<k≤s(aibk − akbi) .

Òîãäà ïðè N ≥ 2 èìååò ìåñòî îöåíêà

N (u ≤ N ||aiu+ bi| − ïðîñòûå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s) <

c(s)
N

lnsN

∏
p|E

(
1− 1

p

)−(s−w(p))

,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c(s) çàâèñèò òîëüêî îò s .

Ïðèìåíèì ýòó òåîðåìó ïðè s = 3, (ai, bi) ∈ {(1, 0), (m, 1), (mn, n+1)} . Òîãäà
E = m2n(n+ 1)(m(n+ 1)−mn) = m3n(n+ 1) . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî[[

x−1
n

]
− 1

m

]
<

x

mn
,

èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó âûðàæåíèÿ (2.2)

≤ C1
x

mnln3 x
mn

∏
p|E

(
1− 1

p

)−(3−w(p))

,

ãäå w(p) - ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ x(mx+ 1)(mnx+ n+ 1) ≡ 0 (mod p). Åñëè

p | m, òî w(p) = 1 . Åñëè p - m, p | n , òî w(p) = 2 . Åñëè p | n + 1 (à çíà÷èò,

p - m, p - n ), òî w(p) = 2 . Ïîýòîìó óêàçàííóþ îöåíêó ìîæíî ïðîäîëæèòü

≤ C1
x

mnln3 x
mn

∏
p|m

(
1− 1

p

)−2 ∏
p|n(n+1),p-m

(
1− 1

p

)−1
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≤ C1
xm2n(n+ 1)

mnln3 x
mnφ

2(m)φ(n(n+ 1))
.

Òåïåðü âñþ ñóììó (2.1) ìîæíî îöåíèòü òàê:

≤ C1
x(n+ 1)

φ(n(n+ 1))

∑
m≤ f(x)

y(f(x)) ,v(m)=k−1

m

φ2(m)ln3 x
mn

.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ z
y(z) âîçðàñòàåò, òî ýòó îöåíêó ìîæíî ïðîäîëæèòü òàê:

< C1
x(n+ 1)

φ(n(n+ 1))

∑
m≤ x

ny( xn )
,v(m)=k−1

m

φ2(m)ln3 x
mn

< C1
x(n+ 1)

φ(n(n+ 1))ln3(y(xn))

∑
m≤ x

ny( xn )
,v(m)=k−1

m

φ2(m)

< C1

x(n+ 1)(lnlnx
n)

3

φ(n(n+ 1))ln3(xn)

1

(k − 1)!

 ∑
p< x

ny( xn )

∞∑
i=1

pi

φ2(pi)


k−1

= C1

x(n+ 1)(lnlnx
n)

3

φ(n(n+ 1))ln3(xn)

1

(k − 1)!

 ∑
p< x

ny( xn )

(
p

(p− 1)2
+

∞∑
i=2

1

p(i−2)(p− 1)2

)
k−1

.

Òàê êàê ∑
p

∞∑
i=2

1

p(i−2)(p− 1)2
=
∑
p

1

(p− 1)2
1

(1− 1
p)
<∞,

à∑
p<A

p

(p− 1)2
=
∑
p<A

1

p

(
1 +

1

p− 1

)2

=
∑
p<A

1

p

(
1 +

2

p− 1
+

1

(p− 1)2

)
≤ lnlnA+ C

äëÿ íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C , òî íàøó îöåíêó ìîæíî ïðîäîëæèòü

≤ C1

x(n+ 1)(lnlnx
n)

3

φ(n(n+ 1))ln3(xn)

1

(k − 1)!

(
lnln

x

ny(xn)
+ C2

)k−1
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≤ C1

x(n+ 1)(lnlnx
n)

3

φ(n(n+ 1))ln3(xn)

1

(k − 1)!

(
lnln

x

n
+ C2

)k−1

.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.2. (Ýðä¼ø [93, ãë.V �7]) Äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû C è

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0, òàêîå, ÷òî∑
k∈N,k ̸∈[(1−ε)lnlnz,(1+ε)lnlnz]

(lnlnz + C)k+2

(k − 1)!
= O(ln1−δ(ε)z)

ïðè z → ∞ .

Ïðèìåíÿÿ ýòó ëåììó ñ çàìåíîé z íà x
n , èç ëåììû 2.1 ñóììèðîâàíèåì ïî k

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.3. [29] Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

n ∈ N, n ≤ x
y(x) âûïîëíåíî

N

(
p ≤ x

∣∣∣∣p− 1

n
= q - ïðîñòîå, v(q − 1) ̸∈ [(1− ε)lnln

x

n
, (1 + ε)lnln

x

n
]

)

= o

(
x(n+ 1)

φ(n(n+ 1))ln2+δ(ε) x
n

)
ïðè x→ ∞ , ãäå o íå çàâèñèò îò n .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî

óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

N

p ≤ x

∣∣∣∣∣∣∣
ñóùåñòâóåò ïðîñòîå q > y(x) òàêîå, ÷òî

p− 1

q
= n ∈ N, è

v(q − 1) ̸∈
[
(1− ε)lnln

x

n
, (1 + ε)lnln

x

n

]
 =

= o

(
x

ln1+δ1x

)
,
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ãäå êîíñòàíòà δ1 > 0 .

Óêàçàííîå êîëè÷åñòâî ìîæíî îöåíèòü ïî ëåììå 2.3 ñóììèðîâàíèåì ïî n ≤ x
y(x) .

Èñïîëüçóÿ îöåíêó Ëàíäàó äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà, ïîëó÷èì äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0

ñëåäóþùóþ îöåíêó ýòîé âåëè÷èíû:

o

 ∑
n≤ x

y(x)

x(n+ 1)

φ(n(n+ 1))ln2+δ x
n

 = o

xlnlnx ∑
n≤ x

y(x)

1

nln2+δ x
n

 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì s > 1 , òàê êàê y(x) < x , èìååì∑
2≤n≤ x

y(x)

1

nlns xn
≤
∫ x

y(x)

1

dt

tlns xt
≤
∫ x

y(x)

zxdz

xz2lnsz
=

∫ x

y(x)

dlnz

lnsz
= O

(
1

lns−1y(x)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå êîëè÷åñòâî ìîæíî îöåíèòü òàê:

o

(
xlnlnx

(lnlnx)1+δ

ln1+δx

)
= o

( x

ln1+δ1x

)
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî òåìè æå ñðåäñòâàìè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû

äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë èç äåðåâà ÷èñëà n , îòñòîÿùèõ îò n íà ïîñòîÿííîå, òî åñòü

íå ðàñòóùåå ñ ðîñòîì n ÷èñëî çâåíüåâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì òàêèõ

îöåíîê äëÿ îñòàëüíûõ óçëîâ äåðåâà n íåîáõîäèìî â ìåòîäå Ñåëüáåðãà ïîëó÷èòü

áîëåå òî÷íóþ è ýôôåêòèâíóþ çàâèñèìîñòü îò êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé. Ïðàêòè÷åñêèå âûâîäû èç ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû ñëåäóþùèå:

1. Òåîðåìà î ñâÿçè ñëîæíîñòåé çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

è Äèôôè-Õåëëìýíà è ïðåäïðèíÿòûå èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè ìàêñèìàëüíîé

äëèíû äåðåâà Ïðàòòà ñâèäåòåëüñòâóþò î íàä¼æíîñòè ïðîòîêîëà îòêðûòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Äèôôè-Õåëëìýíà ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ñëîæíîñòè

çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â òîé æå ãðóïïå.

2. Äëÿ ñòîéêîñòè çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî

ïðåäëîæåííîé â ïåðâîé ãëàâå àòàêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàðêåðîâ ñëåäóåò âûáèðàòü

òàêèå ïðîñòûå çíà÷åíèÿ p ïîðÿäêîâ èñïîëüçóåìûõ ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ p−1 èìååò

”áîëüøîé” ïðîñòîé äåëèòåëü.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïå êîíå÷íîãî ïîëÿ èìååòñÿ àëãîðèòì ñ ôàêòîðíîé áàçîé. Ýòîò

àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàí¼í è íà ñëó÷àé ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà, áîëüøåãî, ÷åì äâà [?]. Ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ, ðîä êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå, íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì çàùèòû èíôîðìàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå

ðàáîòàþò òîëüêî àëãîðèòìû îáùåãî ïðèìåíåíèÿ, íàèëó÷øèì èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ñåé÷àñ àëãîðèòì Ïîëëàðäà ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè ïîðÿäêà êîðíÿ èç

÷èñëà ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû.

Çàäà÷à îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à âîçíèêàåò ïðè èíèöèàöèè ñåàíñà

çàùèù¼ííîé ñâÿçè. Åñëè çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, ïðèâëåêàþùàÿ ê

ñâîåìó ðåøåíèþ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòèêîâ, îêàæåòñÿ äèñêðåäèòèðîâàííîé

� õîòåëîñü áû èìåòü åé çàìåíó. Ïîñòðîåíèþ òàêîé çàìåíû íà îñíîâå çàäà÷è

ôàêòîðèçàöèè ïîñâÿùåíà âòîðàÿ ãëàâà.
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Ãëàâà 3

Èñïîëüçîâàíèå íåêîììóòàòèâíîé

îïåðàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì çàùèòû

èíôîðìàöèè

Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñõåì îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

êëþ÷åé îñíîâàíû íà ñòîéêîñòè çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Ýòà

çàäà÷à äàâíî ïðèòÿãèâàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàòåëåé è èìååò äëÿ

ñâîåãî ðåøåíèÿ ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, ñðåäè êîòîðûõ ïîêà íåò ïîëèíîìèàëüíîãî.

Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîé çàìåíû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ñõåìå

îòêðûòîãî ðàñêëþ÷åé � î÷åíü âàæíàÿ çàäà÷à ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ

íàä¼æíûõ ñèñòåì çàùèòû èíôîðìàöèè. Â 1993ã. Â. Ì. Ñèäåëüíèêîâûì â

ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ àâòîðîì äèññåðòàöèè áûëà âûñêàçàíà àëüòåðíàòèâíàÿ

èäåÿ: èñïîëüçîâàòü íåêîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ. Îäíàêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ

îïåðàöèé, ñïîñîáíûõ îáåñïå÷èòü ðàáîòó è ñòîéêîñòü òàêèõ ñõåì îòêðûòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à, õîòÿ áû îòíîñèòåëüíî ïðîñòåéøèõ ïîäõîäîâ, ïîêà íàéäåíî

íå áûëî. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåä¼í êðèïòîàíàëèç è ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå

ïðèìåðû òàêèõ îïåðàöèé.

Â ãëàâå îáñóæäàåòñÿ ïðåäëîæåííûé Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâûì ñïîñîá âûðàáîòêè

"îòêðûòîãî"êëþ÷à, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ íåêîììóòàòèâíûõ

ãðóïï. Ðàññìîòðåíû ÷åòûðå âàðèàíòà [35]: ìàòðè÷íûå ãðóïïû, ýëëèïòè÷åñêèå
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ìîäóëè, êîëüöî, ïîëó÷åííîå ôàêòîðèçàöèåé êîëüöà àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðîãî

êîíå÷íîãî ïîëÿ, à òàêæå îïåðàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëà ñòåïåííîãî âû÷åòà.

Îöåíåíà ñëîæíîñòü âñêðûòèÿ ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì ñõåì è ïîêàçàíî, ÷òî

ñòîéêîñòü ïåðâûõ òð¼õ èç íèõ íåâûñîêà. Çàòåì ïðåäëîæåíà íîâàÿ îïåðàöèÿ

(âàðèàíò 4) [37]. Àòàêè, îêàçàâøèåñÿ ýôôåêòèâíûìè â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ äëÿ

ýòîé îïåðàöèè íåâîçìîæíû.

Îïèñàíèå ñèñòåìû ïðåäëîæåííîé â [35].

Â îòêðûòîì äîñòóïå èìååòñÿ îïèñàíèå íåêîòîðîé ãðóïïû G è äâóõ åå

êîììóòàòèâíûõ ïîäãðóïï H è R , ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íå åäèíè÷íûå

ýëåìåíòû h ∈ H, r ∈ R íå êîììóòèðóþò. Àáîíåíòû À è Â äëÿ âûðàáîòêè îáùåãî

ñåêðåòíîãî êëþ÷à ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäûé èç íèõ íåçàâèñèìî

äðóã îò äðóãà ñëó÷àéíî âûðàáàòûâàåò ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç H è R è â

ïîñëåäóþùåì äåðæèò èõ â ñåêðåòå: hA ∈ H, rA ∈ R äëÿ À, hB ∈ H, rB ∈ R

äëÿ Â. Äàëåå îíè íàõîäÿò ýëåìåíòû gA = hArA , gB = hBrB è îáìåíèâàþòñÿ

èìè ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè (è, òåì ñàìûì, äåëàþò èõ îáùåäîñòóïíûìè).

Äëÿ âûðàáîòêè îáùåãî êëþ÷à àáîíåíò À áåðåò ñâîè "ñåêðåòíûå"ýëåìåíòû hA, rA

è ïîëó÷åííûé ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè ýëåìåíò gB è îáðàçóåò ïðîèçâåäåíèå

hAgBrA. Àíàëîãè÷íî àáîíåíò Â îáðàçóåò ïðîèçâåäåíèå hBgArB. Èç îïðåäåëåíèé

âûòåêàåò, ÷òî

hAgBrA = hA(hBrB)rA = (hAhB)(rBrA) = (hBhA)(rArB) =

hB(hArA)rB = hBgArB = g

Òåì ñàìûì, îáùèé ñåêðåòíûé êëþ÷ g âûðàáîòàí.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè rA êîììóòèðóåò ñ hB ( rB êîììóòèðóåò ñ hA ), òî g = gAgB

( g = gBgA ) è, òåì ñàìûì, íå ÿâëÿåòñÿ ñåêðåòíûì. Åñëè âíåøíèé íàáëþäàòåëü

õî÷åò íàéòè ñåêðåòíûé êëþ÷ g , òî îí äîëæåí ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïî

èçâåñòíûì îïèñàíèÿì G,H,R è èçâåñòíûì ýëåìåíòàì gA ∈ G , gB ∈ G íàéòè

ýëåìåíò g = hAgBrA = hBgArB , íå çíàÿ ýëåìåíòîâ hA, rA, hB, rB . Åñòåñòâåííûé
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ïóòü äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è: ñíà÷àëà "ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè"èçâåñòíûé

ýëåìåíò gB ∈ G , (èëè gA ∈ G ), òî åñòü íàéòè åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

gB = hBrB, hB ∈ H, rB ∈ R

ñ íåèçâåñòíûìè hB, rB . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî èç-çà óñëîâèÿ

íåêîììóòàòèâíîñòè ýëåìåíòîâ èç H è R . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ñóùåñòâîâàëî

äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ

hBrB = h̃B r̃B,

òî òîãäà íååäèíè÷íûé ýëåìåíò h̃−1
B h̃B = r̃BrB

−1 ëåæàë áû â ïåðåñå÷åíèè H è

R , òåì ñàìûì, êîììóòèðîâàë áû è ñ H è ñ R . Ïóñòü ýòà çàäà÷à ðåøåíà. Òîãäà

âíåøíèé íàáëþäàòåëü áåðåò íàéäåííûå èì ýëåìåíòû hB ∈ H, rB ∈ R , èçâåñòíûé

ýëåìåíò gA ∈ G è íàõîäèò èíòåðåñóþùèé åãî êëþ÷ hBgArB .

Òàêèì îáðàçîì, ñòîéêîñòü îïèñàííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ

"ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè"â ãðóïïå G , òî åñòü ðåøåíèåì çàâåäîìî ñîâìåñòíîãî

óðàâíåíèÿ

g = hr, g ∈ G, h ∈ H, r ∈ R

ñ èçâåñòíûì g è íåèçâåñòíûìè h è r . Èíîãäà óäîáíåå ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàòü

â ñëåäóþùåì âèäå:

y = gx, g ∈ G, y ∈ H, x ∈ R (3.1)

ñ èçâåñòíûì g è íåèçâåñòíûìè y è x . Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ìåíÿåòñÿ

íåñóùåñòâåííî: äîáàâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ýëåìåíòà r - íàõîæäåíèå r−1 , ÷òî ïðè

çíàíèè ïîðÿäêà ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé.

Ðåçþìèðóåì äëÿ óäîáñòâà âñå òðåáîâàíèÿ íà ãðóïïû, âûòåêàþùèå èç

ñîîáðàæåíèé ðåàëèçàöèè ñèñòåìû è îöåíêè åå ñòîéêîñòè:
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1. Ñâîéñòâà ãðóïï H,R ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî âûðàáàòûâàòü ñëó÷àéíûå

ýëåìåíòû èç H è R .

2. Ñâîéñòâà ãðóïï G,H,R ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäåíèÿ

ýëåìåíòîâ èç ýòèõ ãðóïï.

3. Ãðóïïà G òàêîâà, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïåðåäàâàòü ïî îòêðûòîìó

êàíàëó ñâÿçè åå ýëåìåíòû.

4. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàâåäîìî ñîâìåñòíîãî óðàâíåíèÿ (3.1) äîñòàòî÷íî

âûñîêà.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òðåáîâàíèå "ëþáûå íå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû h ∈ H, r ∈ R

íå êîììóòèðóþò"íå âêëþ÷åíî â ýòîò ñïèñîê. Äåëî â òîì, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå

î÷åíü ñèëüíîå è ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò êëàññ äîïóñòèìûõ ãðóïï. Îíî

ââåäåíî âûøå òîëüêî äëÿ óïðîùåíèÿ ïåðâîãî îïèñàíèÿ ñèñòåìû, ïîñêîëüêó

ãàðàíòèðóåò íåâîçìîæíîñòü ÿâíîãî âû-ðàæåíèÿ ñåêðåòíîãî ýëåìåíòà g ÷åðåç

èçâåñòíûå ýëåìåíòû gA è gB (â âèäå g = gAgB , èëè g = gBgA ). Â îáùåì

ñëó÷àå, êîãäà íå èñêëþ÷åíà âåðîÿòíîñòü âûáîðà êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ

rA è hB , rB è hA , ïðè àíàëèçå è îöåíêå ñòîéêîñòè ñèñòåìû íåîáõîäèìû

äîïîëíèòåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ. Ïðè ýòîì ñòîéêîñòü ñèñòåìû ïîíèæàåòñÿ èç-çà

íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé.

Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïðîïàäàåò ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà

ìíîæèòåëè, åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1). Íî ýòî íå ìåíÿåò ëîãèêè

îïèñàííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à g : äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè". Îáà ðàçíûõ ðàçëîæåíèÿ

äàþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò g . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

gB = hBrB = h̃B r̃B

ñ íåêîòîðûìè hB, h̃B ∈ H, rB, r̃B ∈ R . Òîãäà

c = h̃−1
B h̃B = r̃B r̃

−1
B ∈ H ∩R,
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è ýëåìåíò êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç H è R . Òîãäà

h̃BgAr̃B = (h̃Bc)gA(c
−1r̃B) = hBgArB = g.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé äàëüøå íå áóäåì ñëåäèòü çà âûïîëíåíèåì òðåáîâàíèÿ

î òîì, ÷òîáû ëþáûå íå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû h ∈ H, r ∈ R íå êîììóòèðîâàëè, à

äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) áóäåì èñêàòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå.

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñ öåëüþ

íàõîæäåíèÿ ãðóïï ñ âûñîêîé ñëîæíîñòüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ñ ó÷åòîì

òðåáîâàíèé 1-3.

Îáùèå çàìå÷àíèÿ î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (3.1).

1) Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) â ãðóïïå G̃ ,

ãîìîìîðôíîì îáðàçå ãðóïïû G,φ : G → G̃(H̃ = φ(H), R̃ = φ(R)) , â ñëó÷àå

åñëè èçîìîðôèçì G̃ ∼= G/Kerφ óñòàíîâëåí íå âûøå ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ â ãðóïïå G . Â ñàìîì äåëå, åñëè òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

ỹ = g̃x̃

ñ èçâåñòíûì g̃ è íåèçâåñòíûìè ỹ ∈ H̃, x̃ ∈ R̃, òî âíà÷àëå íàõîäèì êàêîé-íèáóäü

ýëåìåíò g ∈ G òàêîé, ÷òî

φ(g) = g̃.

Çàòåì ðåøàåì óðàâíåíèå

y = gx

â ãðóïïå G ñ íàéäåííûì g ∈ G è íåèçâåñòíûìè y ∈ H, x ∈ R . Ýòî ðåøàåò òàêæå

è ñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîñêîëüêó

φ(y) = φ(g)φ(x) = g̃φ(x).
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2) Åñëè ãðóïïà G ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó G1 , òî

ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå G→ G/G1 = Gφ ãðóïïû H è R îòîáðàçÿòñÿ â

íåêîòîðûå êîììóòàòèâíûå ïîäãðóïïû, ñîîòâåòñòâåííî Hφ
∼= H/H ∩ G1 è Rφ

∼=
R/R ∩G1 ãðóïïû Gφ . Óðàâíåíèå (3.1) ïðè ýòîì ïåðåéäåò â óðàâíåíèå

yφ = gφxφ, gφ ∈ Gφ (3.2)

ñ íåèçâåñòíûìè yφ ∈ Hφ, è xφ ∈ Rφ .

Åñëè îáîçíà÷èòü | G | ïîðÿäîê ãðóïïû G , òî î÷åâèäíî, ÷òî

| Gφ |=| G | / | G1 |, | Hφ |=| H | / | H ∩G1 |, | Rφ |=| R | / | R ∩G1 | .

Ïîýòîìó åñëè ãðóïïà G1 äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî óðàâíåíèå (3.2) ìîæåò ðåøàòüñÿ

ïðîùå ( êðóã ïîèñêà ñóæàåòñÿ ), ÷åì óðàâíåíèå (3.1). Ïîñëå òîãî, êàê óðàâíåíèå

(3.2) áóäåò ðåøåíî, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ìîæíî èñêàòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñìåæíûõ êëàññàõ.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå, ÷òîáû ãðóïïà G íå

ñîäåðæàëà íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, òî åñòü áûëà ïðîñòîé.

Öåëåñîîáðàçíîñòü ýòîãî òðåáîâàíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ åùå è òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,

÷òî ïðè åãî âûïîëíåíèè èìååì:

G′ = G;Gk = G, k ∈ N;C(G) = e,

ãäå G′ - êîììóòàòîð, a C(G) - öåíòð ãðóïïû G , òàê êàê âñå ãðóïïû, ñòîÿùèå â

ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G .

Çàìåòèì, ÷òî â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî òå ýëåìåíòû

èç ãðóïïû G , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûìè êîíå÷íûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

ýëåìåíòîâ ãðóïï H è R . Ïîýòîìó óñëîâèå ïðîñòîòû áîëåå åñòåñòâåííî

íàêëàäûâàòü íà ïîäãðóïïó P , ïîðîæäåííóþ ýòèìè ïðîèç-âåäåíèÿìè (åñëè K -

íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G , òî K ∩ P - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â P ).
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Ïîëåçíûì ïðèåìîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê

êîììóòàòèâíûì ðàñøèðåíèÿì ïîäãðóïï H è R . Åñëè â ãðóïïå G ñóùåñòâóþò

òàêèå êîììóòàòèâíûå ïîäãðóïïû He è Re , ÷òî

H ⊂ He, R ⊂ Re,

òî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè, èëè ðåøèòü óðàâíåíèå (3.1) â íåèçâåñòíûõ y ∈
He è x ∈ Re , ìîæåò áûòü ïðîùå, ÷åì â íåèçâåñòíûõ y ∈ H è x ∈ R

(ðàñøèðÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåøåíèé è ìîæåò óïðîñòèòüñÿ ñòðóêòóðà ïîäãðóïïû).

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåêðåòíûé ýëåìåíò g ìîæåò áûòü âûðàæåí òàêæå è

÷åðåç íåêîòîðûå ìíîæèòåëè èç He è Re , à íå òîëüêî èç H è R . Â ñàìîì äåëå,

ïóñòü

gB = hBrB = h̃B r̃B, hB ∈ H, rB ∈ R, h̃B ∈ He, r̃B ∈ Re,

òîãäà

h̃−1
B hB

−1 = r̃−1
B rB

−1 = c ∈ He ∩Re,

ãäå ýëåìåíò ñ êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç He è Re . Ïîýòîìó

h̃BgAr̃B = (h̃Bc)gA(c
−1r̃B) = hBgArB = g.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîæíî îñëàáèòü òðåáîâàíèå íà H è R . Äîñòàòî÷íî

òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: He ⊃ H,Re ⊃ R - òàêèå ðàñøèðåíèÿ,

÷òî ëþáîé ýëåìåíò c ∈ He ∩ Re êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç H è R .

Òîãäà ðàçëîæåíèå èçâåñòíîãî ýëåìåíòà gB íà ìíîæèòåëè èç He è Re ïðèâîäèò

òåì æå ìåòîäîì ê íàõîæäåíèþ ñåêðåòíîãî ýëåìåíòà g .

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîäãðóïïû òîæå ìîæíî íàëîæèòü åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå,

÷òîáû èõ íåëüçÿ áûëî ðàñøèðèòü ñ ñîõðàíåíèåì êîììóòàòèâíîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

77



îáðàòíîãî ýëåìåíòà (ïðè ýòîì âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ãðóïïû ñòàíîâÿòñÿ

ïîëóãðóïïàìè), òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), èëè óðàâíåíèÿ xy = g , íå ïðèâîäèò

â îáùåì ñëó÷àå ê íàõîæäåíèþ êëþ÷à.

Äëÿ íà÷àëà áûëî ïðåäïðèíÿòî èññëåäîâàíèå õîðîøî èçâåñòíûõ

íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï ñ öåëüþ âûÿâèòü âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ â

ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé.

Âàðèàíò 1. Ãðóïïà ìàòðèö.

Ïóñòü G - ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n íàä íåêîòîðûì ïîëåì

K, R = ⟨A⟩, H = ⟨B⟩ - öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ïîðîæäåííûå íåâûðîæäåííûìè

ìàòðèöàìè èç G : A è B ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèå (3.1) áóäåì ðåøàòü â

ñëåäóþùèõ ðàñøèðåíèÿõ ïîäãðóïï H è R : Re - âñå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû

âèäà
∑n−1

i=0 xiA
i, xi ∈ C, i = 0, 1, ..., n − 1, è îáðàòíûå ê íèì; He - âñå

íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû âèäà
∑n−1

i=0 yiB
i, yi ∈ C, i = 0, 1, ..., n − 1 è îáðàòíûå

ê íèì. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

n−1∑
i=0

yiB
i = D(

n−1∑
i=0

xiA
i) (3.3)

ñ èçâåñòíîé ìàòðèöåé D âèäà BbAa; b, a ∈ Z è íåèçâåñòíûìè xi, yi ∈ K, i =

0, 1, ..., n− 1, j = 0, 1, ..., n− 1.

Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñâîåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà

χ(t) = det(A− tE) =
n∑

i=0

a0i t
i, ai

0 ∈ C, a00 = detA ̸= 0, a0n = 1,

òî åñòü

χ(A) =
n∑

i=0

a0iA
i = 0.

Êðîìå òîãî, äëÿ ìàòðèöû
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A′ = − 1

a00

n−1∑
i=0

a0i+1A
i

èìååì

A′A = − 1

a00

n∑
i=1

a0iA
i = − 1

a00
(χ(A)− a00E) = E,

îòêóäà A′ = A−1 .

Ïîýòîìó ëþáàÿ öåëàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû A ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ìàòðèö E,A, . . . , An−1 íàä K . Ïîýòîìó ìàòðè÷íîå óðàâíåííèå (3.3)

çàâåäîìî ðàçðåøèìî.

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (3.3) â ñêàëÿðíîé çàïèñè ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé èç n2

ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ïîëå K îòíîñèòåëüíî 2n íåèçâåñòíûõ xi, yj ,

ñâÿçàííûõ óñëîâèåì, ÷òî ìàòðèöû
∑n−1

i=0 xiA
i,
∑n−1

j=0 yjB
j - íåâûðîæäåíû. Õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:

n−1∑
i=0

xiλ
i ̸= 0 äëÿ ëþáîãî λ - ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A , (3.4)

n−1∑
j=0

yjµ
j ̸= 0 äëÿ ëþáîãî µ - ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B . (3.5)

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.1) ñâåäåíî ê ñèñòåìå èç n2

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (3.3) è k + 1 íåðàâåíñòâ (3.4), (3.5), ãäå k, l - ÷èñëî

ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö A è B ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî

÷èñëî îïåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íå ïðåâîñõîäèò O(n3) , ïîñêîëüêó äëÿ

íàõîæäåíèÿ áàçèñà ðåøåíèé ñèñòåìû (3.3) òðåáóåòñÿ íå áîëåå ÷åì (2n)3 îïåðàöèé,

à íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (3.4),(3.5) ïðîèçâîäèòñÿ

ïóòåì ïðîâåðêè ýòèõ óñëîâèé íà ýòîì áàçèñå.

Âàðèàíò 2. Ýëëèïòè÷åñêèå ìîäóëè.
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Ââåäåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü Fq, q = pm,m ∈
N, - êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì

ñòåïåíè n ïîëÿ Fq â âèäå A = Fq[T ]/(f), ãäå T - íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, a

f ∈ Fq[T ] - íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ïî T .

Ïîëå A îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ýíäîìîðôèçìàìè : x → ax, ãäå a ∈
A , è τ : x → xq (ýíäîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà). Ïîýòîìó è ëþáîé ôîðìàëüíî

ñîñòàâëåííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A îò ïåðåìåííîé τ ìîæåò áûòü

èíòåðïðåòèðîâàí êàê ýíäîìîðôèçì ïîëÿ A . Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

A[τ ] ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ýíäîìîðôèçìîâ, â êîòîðîì

ìíîãî÷ëåíû a, τ ∈ A[τ ] ïåðåìíîæàþòñÿ ñ ó÷åòîì ïðàâèëà τa = aqτ , ÷òî

ïîçâîëÿåò íàéòè è ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Êîëüöî A[τ ] ÿâëÿåòñÿ

íåêîììóòàòèâíûì êîëüöîì.

Î÷åâèäíî, τ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íàä Fq îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â ïîëe A :

τ(αa+ βb) = ατ(a) + βτ(b), α, β ∈ Fq . Ñëåäîâàòåëüíî A[τ ] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê êîëüöî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà A .

Îïðåäåëåíèå. (ñì. [121]) Ýëëèïòè÷åñêèì ìîäóëåì ðàíãà r íàçûâàåòñÿ

ãîìîìîðôèçì φ êîëüöà A â êîëüöî A[τ ] òàêîé, ÷òî φ(b) = b ïðè ëþáîì b ∈ Fq ,

è ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà φ(T ) ïî ïåðåìåííîé τ ðàâíà r .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû

îáðàç φ(f(T )) íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f(T ) îïðåäåëÿþùåãî ïîëå A

áûë íóëåâûì îïåðàòîðîì (íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíîì èç êîëüöà A[τ ] êðàòíûì

õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó îïåðàòîðà τ ). Î÷åâèäíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèé

ìîäóëü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ýëåìåíòà φ(T ) ∈ A[τ ] .

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A âûïîëíåíî degTφ(a) ≤ n −
1, degτφ(a) ≤ r(n − 1). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì íà

îñíîâå ýëëèïòè÷åñêèõ ìîäóëåé ïîëîæèì G = A[τ ] , ðàññìàòðèâàåìîì êàê êîëüöî

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà A , H = φβ(A), R = φα(A) äëÿ íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ ìîäóëåé φα, φβ . A - ïîëå, à ãîìîìîðôèçì ïåðåâîäèò îáðàòíûé
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ýëåìåíò â îáðàòíûé, ïîýòîìó H è R ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûìè ãðóïïàìè.

Ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì, êàæåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðåäûäóùåé,

ââèäó òîãî, ÷òî ïîäãðóïïû H è R íå ÿâëÿþòñÿ â íåé öèêëè÷åñêèìè, êàê ýòî

áûëî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Îäíàêî èõ ñòðîåíèå òàêæå äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ÷òî

ïîçâîëÿåò ëåãêî ðåøàòü óðàâíåíèå (3.1).

Òàê êàê ãîìîìîðôèçì φα ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ è îñòàâëÿåò íà

ìåñòå ýëåìåíòû èç Fq , à ïîëå A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä Fq

c áàçèñîì 1, T, . . . , T n−1 , òî ìíîæåñòâî φα(A) = ⟨1, φα(T ), . . . , (φα(T ))
n−1⟩Fq

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä Fq . Òîæå ñàìîå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî

è äëÿ ãîìîìîðôèçìà φβ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A

φα(a) =
n−1∑
i=0

xi(φα(T ))
i,

φβ(b) =
n−1∑
i=0

yi(φβ(T ))
i,

ãäå xi, yi ∈ Fq, i = 0, 1, . . . , n− 1 è óðàâíåíèå (3.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(
n−1∑
i=0

yi(φβ(T ))
i) = D(

n−1∑
i=0

xi(φα(T ))
i), (3.6)

ãäå ýëåìåíòû

(φα(T ))
i, (φβ(T ))

i, i = 0, 1, . . . , n− 1, D = φβ(a)φα(b) ∈ A[τ ] (3.7)

èçâåñòíû, à xi, yi ∈ Fq - íåèçâåñòíû.

Ýëåìåíò τ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà n ìåðíîì âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå A , è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ìàòðèöû ðàçìåðà

n × n ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fq . Òîæå ñàìîå âûïîëíåíî è äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

(3.7). Ïðè÷åì, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âñå ýòè ëèíåéíûå îïåðàòîðû, à òàêæå

îïåðàòîðû, ïîëó÷åííûå íåòðèâèàëüíûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè íàä Fq
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îïåðàòîðîâ (φα(T ))
i, i = 0, 1, . . . , n− 1 , èëè îïåðàòîðîâ (φβ(T ))

i, i = 0, 1, . . . , n−
1 , ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê çàâåäîìî ðàçðåøèìóþ

ñèñòåìó èç n2 ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îò 2n íåèçâåñòíûõ xi, yi, i =

0, 1, . . . , n− 1 .

Îòìåòèì, ÷òî n äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî, ââèäó òîãî, ÷òî ïåðåäàâàåìûå ïî

êàíàëàì ñâÿçè ýëåìåíòû âèäà φβ(a)φβ(b) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè n −
1 ïî T è (rα + rβ)(n − 1) ïî τ , ãäå rα è rβ - ðàíãè ýëëèïòè÷åñêèõ ìîäóëåé

ñîîòâåòñòâåííî φα è φβ , è ïî ýòèì æå ïðè÷èíàì (rα + rβ)(n− 1) íå ìîæåò áûòü

ñëèøêîì áîëüøèì.

Âàðèàíò 3. Êîëüöî K = A[τ ]/τ t .

Ðàññìîòðèì êîëüöî K = A[τ ]/τ t , ãäå A[τ ] - êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò τ , âçÿòîå

èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, a t = 2k, k ∈ N\{1}, t > n .

Ýëåìåíòàìè êîëüöà K ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûå êëàññû âèäà

x0 = x+ fτ t,

ãäå f ïðîáåãàåò ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå A[τ ] .

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ x1 è x2 ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

x1 ∗ x2 = x1x2. (3.8)

Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà

f =
t−1∑
i=0

aiτ
i ∈ A[τ ]

èìååì

τ tf = (
t−1∑
i=0

ai
qτ i)τ t = f̃ τ t,

ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ A[τ ] èìååì:

(x1 + f1τ
t)(x2 + f2τ

t) = x1x2 + f1τ
tx2 + x1f2τ

t + f1τ
tf1τ

t = x1x2 + f3τ
t, f3 ∈ A[τ ],
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è, òåì ñàìûì, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ (3.8) â êîëüöå K îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Êðîìå òîãî, îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â êîëüöå A[τ ] àññîöèàòèâíà, ïîýòîìó è îïåðàöèÿ

(3.8) òàêæå àññîöèàòèâíà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íèëüïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà K ÿâëÿþòñÿ òå è

òîëüêî òå ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò êîëüöà K , îòëè÷íûé îò íèëüïîòåíòíîãî, èìååò

îáðàòíûé ýëåìåíò.

Ïóñòü

f =
t−1∑
i=0

aiτ
i, ai ∈ A, a0 ̸= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí

f1 =
t−1∑
i=0

xiτ
i, xi ∈ A,

òàêîé, ÷òî

f 1 ∗ f = g, (3.9)

ãäå g - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ A . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ f1 è

f è ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ýòî óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìå èç t− 1

ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ A îòíîñèòåëüíî t

íåèçâåñòíûõ xi ∈ A, i = 0, 1, . . . , t − 1 . Ïóñòü x0i , i = 0, 1, . . . , t − 1 - êàêîå-ëèáî

íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, a i0 - ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé èíäåêñ äëÿ

êîòîðîãî x0i0 ̸= 0 . Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.9) ñîäåðæèò ýëåìåíò a0x
0
i0
τ i0 ,

ãäå a0x
0
i0
∈ \{0} , îòêóäà i0 = 0 è a0x

0
0 = g ̸= 0 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîãî÷ëåíà

f2 =
t−1∑
i=0

x0i g
−1τ i, x00g

−1 ∈ A{0},

f 2 ∗ f = g−1 ∗ f 1 ∗ f = g ∗ g−1 = gg−1 = e−1,
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ãäå e - åäèíèöà ïîëÿ Fq . Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç êîëüöà K , îòëè÷íûé

îò íèëüïîòåíòíîãî, îáëàäàåò ëåâûì îáðàòíûì ýëåìåíòîì, êîòîðûé, â ñâîþ

î÷åðåäü, òîæå íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì ýëåìåíòîì. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ

(ñì., íàïðèìåð, [117] ñòð. 31) ïîêàçûâàþò, ÷òî ëåâûé îáðàòíûé â ýòîì ñëó÷àå

ñîâïàäàåò ñ ïðàâûì îáðàòíûì ýëåìåíòîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ êîëüöà K , èìåþùèõ íåíóëåâîé

ñâîáîäíûé ÷ëåí, îáðàçóåò íåêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó K∗ . Âîçüìåì â êà÷åñòâå G

ãðóïïó K∗ . Ïîëó÷èì êîíå÷íóþ íåêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó, ýëåìåíòàìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fq îò äâóõ ïåðåìåííûõ T è τ

ñòåïåíè n− 1 ïî ïåðâîé è t− 1 ïî âòîðîé.

Îäíàêî óêàçàííàÿ ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñòîéêîé. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ

âñêðûòèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à äîñòàòî÷íî

ðåøèòü óðàâíåíèå

(
t−1∑
i=0

xiτ
i)(

t−1∑
i=0

aiτ
i) =

t−1∑
i=0

yiτ
i, (3.10)

èëè

(
t−1∑
i=0

(
t−1∑

k+l=i

xka
pk

l )τ i) =
t−1∑
i=0

yiτ
i, (3.11)

èëè
t−1∑

k+l=i

xka
pk

l = yi, i = 0, 1, . . . , t− 1, (3.12)

ãäå êîýôôèöèåíòû ai ∈ Fq èçâåñòíû, à xi, yi íåèçâåñòíû è äîëæíû áûòü

íàéäåíû òàêèìè, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû ïðèíàäëåæàëè îïðåäåë¼ííûì

çàðàíåå êîììóòàòèâíûì ïîäãðóïïàì. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (3.12) ëèíåéíû

îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò xi, yi è âñå èõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü âûïèñàíû â

âèäå ëèíåéíûõ âûðàæåíèé îò íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ, òî ñëîæíîñòü

äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ â òîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòèì óñëîâèÿì ïðèíàäëåæíîñòè.

Äîáèòüñÿ ýòîãî ïîêà íå óäàëîñü.
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Âàðèàíò 4. Ñèìâîë ñòåïåííîãî âû÷åòà.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà (G, ∗) ñ

ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìîé, àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé ∗ è äâóìÿ

êîììóòàòèâíûìè ïîäïîëóãðóïïàìè G1 , G2 , ïðè÷¼ì ýëåìåíòû èç ðàçíûõ

ïîäïîëóãðóïï ìåæäó ñîáîé íå êîììóòèðóþò.

Åù¼ ðàç íàïîìíèì ñõåìó. Àáîíåíòû A è B ñëó÷àéíûì, íåçàâèñèìûì äðóã

îò äðóãà îáðàçîì âûðàáàòûâàþò ñåêðåòíûå ýëåìåíòû a1 ∈ G1, a2 ∈ G2 è b1 ∈
G1, b2 ∈ G2 ñîîòâåòñòâåííî (ñåêðåòíûå ýëåìåíòû áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü

æèðíûìè áóêâàìè). Çàòåì îíè ïåðåäàþò äðóã äðóãó ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè

ïðîèçâåäåíèÿ a1 ∗a2 è b1 ∗ b2 . Îáùèé ñåêðåòíûé êëþ÷ àáîíåíòû è âû÷èñëÿþò

ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì k = a1 ∗ (b1 ∗ b2) ∗ a2 è k = b1 ∗ (a1 ∗ a2) ∗ b2 .
Ïðèìåð 1. Ïóñòü a ∗ b = ab

(
η(|a|)
µ(|b|)

)
p
, ãäå öåëûå a, b ñîñòîÿò èç äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë (÷òîáû íåëüçÿ áûëî áûñòðî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè),

η, µ - ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, |a| - ìîäóëü ÷èñëà
a , à ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñèìâîë ßêîáè. ßñíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü

âûïîëíåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ àññîöèàòèâíîñòè:

a ∗ (b ∗ c) =
(
η(|a|)
µ(|bc|)

)
a

(
η(|b|)
µ(|c|)

)
bc =

(
η(|a|)
µ(|b|)

)
ab

(
η(|ab|)
µ(|c|)

)
c = (a ∗ b) ∗ c

ßñíî, ÷òî ñåêðåòíàÿ ÷àñòü îáùåãî êëþ÷à k - ýòî çíàê. Îäíàêî, è îí â

äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí áëàãîäàðÿ ñëåäóþùèì äâóì ñâîéñòâàì

ðàññìàòðèâàåìîé îïåðàöèè:

a ∗ b ̸= b ∗ añëåäîâàòåëüíîa ∗ b = −b ∗ a, (3.13)

a ∗ (−b) = −a ∗ b (3.14)

Äåéñòâèòåëüíî,
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a1 ∗ a2 ∗ [−(b1 ∗ b2)] = a1 ∗ b1 ∗ a2 ∗ b2 = k.

Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî ïðåîäîëåâàòü èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû ïîäïîëóãðóïï

G1, G2 òàê, ÷òîáû ïðè a ∈ G1 è b ∈ G2 ïî a, b íåëüçÿ áûëî çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ âû÷èñëèòü çíàê â ðàâåíñòâå

a ∗ b = ±b ∗ a.

Îäíàêî ìû ïîñòóïèì èíà÷å. Ââåäåíèå îáîáùåííîãî ñèìâîëà ßêîáè ïîçâîëÿåò

óâåëè÷èòü îáú¼ì ñåêðåòíîé ÷àñòè.

Îáîçíà÷èì äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p : ξ = exp(2πi/p) . Â êîëüöå öåëûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë K = ⟨1, ξ, ..., ξp−2⟩Z êðóãîâîãî ïîëÿ Q(ξ) îáîçíà÷èì νJ()

- ïðîäîëæåíèå íà Q(ξ) J -àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ äëÿ ïðîñòîãî èäåàëà J

êîëüöà K , νp() - p -àäè÷åñêîå íîðìèðîâàíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q , à

N(J) = ♯(K/J) íîðìà èäåàëà J . Ïóñòü α, γ ∈ Q(ξ), νλ(γ) = 0 (òî åñòü λ íå

äåëèò ν ) , ãäå λ = 1−ξ . Îáîáù¼ííûé ñèìâîë ßêîáè ñòåïåíè p [122] îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì ïðîñòûì èäåàëàì:(

α

γ

)
p

=
∏
J -p,α

(α
J

)νJ(γ)
p

, ãäå
(α
J

)
p
= ξj ≡ α

N(J)−1
p (modJ)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 2 ýòî îáû÷íûé ñèìâîë ßêîáè è Ëåæàíäðà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü

a ∗ b = ab

(
η(a)

µ(b)

)
p

, (3.15)

ãäå a, b ∈ Q(ξ)\{0} , à η, µ - ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè íà Q(ξ)\{0} , òàêèå,
÷òî η(ξ), µ(ξ) = 1 . Àññîöèàòèâíîñòü ýòîé îïåðàöèè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî

ïðèìåðó 1. Ñâîéñòâî (3.13) äëÿ ýòîé îïåðàöèè íå âûïîëíÿåòñÿ, à ñâîéñòâî (3.14)

ïðèîáðåòàåò âèä
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a ∗ (ξtb) = ξta ∗ b, äëÿ ëþáîãî t ∈ N. (3.16)

Ñâîéñòâà îáîáù¼ííîãî ñèìâîëà ßêîáè õîðîøî èçâåñòíû (ñì. [122]).

Â ÷àñòíîñòè, êàê âèäíî óæå èç îïðåäåëåíèÿ, âûïîëíåíî ñâîéñòâî

ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïî âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó, êðîìå òîãî, âåðõíèé

èíäåêñ ìîæíî áðàòü ïî ìîäóëþ íèæíåãî. Âûïîëíåí òàê æå è çàêîí âçàèìíîñòè,

óñòàíîâëåííûé åù¼ Êóììåðîì, à èìåííî:

Òåîðåìà 3.1. (ñì.[122] ñòð.172) Ïóñòü

α = 1 + λ2u, u ∈ Q(ξ), νλ(u) ≥ 0,

β = 1 + λv, v ∈ Q(ξ), νλ(v) ≥ 0.

Òîãäà

(
α

β

)
p

(
β

α

)−1

p

= ξ
T (ξlogαDlogβ)

p ,

(
ξ

α

)
p

= ξ
T (logα)

p ,

ãäå T - ñëåä Qp(ξ) íàä Qp (Qp - p - àäè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë ),

logα = log(1 + λ2u) = λ2u− (λ2u)2/2 + (λ2u)3/3− ... ∈ Qp(ξ),

Dlogβ = β′/β ∈ Qp(ξ),

ãäå β′ - ôîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî λ .

Ñëåäñòâèå 3.1. (ñì.[123] ñòð.181) Åñëè p ≥ 3 , òî

α, β ∈ {1 + xλ(p+1)�2 | x ∈ Q(ξ), νλ(x) ≥ 0} ⇒
(
α

β

)
p

=

(
β

α

)
p

.
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Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè η, µ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç Q(ξ) , òî

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè (3.15) K\0 ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîììóòàòèâíîé

ïîëóãðóïïîé, ãäå 1 � äâóñòîðîííÿÿ åäèíèöà.

Ôóíêöèè η, µ ìîãóò áûòü óñòðîåíû, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(N(a)),

ãäå N(a) ∈ Z, à f - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ öåëîãî àðãóìåíòà, çàäàííàÿ íà

ïðîñòûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

f(q) =
∏

αq,

ãäå ñïðàâà ñòîèò åäèíèöà èëè ïðîèçâåäåíèå ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó íàáîðó

ýëåìåíòîâ èç Q(ξ) , çàâèñÿùèõ îò q è èìåþùèõ âèä

1± λα, α ∈ N. (3.17)

Ðàññìîòðèì ñèìâîë ßêîáè ñî âçàèìíî ïðîñòûìè âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñîì

òàêîãî âèäà. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåíè â âûðàæåíèè (3.17) äëÿ

âåðõíåãî è íèæíåãî èíäåêñà âçàèìíî ïðîñòû. Òàêîé ñèìâîë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí

íå áîëåå ÷åì çà (log(max{α, β})) ïåðåâîðîòîâ è âçÿòèé âåðõíåãî èíäåêñà ïî

ìîäóëþ íèæíåãî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ñòðóêòóðó

âåðõíåãî è íèæíåãî èíäåêñà è îíè îñòàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, à âçÿòèå ïî

ìîäóëþ ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ îäíîãî ïîêàçàòåëÿ íà äðóãîé ñ îñòàòêîì. Â ýòîé ñâÿçè,

â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ïîêàçàòåëåé, âñ¼ ñâåä¼òñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñèìâîëà âèäà(
2

1− λ

)
p

=

(
2

ξ

)
p

= 1

èëè (
2

1 + λ

)
p

=

(
2

2 + ξ

)
p

,

êîòîðûé ïîñëå îäíîãî ïåðåâîðîòà ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî îïðåäåëåíèþ, èñïîëüçóÿ

èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íîðìû è êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ - äåëèòåëåé ÷èñëà

2 (ñì. íàïðèìåð [123] ñòð. 179).
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Îäèí ïåðåâîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå îò p âðåìÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îòîáðàæåíèÿ ñëåäà T : K → Z ïðè 0 < i < p , èìååì

T (ξj) =

p−1∑
j=1

(ξj)i =

p−1∑
t=1

ξt = −1, T (1) =

p−1∑
j=1

1 = p− 1,

T (λi) = T ((1− ξ)i) = T (
i∑

k=0

Ck
i ξ

k(−1)k) =
i∑

k=0

Ck
i T (ξ

k)(−1)k =

= p−
i∑

k=0

Ck
i (−1)k = p.

Ïîñêîëüêó p = λp−1u , ãäå u ∈ K - îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî ïðè i ≥ p äëÿ

λi−pu = a0 + a1 + ...+ ap−2λ
p−2 ∈ K, ai ∈ Z , ïîëó÷èì

T (λi) = pT (λi−p+1u) = pT (a0λ+ a1λ
2 + ...+ ap−2λ

p−1) =

p(a0T (λ) + ...+ ap−2T (λ
p−1)) = p2qi, qi ∈ Z.

Ïîýòîìó p2 | T (λi) ïðè i ≥ p , òî åñòü ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çàêîíà

âçàèìíîñòè íå çàâèñèò îò ñòåïåíåé âûøå, ÷åì p− 1 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ p îïåðàöèÿ (3.15) ýôôåêòèâíî

âû÷èñëÿåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ìåòîäîì ïîëíîãî

ïåðåáîðà âîçìîæíûõ ñîìíîæèòåëåé ïîòðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïî p âðåìåíè

(êàæäûé ñîìíîæèòåëü ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåòü p êîýôôèöèåíòîâ).

Êîììóòèðóþùèå ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè óêàçàííîãî âûøå

ñëåäñòâèÿ èëè ñâîéñòâà (3.16). Ïóñòü

a ∗ b = ξtb ∗ a, a ∗ c = ξsc ∗ a

Òîãäà äëÿ d = b ∗ ... ∗ b︸ ︷︷ ︸ x ∗ c ∗ ... ∗ c︸ ︷︷ ︸ y
a ∗ d = d ∗ a⇔ xt+ ys ≡ 0(modp).
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Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ s, t äà¼ò êàê ìèíèìóì p

ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ p ïàð (x, y) .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëüøèõ p ïîäñ÷¼ò îáîáùåííîãî ñèìâîëà ßêîáè â îáùåì

ñëó÷àå - î÷åíü òðóäíàÿ çàäà÷à. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ å¼ ðåøåíèå äà¼ò ðåøåíèå

çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ([123] ñòð. 182). Îäíàêî äëÿ âåðõíèõ è

íèæíèõ èíäåêñîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîñòîé.

Ðàññìîòðèì öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà â ïðîñòîì êðóãîâîì ïîëå Q(ξ), ξ =

e
2πi
p , p - ïðîñòîå. Ïóñòü λ = 1− ξ . Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìûå â

Z[ξ] ýëåìåíòû ηi = 1− λi, i ≥ 1 . Èçâåñòíî, ÷òî ýòè ýëåìåíòû, âìåñòå ñ íåêîòîðîé

ñòåïåíüþ ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíûé áàçèñ

êîëüöà Z[ξ] , è äëÿ ëþáîãî z ∈ Z èìååì

1− zλ ≡ η1
e1(z) · · · · · ηp−1

ep−1(z)(modλp), (3.18)

ãäå 0 ≤ ei ≤ p− 1 .

Ãèïîòåçà.(îïóáëèêîâàíà â [38]) Ïóñòü z ∈ Z . en(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò

z , â êîòîðûé z âõîäèò òîëüêî â ñòåïåíÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ äåëèòåëÿìè n . Â ñëó÷àå

ïðîñòîãî n = q âåðíà ôîðìóëà:

eq(z) ≡
1

q
(zq − z)(modp).

Ýòà ãèïîòåçà íåäàâíî áûëà äîêàçàíà Ðàèí÷èê Â.Ñ. [39].

Â êà÷åñòâå èòîãà äàííîé ãëàâû ìîæíî íàçâàòü òî, ÷òî íàéäåíà îïåðàöèÿ äëÿ

ñõåìû òèïà Ñèäåëüíèêîâà, ñòîéêàÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíûõ àòàê, à òàêæå

äîñòàòî÷íî ëåãêî âû÷èñëèìàÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà âèäà (3.18).

Ïîìèìî îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé íîâûå êîíñòðóêöèè ìîæíî

ïðåäëîæèòü è äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîòîêîëàõ øèôðîâàíèÿ è íåêîòîðûõ äðóãèõ.

Ýòîìó ïîñâÿùåíû ñòàòüè [41, 42].
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Ãëàâà 4

Çàäà÷à Áðèçîëèñà

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè àíàëèçèðîâàëîñü èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ñõåìàõ îòêðûòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé. Â ýòîé ãëàâå

áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàíî èñïîëüçîâàíèå ýòîé çàäà÷è â ñõåìàõ øèôðîâàíèÿ è

ýëåêòðîííîé ïîäïèñè Ýëü-Ãàìàëÿ. Çàäà÷à âñêðûòèÿ ýòèõ ñõåì ñâåäåíà ê ðåøåíèþ

íåêîòîðîãî ñðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåíêè íà

÷èñëî ðåøåíèé. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, èçëîæåííûé â äàííîé ãëàâå ïîäõîä ñëåäóåò

ó÷èòûâàòü ïðè àíàëèçå ñòîéêîñòè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ, ïîñòðîåííûõ

íà îñíîâå ñõåìû Ýëü-Ãàìàëÿ. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû,

ìîæíî âûáîðîì ïàðàìåòðîâ ñíèæàòü ÷èñëî ðåøåíèé óêàçàííîãî ñðàâíåíèÿ.

Â 1985 ãîäó Ýëü-Ãàìàëü [8] ïðåäëîæèë îðèãèíàëüíûå ñõåìû øèôðîâàíèÿ è

ýëåêòðîííîé ïîäïèñè. Ñàìóþ áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïðèîáðåëà ñõåìà ýëåêòðîííîé

ïîäïèñè, íà îñíîâå êîòîðîé â äàëüíåéøåì áûëî ñîçäàíî î÷åíü ìíîãî

êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ çàäà÷

çàùèòû èíôîðìàöèè. Îäèí èç ïðèìåðîâ - ñòàíäàðò ýëåêòðîííîé ïîäïèñè ÖÁ ÐÔ,

îïèñàííûé íèæå.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, GF (p)∗ = ⟨g⟩ , òî åñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî

ìîäóëþ p .
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A B

k ∈R {1, ..., p− 1},
y ≡ gk (mod p)

� � � � � y � � � � �>

r ∈R {1, ..., p− 1},
t ≡ gr (mod p)

ïóñòü m � ñîîáùåíèå,

s � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

rs+ kt ≡ m (mod p− 1),

s ∈ {1, ..., p− 1}.
m,(s,t) -

t
?
∈ {1, ..., p− 1},

s
?
∈ {1, ..., p− 1},

gm
?≡ ytts (mod p).

Åñëè ïîñëåäíèå ïðîâåðêè âûïîëíåíû, òî ïîäïèñü ïðèíèìàåòñÿ, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íå ïðèíèìàåòñÿ.

Ïîäïèñü ñîîáùåíèÿ m , òî åñòü ïàðó (s, t) , ìîæåò ïðîâåðèòü ëþáîé æåëàþùèé,

òàê êàê âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðû ïåðåäàþòñÿ ïî îòêðûòîìó êàíàëó

ñâÿçè è íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå.

Êîíå÷íî, óìåíèå ïîäïèñûâàòü â ýòîì ïðîòîêîëå íå ñëîæíåå çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Îäíàêî âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ çàäà÷ ïîêà îòêðûò.

DSA (ñòàíäàðò ýëåêòðîííîé ïîäïèñè ÑØÀ)

Ïóñòü [?] p, q � ïðîñòûå ÷èñëà, q|p − 1 , g ∈ (Z/pZ)∗ � ýëåìåíò ïîðÿäêà q ,

ñîîáùåíèå m ëåæèò â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ñîîáùåíèé M . Õåø-ôóíêöèÿ h :
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M → Z∗
q .

A B

x ∈R Z/qZ,
y ≡ gx (mod p),

y� � � � � � � � � >

u ∈R Z/qZ\{1},
r ≡ gu (mod p) (mod q),

s ≡ u−1(h(m) + xr) (mod q),

Ïðîâåðêà (r, s) ̸= (0, 0).

(m,s,r) -

v ≡ s−1 (mod q),

0 < r < q?

0 < s < q?

r
?≡ gvh(m)yvr (mod p) (mod q).

Çäåñü ïîä ïåðâûì âçÿòèåì ïî ìîäóëþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîëó÷åíèå íàèìåíüøåãî

ïîëîæèòåëüíîãî âû÷åòà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ öèôðîâîé ïîäïèñè â ÃÎÑÒå Öåíòðàëüíîãî áàíêà ÐÔ 1996 ãîäà

èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñõåìà, ãäå âûðàæåíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ s çàìåíåíî íà

ñëåäóþùåå: s ≡ uh(m) + xr (mod q) , à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîâåðî÷íîå ðàâåíñòâî

âûãëÿäèò êàê r
?≡ gsh(m)−1

y−rh(m)−1

(mod p) (mod q) .

Îòìåòèì [19, 20] âàæíîñòü ïðîâåðêè íåðàâåíñòâ â ïîñëåäíåì øàãå ðàáîòû

ÃÎÑÒà. Äåëî â òîì, ÷òî, ðåøèâ ñ ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ ïðè

íåêîòîðîì c ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
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 r ≡ c (mod q)

r ≡ Rc (mod p),

ãäå R ≡ (gy−1)h(m)
−1

, ìû ïîëó÷èì ïàðó (s ≡ r (mod q), r) , óäîâëåòâîðÿþùóþ

ïðîâåðî÷íîìó ñîîòíîøåíèþ, ïðè÷¼ì 0 < r < pq, 0 < s < q .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû ïðè íåêîòîðîì c ýêâèâàëåíòíî

âûïîëíåíèþ ñðàâíåíèÿ

r ≡ Rr (mod p). (4.1)

Çíà÷èò, óìåíèå ðåøàòü ýòî ñðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r ∈ {1, . . . , q − 1} äàñò

âîçìîæíîñòü ïîäïèñûâàòü ëþáîå ñîîáùåíèå, òî åñòü îñóùåñòâëÿòü óíèâåðñàëüíóþ

ïîääåëêó. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ñðàâíåíèÿ íå ñâîäèòñÿ ñðàçó

ê çàäà÷å äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ, õîòÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ

Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ îíî ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíî äëÿ r ∈ {1, . . . , pq−
1} .

Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ äëÿ ñõåì öèôðîâîé ïîäïèñè Ýëü-Ãàìàëÿ è DSA

ïðèâîäÿò ê ñðàâíåíèþ âèäà r ≡ CRr (mod p), r ∈ {1, . . . , q − 1} , ÷òî ñíîâà

ïðèâîäèò ê ñðàâíåíèþ (4.1) ñ óñëîâèåì r = C1r
′, r′ ∈ {1, . . . , q − 1} .

Â êíèãå Ð.Ê. Ãè ”Íåðåø¼ííûå çàäà÷è òåîðèè ÷èñåë” [46] ïðèâîäèòñÿ

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, íàçûâàåìàÿ çàäà÷åé Áðèçîëèñà: äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p

ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g(modp) è öåëîå x : 1 ≤ x ≤ p − 1 òàêîå,

÷òî

x ≡ gx (mod p)?

Â 2003 ãîäó ïîÿâèëàñü äèññåðòàöèÿ Ì.Ë.Êýìïáåëë ”Î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ

äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ” [110], êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëñòâó òîãî, ÷òî

äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p ,

âçàèìíîïðîñòîé ñ p− 1 , òî åñòü
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(g, p− 1) = 1. (4.2)

Ýòè ïåðâîîáðàçíûå êîðíè äàþò ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

x ≡ Rx (mod p);x,R ∈ Z, (r, p) = 1, (4.3)

â âèäå x = g,R = gg
−1 (mod p−1) , ãäå R , î÷åâèäíî, òàêæå ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Áðèçîëèñà. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò îöåíêè

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, â ÷àñòíîñòè îöåíêó Ïîëèà-Âèíîãðàäîâà (ñì.[126],

ãëàâà 23), à òàêæå îáú¼ìíûå êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ. Âîïðîñ î ïîñòðîåíèè

êîíêðåòíûõ ðåøåíèé, à òàêæå îöåíêå èõ êîëè÷åñòâà, òåì ñàìûì, îñòàëñÿ

îòêðûòûì.

Â äàííîé ãëàâå [45] ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.3), à

òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó íà ÷èñëî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ (4.2) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà p − 1 íå ñîäåðæèò ”ìàëåíüêèõ” íå÷¼òíûõ

ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé.

Áóäåì îáîçíà÷àòü a (mod p) íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé âû÷åò ïî ìîäóëþ

p .

Ëåììà 4.1. [45] Ïóñòü d | p− 1

1) Óðàâíåíèå (4.3) íå èìååò ðåøåíèé ñðåäè ïàð (x,R) , òàêèõ, ÷òî ordpR | d,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî u0 ∈ {1, . . . , d− 1} âûïîëíåíî

(d, gu0
p−1
d (mod p)) - u0.

2)Óðàâíåíèå (4.3) íå èìååò ðåøåíèé ñðåäè ïàð (x,R) , òàêèõ, ÷òî ordpR = d,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî u0 ∈ {1, . . . , d− 1} âûïîëíåíî (d, gu0
p−1
d

(mod p)) ̸= (u0, d) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè çàïèñàòü x ≡ gu (mod p), u ∈ {1, . . . , p− 1}

R ≡ g
p−1
d k (mod p), k ∈ {1, . . . , d− 1},

òî ñðàâíåíèå (4.1) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî u ≡ p−1
d k(gu (mod p)) (mod p− 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u = u0
p−1
d , u0 ∈ {1, . . . , d− 1} è

u0 ≡ k(gu0
p−1
d (mod p)) (mod d). (4.4)

Çíà÷èò îòñóòñòâèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.3) îòíîñèòåëüíî (x,R) îçíà÷àåò

îòñóòñòâèå ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (4.4) îòíîñèòåëüíî k, u0 ∈ {1, . . . , , d − 1} (âî

âòîðîì ñëó÷àå (k, d) = 1 ).

Òåîðåìà 4.1. [45] Ïóñòü p, d - ïðîñòûå, d | p−1, d ≥ √
p+1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò

(x,R) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3), òàêîå, ÷òî ordpR = d .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.1, â ñëó÷àå ïðîòèâíîãî èìååì

(d, gu0
p−1
d (mod p)) ̸= (u0, d)

äëÿ ëþáîãî u0 ∈ {1, . . . , d− 1} , òî åñòü, ââèäó ïðîñòîòû d ,

d | gu0
p−1
d (mod p)

äëÿ ëþáîãî u0 ∈ {1, . . . , d−1} . Ïîýòîìó d(d−1) ≤ p−1 , îòêóäà d2−2d+1 < p ,

èëè d− 1 <
√
p , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàìå÷àíèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4.1 âåðîÿòíîñòü íàéòè u0,

òàêîå, ÷òî d - gu0
p−1
d (mod p) , ñëó÷àéíûì ïåðåáîðîì u0 ∈ {1, . . . , d − 1} íå

ìåíüøå

d− 1− p−1
d

d− 1
= 1− p− 1

d(d− 1)
,

÷òî, íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë Ñîôè-Æåðìåí (p = 2d− 1 , d - ïðîñòîå) î÷åíü áëèçêî

ê åäèíèöå.

96



Äàëåå ïî u0 áóäåì èñêàòü u, x,R .

Òåîðåìà 4.2. [45] Ïóñòü p = 2sq + 1 > 22
s

, ãäå p - ïðîñòîå, è âûïîëíåíî îäíî

èç äâóõ óñëîâèé:

1) q - ïðîñòîå íå÷¼òíîå, èëè

2) q - ëþáîå íå÷¼òíîå, q | ordp2 .
Òîãäà ñðàâíåíèå (4.3) âûïîëíåíî ïðè

x = 22
s

, R ≡ gqt+indg2(
q+1
2 )2

s−s

(mod p)

äëÿ ëþáîãî g - ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p , è t ∈ N . Êðîìå òîãî,

äëÿ t , ïðè êîòîðûõ ïîêàçàòåëü â ïîñëåäíåì ñðàâíåíèè íå÷¼òíûé, R áóäåò

ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíåíî q - indg2 , òàê êàê èíà÷å

22
s ≡ g2

sindg2 ≡ 1 (mod p) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïîýòîìó â ñëó÷àå 1)

(q, indg2) = 1 . Â ñëó÷àå 2) ýòî æå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè p−1
2s | ordp2 = p−1

(indg2,p−1)

âûïîëíåíî (indg2, p− 1) = 2t, t ∈ {1, . . . , s} .
Ïóñòü u0 ≡ 2sindg2 (mod p−1) èëè 22

s ≡ gu0 (mod p) , îòêóäà ñîîòâåòñòâåííî

(gu0 (mod p), p − 1) = 2s, (u0, p − 1) = 2s . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò k, (k, p −
1) = 1 , óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ u0 ≡ k(gu0 (mod p)) (mod p − 1) , êîòîðîå

ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ gu0 ≡ gk(g
u0 (mod p)) (mod p) , èëè

k ≡ u0
2s
(22

s−s)−1 (mod
p− 1

2s
),

k ≡ u0
2s
(
q + 1

2
)2

s−s (mod q),

k ≡ indg2(
q + 1

2
)2

s−s (mod q),

îòêóäà

R ≡ gk ≡ gindg2(
q+1
2 )2

s−s+qt (mod p)

äëÿ ëþáîãî öåëîãî t óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (4.3) ïðè x = 22
s

.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p , òî

s ∈ {1, 2} , ( s = 1 âûïîëíåíî q ≡ 1 (mod 4) ), èíà÷å 2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì

âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p . Ïîýòîìó âåðíî ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå:

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèþ òåîðåìû 4.2 óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ïðîñòûå p > 5 ,

äëÿ êîòîðûõ 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì.

Äåéñòâèòåëüíî, èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ ïðè p > 16

âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 4.2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ p ∈ {13, 11, 7} ÷èñëî 2

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì òîëüêî ïðè p = 11 , è â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå

òåîðåìû 4.2 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 4.3. [45] Ïóñòü p ≥ 5 ïðîñòîå, òîãäà àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî ïåðåáîðà

íå÷¼òíûõ ÷èñåë g ∈ {1, . . . , p − 1} âûäàñò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p ,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (4.2) ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå

1) 3φ(p−1)
p−1 − 1 ïðè p ≡ 1 (mod 4) .

2) 4φ(p−1)
p−1 − 7

4 −
1

2(p−1) ïðè p ≡ −1 (mod 4) .

Çàìå÷àíèå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà òàêèõ g åñòü (3φ(p−1)
p−1 −1)p−1

2

è (4φ(p−1)
p−1 − 7

4 −
1

2(p−1))
p−1
2 ñîîòâåòñòâåííî â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ.

Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ìîãóò îêàçàòüñÿ

îòðèöàòåëüíûìè è íè÷åãî íå äàäóò, òàê áóäåò, íàïðèìåð, ïðè p = 7 . Îäíàêî äëÿ

áîëüøèíñòâà ÷èñåë, èñïîëüçóþùèõñÿ â êðèïòîãðàôèè, òî åñòü òåõ, ó êîòîðûõ âñå

ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà p−1
2 âåëèêè, ýòè îöåíêè îêàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè,

íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë Ñîôè-Æåðìåí (φ(p− 1) = p−1
2 − 1 = p−3

2 ) , è ýëåìåíòàðíûå

âû÷èñëåíèÿ äàþò äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû â êà÷åñòâå íèæíåé îöåíêè íà

âåðîÿòíîñòü âåëè÷èíó 1
2 − 3

p−1 , à â êà÷åñòâå íèæíåé îöåíêè íà êîëè÷åñòâî

ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé � âåëè÷èíó p−7
4 . Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ

ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî 1
4 −

9
2(p−1) è p−19

8 . Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè íà âåðîÿòíîñòü

ïðè ýòîì âñåãäà ïîëîæèòåëüíûå, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ p ∈ {5, 7, 11} .
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Ïîñêîëüêó èñêîìûå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé p ñóùåñòâóþò

(ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 3, 5 è 7 ), òî èç ðàññìàòðèâàåìîé òåîðåìû ñëåäóåò:

Ñëåäñòâèå 4.1. [45] Ãèïîòåçà Áðèçîëèñà âåðíà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ Ñîôè-Æåðìåí.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ïðîñòûõ Ôåðìà, áîëüøèõ 3, òàê

êàê â ýòîì ñëó÷àå φ(p− 1) = p−1
2 .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî àíàëîãè÷íûå îöåíêè ðàáîòû [47] àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øå

ïîëó÷åííûõ â ýòîé òåîðåìå äëÿ ñëó÷àÿ p ≡ −1 (mod 4) , ïðàâäà, ýôôåêòèâíàÿ

ãðàíèöà, êîòîðóþ óäà¼òñÿ âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû ðàáîòû [47],

îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî áîëüøîé (íåñêîëüêî òûñÿ÷ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3. 1). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû

(k, p− 1) = 1, (k +
p− 1

2
, p− 1) = 1.

Çíà÷èò ÷èñëî g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà èì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî p − g . Çíà÷èò, ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ

ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïîðîâíó, òî åñòü φ(p−1)
2 . Ïóñòü M = {x | x ∈ {1, . . . , p −

1}, x -íå÷¼òíîå, (x, p− 1) > 1} . Òîãäà ♯M = p−1
2 − φ(p− 1) . Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü è (g, p− 1) = 1 , íå ìåíüøå

φ(p−1)
2 − [p−1

2 − φ(p− 1)]
p−1
2

=
3φ(p− 1)

p− 1
− 1.

2). Â ýòîì ñëó÷àå p = 2q + 1 , ãäå q - íå÷¼òíîå. Â ÷àñòíîñòè, (−1) - íåâû÷åò

ïî ìîäóëþ p .

Íàçîâ¼ì òî÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p ÷èñëî x , äëÿ êîòîðîãî (indpx, p−1) =

2 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû

(k, p− 1) = 1, (k +
p− 1

2
, p− 1) = 2.
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Çíà÷èò, ÷èñëî g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà p−g - òî÷íûé âû÷åò. Ïîýòîìó φ(p−1) - ÷èñëî òî÷íûõ, à p−1
2 −φ(p−1)

- ÷èñëî íåòî÷íûõ âû÷åòîâ. Îáîçíà÷èì S ÷èñëî íå÷¼òíûõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé

(èëè ÷¼òíûõ òî÷íûõ âû÷åòîâ). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü ñíà÷àëà 2 - íåâû÷åò (òî åñòü p−1
2 ≡ 1 (mod 4) ). Åñëè g = 2k(g) ∈

{1, . . . , p−1} - ÷¼òíûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü (÷èñëî òàêèõ g ðàâíî φ(p−1)−S ),
òî k(g) ∈ {1, . . . , p−1

2 } - âû÷åò. Îòñþäà, êñòàòè, ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî φ(p− 1)−S ≤
p−1
2 , òî åñòü S ≥ φ(p− 1)− p−1

2 , îäíàêî ýòà îöåíêà òðèâèàëüíà, òàê êàê ïðàâàÿ å¼

÷àñòü îòðèöàòåëüíà. Ñðåäè φ(p−1)−S òàêèõ k(g) òî÷íûõ âû÷åòîâ êàê ìèíèìóì

φ(p − 1) − S − (p−1
2 − φ(p − 1)) = 2φ(p − 1) − p−1

2 − S . Èç íèõ êàê ìèíèìóì

2φ(p − 1) − p−1
2 − 2S íå÷¼òíûõ. Ïîýòîìó ÷èñëî

p−1
2 −1

2 + 1 = p+1
4 íå÷¼òíûõ ÷èñåë

ñðåäè {1, . . . , p−1
2 } íå ìåíüøå 2φ(p− 1)− p−1

2 − 2S . Ïîýòîìó

2S ≥ 2φ(p− 1)− 3p− 1

4
,

òî åñòü

S ≥ φ(p− 1)− 3p− 1

8
.

Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü íàéòè ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

(4.2) (òî åñòü g /∈M ), ïåðåáèðàÿ íå÷¼òíûå ÷èñëà îò 1 äî p− 1 , íå ìåíüøå

S − [ (p−1)
2 − φ(p− 1)]

p−1
2

≥
2φ(p− 1)− 7p−5

8
(p−1)

2

=
4φ(p− 1)

p− 1
− 7

4
− 1

2(p− 1)
.

Ïóñòü òåïåðü 2 - âû÷åò (òî åñòü p−1
2 ≡ (−1) (mod 4) ). Â ýòîì ñëó÷àå

ñîîòâåòñòâóþùèå k(g) - íåâû÷åòû, à p− k(g) ∈ {p+1
2 , . . . , p− 1} - âû÷åòû. Äàëåå

ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ñ çàìåíîé k(g) íà p− k(g) .
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Ãëàâà 5

Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

5.1 Àðèôìåòèêà äèâèçîðîâ

Ïóñòü F[x],F(x) ñîîòâåòñòâåííî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ è ïîëå ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé íàä ïîëåì F .
Ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îí àëãåáðàè÷åñêèé íàä ïîëåì

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q . Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ýëåìåíò α íàçûâàåòñÿ öåëûì íàä êîëüöîì K , åñëè îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì

åäèíèöå.

Åñëè â ýòîì îïðåäåëåíèè K = Z , òî ãîâîðÿò î öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ.
Ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå îáðàòíûé ýëåìåíò

ê ëþáîìó àëãåáðàè÷åñêîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì. Òàêèì îáðàçîì,

àëãåáðàè÷åñêèå íàä ôèêñèðîâàííûì ïîëåì ýëåìåíòû òàêæå îáðàçóþò ïîëå.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî öåëûå ýëåìåíòû íàä ôèêñèðîâàííûì êîëüöîì

îáðàçóþò êîëüöî. Ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3].

Êîëüöî K íàçûâàåòñÿ öåëîçàìêíóòûì â íåêîòîðîì îáúåìëþùåì êîëüöå L ,
åñëè êàæäûé ýëåìåíò α ∈ L , öåëûé íàä K, ñíîâà ëåæèò â K .
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Äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé è ïîëåé íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè âåðíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.1. [129](Î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå) Ïóñòü F(α1, . . . , αh) - êîíå÷íîå

àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F . Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî íàä F
ýëåìåíòà α

F(α1, . . . , αh) = F(α).

Íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî òåêñòà ñâîéñòâà äèâèçîðîâ

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ èçëîæåíû â ïðèëîæåíèè.

5.1.1 Àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ äèâèçîðîâ

Ïóñòü Fq(x, y) - êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fq(x), îáðàçîâàííîå

ïðèñîåäèíåíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà âòîðîé ñòåïåíè y , óäîâëåòâîðÿþùåãî

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C [127, 128]:

y2 + f(x)y + h(x) = 0, degf(x) ≤ g, degh(x) = 2g + 1. (5.1)

Ïóñòü F q - àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Fq , à êðèâàÿ C ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Äëÿ êàæäîãî (äðîáíîãî) èäåàëà α êîëüöà F q[x, y] îïðåäåëèì

divα = ΣnPP, (5.2)

ãäå òî÷êè P ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì èäåàëàì êîëüöà F q[x, y] , êîòîðûå ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé, à èõ êðàòíîñòè nP îïðåäåëåíû ðàçëîæåíèåì èäåàëà

α â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ:

α = ΠP nP . (5.3)

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ñîãëàñíî [129, Òåîðåìà 19 ãë.V, �8, ], êîëüöî

F q[x, y] ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå èäåàëû.
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Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå (5.2) çàäà¼ò èçîìîðôèçì ÿêîáèàíà êðèâîé (5.1), òî åñòü

ãðóïïû äèâèçîðîâ, è ãðóïïû (äðîáíûõ) èäåàëîâ êîëüöà F q[x, y] , îïðåäåë¼ííûé

ðàâåíñòâîì

ΦF q(x,y)
(α) = ΣnPP − P∞ΣnP , (5.4)

ãäå P∞ - áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà (ïðîäîëæåíèå íîðìèðîâàíèÿ, ïîðîæä¼ííîãî

ïðîñòûì äåëèòåëåì èäåàëà 1
x ), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå â ñèëó [48, ëåììà 2.4 �1

ãëàâà 2, ÷àñòü 1] åäèíñòâåííà. Äâà èäåàëà α, β ⊂ F q(x, y) íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò γ ∈ F q[x, y] , ÷òî γα = β . Ñîîòâåòñòâóþùèå èì

äèâèçîðû (5.2) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäóò ïîäîáíû (èõ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì ýëåìåíòà γ ). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå (5.2) çàäà¼ò èçîìîðôèçì ãðóïïû

êëàññîâ ïîäîáíûõ äèâèçîðîâ (ÿêîáèàí ïîëÿ F q(x, y) ) è ãðóïïû êëàññîâ ïîäîáíûõ

èäåàëîâ êîëüöà F q[x, y] . Ïîäîáèå èäåàëîâ è äèâèçîðîâ áóäåì, êàê è ðàíüøå,

îáîçíà÷àòü ∼ . Âñå êîíå÷íûå íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ F q(x) ñîîòâåòñòâóþò èäåàëàì

âèäà (x − x0) , ãäå x0 ∈ F q (ýòî âñå ïðîñòûå èäåàëû êîëüöà F q[x] ). Ïðè

ðàñøèðåíèè êîëüöà F q[x] äî êîëüöà F q[x, y], ãäå y óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(5.1), èäåàë (x − x0) ïåðåñòà¼ò áûòü ïðîñòûì è ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

äâóõ, âîçìîæíî, îäèíàêîâûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ:

(x− x0, y − y0), (x− x0, y − y0), (5.5)

ãäå y0 - ñîïðÿæ¼ííîå ê y0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) ïðè x = x0 . Äåéñòâèòåëüíî,

êàæäûé èç íèõ, î÷åâèäíî, äåëèò èäåàë (x − x0) , à ïåðåìíîæèâ ýòè èäåàëû ïðè

ïîìîùè óðàâíåíèÿ (5.1), ëåãêî óâèäåòü, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà (x−x0) .

Êðîìå òîãî, èäåàëû (5.5) � ïðîñòûå, òàê êàê îíè ñîñòîÿò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ,

îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êàõ ñîîòâåòñòâåííî P = P (x0, y0) è P = P (x0, y0)

(â ñêîáêàõ óêàçàíû êîîðäèíàòû òî÷åê). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ a(x), b(x) ∈ F q[x]

âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ñëåäñòâèé:
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a(x) + yb(x)|x=x0,y=y0 = 0 ⇒ a(x) + yb(x)− (y − y0)b(x)|x=x0,y=y0 = 0 ⇒

⇒ a(x) + yb(x)− (y − y0)b(x) = a(x) + y0b(x) = (x− x0)c(x)

äëÿ íåêîòîðîãî c(x) ∈ F q[x] . Çíà÷èò, a(x) + yb(x) ∈ (x− x0, y − y0) . Ïîýòîìó

ΦF q(x)
((x− x0)) = Qx0

− P∞,

ãäå Qx0
- íîðìèðîâàíèå ïîëÿ F q(x) , îòâå÷àþùåå ïðîñòîìó èäåàëó (x− x0) , à

ΦF q(x,y)
((x− x0)) = Px0,y0 + Px0,y0 − 2P∞, (5.6)

ãäå P (x0, y0), P = P (x0, y0) - íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ, îòâå÷àþùèå ïðîñòûì èäåàëàì

(5.5). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî [140, Òåîðåìà 4, ãë. 1] äèâèçîð ýëåìåíòà ïîëÿ

èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü. Êîýôôèöèåíò 2 ïðè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå îçíà÷àåò,

÷òî èäåàë 1
x â ñîîòâåòñòâóþùåì êîëüöå íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ F q(x, y) ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì ïðîñòîãî èäåàëà.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî î äèâèçîðàõ íóëåâîé ñòåïåíè è

áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ òî÷êó áóäåì îïóñêàòü.

Äèâèçîð D =
∑
mPP ïîëÿ F q(x, y) îïðåäåë¼í íàä Fq , åñëè Dσ = ΣmPP

σ =

D äëÿ ëþáîãî σ ∈ Gal(F q/Fq) èëè D =
∑

kmk

∑
σ Pσ

k .

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Ïðè x0 ∈ Fq äèâèçîð (5.6) îïðåäåë¼í íàä Fq .

Îïðåäåë¼ííûìè íàä Fq áóäóò äèâèçîðû
∑

σ ΦF q(x)
(x− x0

σ),
∑

σ ΦF q(x,y)
(x− x0

σ).

Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò:

Çàìå÷àíèå. Ëþáîé, îïðåäåë¼ííûé íàä Fq , äèâèçîð ïîëÿ ýêâèâàëåíòåí

íåêîòîðîìó ïîëóïðèâåä¼ííîìó äèâèçîðó D =
∑
mPP , îïðåäåë¼ííîìó íàä Fq,

òî åñòü äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ òî÷åê P âûïîëíåíî: mP ≥ 0 , à åñëè mP > 0 , òî

mP = 0 ïðè P ̸= P,mP = 1 , ïðè P = P (ñì. òàêæå [60, Appendix Ë. 4.2]).

Ïóñòü äàíû äâà äèâèçîðà: D1 =
∑
mPP,D2 = nPP . Èõ íàèáîëüøèì îáùèì

äåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ äèâèçîð (D1, D2) =
∑
min(mP , nP )P .
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Òåîðåìà 5.2. ([60, Appendix Tåîðåìà 5.1]) Ïóñòü D =
∑
miPi -

ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð, Pi = Pi(xi, yi);xi, yi ∈ F q; a(x) =
∏
(x − xi)

mi . Òîãäà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí b(x) ∈ F q[x] òàêîé, ÷òî âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. degb(x) < dega(x) ,

2. b(xi) = yi äëÿ âñåõ i , äëÿ êîòîðûõ mi ̸= 0 ,

3. a(x)|b(x)2 + b(x)f(x) + h(x) .

Ïðè ýòîì D = (ΦF q(x,y)
(a(x)),ΦF q(x,y)

(y − b(x))) . Â äàëüíåéøåì áóäåì

îáîçíà÷àòü

D = div(a, b). (5.7)

Íåêîòîðûå èç ïðåäñòàâëåííûõ â ýòîì ðàçäåëå òåîðåì äîêàçàíû â [60],

ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè óêàçàíû. Îäíàêî ýòè äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò ÿâíîå

ïðåäñòàâëåíèå äèâèçîðîâ â âèäå ôîðìàëüíûõ ñóìì è äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè.

Ïðèâåä¼ííûå íèæå äîêàçàòåëüñòâà [48] èñïîëüçóþò òîëüêî ÷òî ââåä¼ííîå

ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå è çàíèìàþò ãîðàçäî ìåíüøå ìåñòà.

Ëåììà 5.1. Êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f â ìíîãî÷ëåí B2 +

fB + h íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà

ðàçðåøèìà: 
F (x,B(x)) = B2 + fB + h = 0

F ′
x(x,B(x)) = f ′B + h′ = 0

F ′
y(x,B(x)) = f = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ãëàäêîñòè êðèâîé F (x, y) = y2 + f(x)y + h(x) = 0 . Ëåììà 5.1

äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü a(x), b(x) ∈ F q[x] . Òîãäà div(a, b) = ΦF q(x,y)
(a(x), y − b(x))

- ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ

èäåàëîâ

α =
∏

Pi
ai, β =

∏
Pi

bi,

òîãäà ñóììà ýòèõ èäåàëîâ, äðóãèìè ñëîâàìè, èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ðàâåí

(α, β) = (
∏

Pi
ai,
∏

Pi
bi) =

∏
Pi

min(ai,bi)(
∏

Pi
ai−min(ai,bi),

∏
Pi

bi−min(ai,bi)).

Ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé, òî åñòü ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí äåëèòñÿ íà íåêîòîðûé ïðîñòîé èäåàë, äðóãèìè ñëîâàìè,

ñîäåðæèòñÿ â í¼ì. Çíà÷èò, â ýòîì èäåàëå ñîäåðæàòñÿ è ñòîÿùèå â ñêîáêàõ

ïðîèçâåäåíèÿ, òî åñòü îíè îáà äåëÿòñÿ íà íåãî, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó

ΦF q(x,y)
((α, β)) =

∑
min(ai, bi)ΦF q(x,y)

(Pi) =

= ÍÎÄ (ΦF q(x,y)
(α),ΦF q(x,y)

(β)).

Â ÷àñòíîñòè, ΦF q(x,y)
(a(x), y−b(x)) = div(a, b) . Åñëè P = P (x0, y0) ̸= P , òî îíà íå

ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñïåêòðó ýòîãî äèâèçîðà îäíîâðåìåííî ñ P . Åñëè æå P = P

ëåæèò â ñïåêòðå, òî f(x0) = 0 , è, ïî ëåììå 5.1, ordP (y−b) = degx−x0
(b2+fb+h) =

1 .

Òåîðåìà 5.3 äîêàçàíà. Èç îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî äèâèçîð âèäà (5.7) îïðåäåë¼í

íàä Fq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a(x), b(x) ∈ Fq[x] .

Òåîðåìà 5.4.

−div(a, b) ∼ div(a,−f − b).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè b(xi) = yi , òî −f(xi) − b(xi) = yi. Ïîýòîìó åñëè

â ñïåêòðå div(a, b) ëåæèò íåêîòîðàÿ òî÷êà, òî ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé ëåæèò â

ñïåêòðå div(a,−f−b) , à êðàòíîñòü áóäåò îäèíàêîâîé, ïîñêîëüêó îíà îïðåäåëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì a(x). Òåîðåìà 5.4 äîêàçàíà.

Àëãîðèòì ñëîæåíèÿ äèâèçîðîâ

Âõîä: ïîëóïðèâåä¼ííûå äèâèçîðû âèäà (5.7), îïðåäåë¼ííûå íàä Fq : D1 =

div(a, b), D2 = div(c, d) .

Âûõîä: ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð D = div(s, t) , îïðåäåë¼ííûé íàä Fq : D ∼
D1 +D2 .

1 øàã: Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîëó÷èì e1, e2, l1 ∈ Fq[x] , òàêèå, ÷òî

l1 = (a, c) = e1a+ e2c.

2 øàã: Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîëó÷èì g1, g2, l ∈ Fq[x] , òàêèå, ÷òî

l = (l1, b+ d+ f) = g1l1 + g2(b+ d+ f).

3 øàã: Ïóñòü v1 = g1e1, v2 = g1e2, w = g2 , òîãäà l = v1a+ v2c+ w(b+ d+ f).

4 øàã: Âû÷èñëèòü s = ac/l2, t = (v1ad+ v2cb+ w(bd− h))/l(mods).

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ñëîæåíèÿ äèâèçîðîâ

Òåîðåìà 5.5. D - ïîëóïðèâåä¼í, D ∼ D1 +D2 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå èäåàëîâ:

(a, y − b)(c, y − d) = (ac, ay − ad, cy − cb, y2 − y(b+ d) + bd) =

= (ac, ay − ad, cy − cb,−y(b+ d+ f) + bd− h).
(5.8)
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Ðàññìîòðèì ïîñòðîåííûå â àëãîðèòìå ýëåìåíòû v1, v2, w, l ∈ Fq[x] :

l = (a, c, b+ d+ f) = v1a+ v2c+ w(b+ d+ f).

Îïðåäåëèì

ψ0 = ac+ v1(ay − ad) + v2(cy − cb)− w(−y(b+ d+ f) + bd− h) =

= ac− v1ad− v2cb+ w(bd− h) + ly = ly − t′,

t′ = v1ad+ v2cb+ w(bd− h)− ac,

ψ1 = ay − ad− ψ0a/l = −ad+ t′a/l ∈ Fq[x],

ψ2 = cy − cb− ψ0c/l = −cb+ t′c/l ∈ Fq[x],

ψ3 = −y(b+ d+ f) + bd− h+ ψ0(b+ d+ f)/l = bd− h− t′(b+ d+ f)/l ∈ Fq[x],

s′ = (ψ1, ψ2, ψ3)

(5.9)

Èäåàë (5.8), î÷åâèäíî, ðàâåí (ψ0, ψ1, ψ2, ψ3) = (ψ0, s
′) = (ly− t′, s′) . Îáîçíà÷èì

N íîðìó äðîáíîãî èäåàëà â Fq(x, y) íàä Fq(x) . Ïðè ýòîì ïîä íîðìîé ýëåìåíòà

áóäåì ïîíèìàòü íîðìó ñîîòâåòñòâóþùåãî ãëàâíîãî èäåàëà. Ïðè ýòîì

N(a(x) + yb(x)) = (a(x) + yb(x))(a(x) + yb(x)) = a(x)2+ a(x)b(x)f(x) + b(x)2h(x).

Òîãäà

ac|(b2 + bf + h)(d2 + df + h) = N((y − b)(y − d)) =

= N(−(b+ d+ f)y + bd− h) = (bd− h)2 − (bd− h)(b+ d+ f)f + (b+ d+ f)2h.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî l = (a, c, b + d + f)|bd − h . Çíà÷èò, ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷èì

l|t′, ïîýòîìó èç (5.9) l|ψi äëÿ i = 1, 2, 3, îòêóäà l|s′ . Ïîýòîìó èäåàë (5.8) ðàâåí

(a, y − b)(c, y − d) = l(s′′, y − t′′), (5.10)

ãäå s′′ = s′/l, t′′ = t′/l . Ïóñòü s = (s′′, (t′′)2+ft′′+h) - íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, òîãäà

108



(s′′, y − t′′) = (s, y − t′′). (5.11)

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà p , äëÿ

êîòîðîãî ñòåïåíè åãî âõîæäåíèÿ â s è s′′ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó γp(s) <

γp(s
′′) , âûïîëíåíî γp(s) = γp((t

′′)2+ft′′+h) = γp((y−t′′)(−y−f−t′′)) ≥ γp(y−t′′) .
Ñîãëàñíî [130, ãë. 1, ñëåäñòâèå 3, ïðåäëîæåíèå 21], äëÿ A,B ∈ Fq[x] âûïîëíåíî

N(A, y −B) = (A, y −B)(A, y −B) , ãäå y = −f − y .

Ëåììà 5.2. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

N(A, y −B) = (A,N(y −B))

(ñïðàâà ñòîèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ è N(y − B) = B2 +

fB + h ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåììû 5.1 ïîëó÷èì, ÷òî ïðè A′ = (A,B2 + fB + h)

ñëåäóþùèå òðè ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ êîðíåé:

A′, f,
B2 + fB + h

A′ ,

òî åñòü èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü òðèâèàëåí:

(A′, f,
B2 + fB + h

A′ ) = 1.

Òàêæå êàê è äëÿ ðàâåíñòâà (5.11), ïîëó÷èì

N(A, y −B) = N(A′, y −B) = (A′, y −B)(A′,−y − f −B)

= (A′2, A′(y −B), A′(−y − f −B), B2 + fB + h)

= (A′2, A′(y −B), A′(−f), B2 + fB + h)
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= A′(A′, f,
B2 + fB + h

A′ , y −B) = A′.

Ëåììà 5.2 äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà. Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå

(5.10) ñ ó÷¼òîì (5.11) ê íîðìàì, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ãëàâíûõ èäåàëîâ:

(a)(c) = l2(s),

îòêóäà s = ac
l2 . Äëÿ çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà îñòà¼òñÿ âçÿòü t ≡ t′′(mods), degt(x) <

degs(x) . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

ΦF q(x,y)
((a, y − b)(c, y − d)) ∼ ΦF q(x,y)

(l(s, y − t′′)) ∼ ΦF q(x,y)
(s, y − t′′) ∼ div(s, t)

Òåîðåìà 5.5 äîêàçàíà.

Ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð D =
∑
mPP íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè∑

mP ≤ g .

Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ äèâèçîðîâ

Âõîä: ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð âèäà (5.7), îïðåäåë¼ííûé íàä Fq : D =

div(a, b) .

Âûõîä: ïðèâåä¼ííûé äèâèçîð âèäà (5.7) D′ = div(a′, b′) , îïðåäåë¼ííûé íàä

Fq : D ∼ D′ .

1 øàã: âû÷èñëèòü a1(x) = b(x)2 + b(x)f(x) + h(x)/a(x), b1(x) = −b(x) −
f(x)(moda1(x)),

degb1(x) < dega1(x).

2 øàã: åñëè dega1(x) > g , ïðèñâîèòü a(x) = a1(x), b(x) = b1(x) , èäòè íà øàã

1. Èíà÷å ðàçäåëèòü a1(x) íà åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò, âûâîä: D
′ = div(a1, b1) .

Òåîðåìà 5.6. D′ - ïðèâåä¼í, D ∼ D′ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè âûðàçèì ñëåäóþùåé

öåïî÷êîé ðàâåíñòâ:

(−y − f(x)− b(x))(a(x), y − b(x)) =

= (a(x)(−y − f(x)− b(x)), b(x)2 + b(x)f(x) + h(x)) =

= (a(x)(y + f(x) + b(x)), a(x)a1(x)) = a(x)(a1(x), y + b(x) + f(x)) =

= a(x)(a1(x), y − b1(x)) = a(x)div(a1(x), b1(x)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3, íà êàæäîì øàãå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ ïàðà

ìíîãî÷ëåíîâ, çàäàþùàÿ ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð. Ïîýòîìó îñòà¼òñÿ äîêàçàòü,

÷òî dega1(x) < dega(x).

dega(x) + dega1(x) ≤ max(2degb(x), degb(x) + g, 2g + 1) ≤

≤ max(2dega(x)− 2, dega(x) + g − 1, 2g + 1).

Åñëè dega(x) ≥ g + 1 , òî

dega1(x) ≤ max(dega(x)− 2, g − 1, g) = max(dega(x)− 2, g).

Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà dega1(x) > g , èìååì dega1(x) ≤ dega(x)− 2.

Òåîðåìà 5.6 äîêàçàíà.

Èç ýòîé òåîðåìû è çàìå÷àíèÿ 5.1.1 ñëåäóåò:

Òåîðåìà 5.7. Äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà íóëåâîé ñòåïåíè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ýêâèâàëåíòíûé åìó ïðèâåä¼ííûé äèâèçîð. Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ïîêàçûâàåò,

÷òî ýòî óòâåðæäåíèå îñòà¼òñÿ âåðíûì, åñëè îáà äèâèçîðà áûëè îïðåäåëåíû

íàä Fq .

Òåîðåìà 5.8. [48] Åñëè äâà ïðèâåä¼ííûõ äèâèçîðà ýêâèâàëåíòíû, òî èõ

ïðèâåä¼ííûå ôîðìû âèäà (5.7) ñîâïàäàþò.

111



Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü èìååòñÿ äâà ýêâèâàëåíòíûõ ïðèâåä¼ííûõ äèâèçîðà âèäà (5.7):

(a, y − b) (a′, y − b′);

a, a′, b, b′ ∈ F q[x], dega
′ ≤ dega ≤ g, degb < dega, degb′ < dega′.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ c, d, c′, d′ ∈ F q[x] èìååì:

(c+ dy)(a, y − b) = (c′ + d′y)(a′, y − b′).

Óìíîæàÿ íà ñîïðÿæ¼ííîå ê (c′+d′y) , ïîëó÷èì äëÿ íåêîòîðûõ c1, d1, e1 ∈ F q[x] :

(c1 + d1y)(a, y − b) = e1(a
′, y − b′). (5.12)

Åñëè ìíîãî÷ëåí R(x) äåëèò ìíîãî÷ëåí A(x) + B(x)y , òî äëÿ íåêîòîðûõ

A′(x), B′(x) : A+By = R(A′ +B′y) , îòêóäà, ââèäó òîãî, ÷òî y /∈ F q(x), ïîëó÷èì

A = RA′, B = RB′ . Ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà (5.12) äëÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî

äåëèòåëÿ (c1, d1) ìíîãî÷ëåíîâ c1, d1 èìååì (c1, d1)|e1(y − b′) , îòêóäà (c1, d1)|e1 ,
âñ¼ ðàâåíñòâî (5.12) ìîæíî íà íåãî ñîêðàòèòü. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(c1, d1) = 1 . Àíàëîãè÷íî e1|a(c1 + d1y) , îòêóäà e1|a(c1, d1) = a . Âçÿâ íîðìó îò

îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (5.12), ïîëó÷èì

N(c1 + d1y)a = e21a
′,

èëè

(c21 + c1d1f + d21h)a = e21a
′. (5.13)

Ïóñòü d1 ̸= 0 . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé degc1 > g + degd1 , òîãäà

degc21 ≥ 2g + 2degd1 + 2 > degd21h, degc
2
1 > degc1 + g + degd1 ≥ degc1d1f,
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ïîýòîìó deg(c21 + c1d1f + d21h) = degc21 ≥ 2g + 1 . Àíàëîãè÷íî âî âñåõ îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì deg(c21 + c1d1f + d21h) = degd21h ≥ 2g + 1 . Ïîýòîìó ñðàâíèâàÿ

ñòåïåíè â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.13), ââèäó òîãî, ÷òî dega ≥ dega′ ,

ïîëó÷èì dege1 ≥ g + 1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî e1|a è dega ≤ g . Ïîýòîìó

d1 = 0 , è èç ðàâåíñòâà (5.12) ïîëó÷èì, êàê è ðàíüøå, e1|c1, c1|e1 ; îòêóäà c1 = e1,

è âñ¼ ðàâåíñòâî (5.12) ìîæíî íà íåãî ñîêðàòèòü. Ïîëó÷èì

(a, y − b) = (a′, y − b′).

Âçÿâ íîðìó îò îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì a = a′ . Åñëè òåïåðü óìíîæèòü îáå ÷àñòè

ýòîãî ðàâåíñòâà íà èäåàë (a,−y − f − b) , ïîëó÷èì, ÷òî a|(y − b′)(−y − f − b) =

b′(b+ f)+ y(b′− b− f)+ yf +h = (b′b+ b′f +h)+ y(b′− b) , îòêóäà, êàê è ðàíüøå,

a|b′ − b , îòêóäà, ïîñêîëüêó degb, degb′ < dega , ïîëó÷èì b′ = b .

Òåîðåìà 5.8 äîêàçàíà.

Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ äèâèçîðà ïî áàçå è ïîñòðîåíèå áàçû äèâèçîðîâ íå

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è èçëîæåíû â ïðèëîæåíèè.

5.1.2 Àëãîðèòìû ïðèâåäåíèÿ ìàòðèö

Â íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü ïðèâîäèòü ìàòðèöû ê ýðìèòîâîé è ñìèòîâîé íîðìàëüíîé

ôîðìå (ÝÍÔ, ÑÍÔ). Íàïðèìåð, â ìåòîäå ñïóñêà Âåéëÿ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2, äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé

ìàòðèöû A òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå íå òîëüêî Ñìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû

V = SAT , íî è óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû S ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê. Â ýòîì

ìåòîäå ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåò êîíå÷íûé Z ìîäóëü Zn/L , òàê ÷òî ïî ñòîëáöàì

çàïèñàí áàçèñ ñâîáîäíîãî Z ìîäóëÿ L ðàíãà n . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Ñìèòîâîé

íîðìàëüíîé ôîðìû íóæíî ìåíÿòü íå òîëüêî áàçèñ L , íî è áàçèñ îáúåìëþùåãî

ïðîñòðàíñòâà Zn . Çà ýòî îòâå÷àåò óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà S , ïî ñòðîêàì
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êîòîðîé çàïèñàí íîâûé áàçèñ Zn . Ñàìà ÑÍÔ çàäàåò êîîðäèíàòû â ýòîì áàçèñå

Z ìîäóëÿ L . Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ íå

òàê àêòóàëüíî. Ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê ýðìèòîâîé íîðìàëüíîé

ôîðìå õîðîøî èçâåñòåí [131, 49]. Òàì æå ïðèâåä¼í àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ

ê ñìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå, îäíàêî âû÷èñëåíèå ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé

îïèñàíî òîëüêî äëÿ íåìîäóëÿðíûõ àëãîðèòìîâ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ íà

êîìïüþòåðå ïðàêòè÷åñêè íå âîçìîæíà èç çà áûñòðîãî ðîñòà èñïîëüçóåìûõ

êîýôôèöèåíòîâ. Â ðàáîòå [66] ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì,

èñïîëüçóþùèé ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà

ìíîæèòåëè. Â ðàáîòå [67] ïðåäëîæåí àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûé ìîäóëÿðíûé

àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû ê ÑÍÔ, ïîçâîëÿþùèé çàòåì

ïîñòðîèòü ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îáðàùåíèé è

ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö, íàêîïëåííûõ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ÑÍÔ. Â äàííîé

ñòàòüå äàíî áîëåå ïîëíîå îáîñíîâàíèå ìîäóëÿðíîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ

ê ýðìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ÷åì â [131], ïîçâîëèâøåå ïîñòðîèòü íîâûé

ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê ñìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå, îäíîâðåìåííî

âû÷èñëÿþùèé è ëåâóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ñýêîíîìèòü

àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è íåîáõîäèìóþ îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü. Â äàííîé ðàáîòå

íå èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ïðèâîäèìîé ìàòðèöû, òàêèå êàê

ðàçðåæåííîñòü, ãàíêåëåâîñòü è ò.ä..

Ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê ÝÍÔ

Àëãîðèòì, ïðèâåä¼ííûé â ýòîé ãëàâå, âçÿò èç [131] äëÿ òîãî, ÷òîáû äàëåå

ïðèâåñòè áîëåå ïîëíîå, ÷åì â [131], åãî îáîñíîâàíèå.

Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ðàçìåðà n×n, rankA = m,Ai - ñòîëáöû ìàòðèöû A,Wi

- ñòîëáöû ìàòðèöû W , â êîòîðóþ íåîáõîäèìî çàïèñàòü ýðìèòîâó íîðìàëüíóþ

ôîðìó ìàòðèöû A . D - êðàòíîå äèñêðèìèíàíòó Z ìîäóëÿ, ïîðîæä¼ííîãî

ñòîëáöàìè ìàòðèöû A . Áóäåì îáîçíà÷àòü u(modR) íàèìåíüøèé ïî ìîäóëþ

âû÷åò u ïî ìîäóëþ R .
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1. i := m, j := n, k := n,R := D .

2. Åñëè j = 1 , èäòè íà øàã 4.

Èíà÷å, j := j − 1 , åñëè ai,j = 0 , èäòè íà øàã 2.

3. Ïðè ïîìîùè ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà (ÐÀÅ) âû÷èñëèòü (u, v, d) :

uai,k+vai,j = d = (ai,k, ai,j) (â ñëó÷àå ai,k = d äîëæíî ïîëó÷àòüñÿ u = 1, v =

0 ). B := uAk + vAj(modR), Aj := (ai,k/d)Aj − (ai,j/d)Ak(modR), Ak := B .

Èäòè íà øàã 2.

4. ÐÀÅ (u, v, d) : uai,k+ vR = d = (ai,k, R),Wi := uAk(modR) , Åñëè wi,i = 0 , òî

wi,i := R . Äëÿ j = i+ 1, ...,m âûïîëíèòü q := [wi,j/wi,i],Wj := Wj − qWi .

Åñëè i = 1 , âûâîä W è êîíåö, èíà÷å R := R/d, i := i− 1, k := k − 1, j := k .

Åñëè ai,k = 0 , òî ai,k := R .

Èäòè íà øàã 2.

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ê ÝÍÔ

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ïîëíîãî

ðàíãà, òî åñòü m = n . Èìåííî ýòîò ñëó÷àé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

àëãîðèòìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â íàøåì ñëó÷àå. Ïóñòü W = ÝÍÔA .

Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà i = n,R = D . Ïóñòü íà î÷åðåäíîì ýòàïå àëãîðèòìà

i+ 1, ..., n ñòðîêè ìàòðèöû A ïðèâåäåíû ê ÝÍÔ. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåííîå íà

øàãå 4

R = D/wi+1,i+1·, ..., ·wn,n, (5.14)

ãäå â çíàìåíàòåëå ñòîèò ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû W .

Ïðåîáðàçîâàíèå ñòîëáöîâ íà øàãå 3 ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ñïðàâà íà

öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. Ðåäóêöèþ (modR ) çäåñü

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáàâëåíèå ñòîëáöà, i+ 1, ..., n êîîðäèíàòû êîòîðîãî

ðàâíû íóëþ, à îñòàëüíûå äåëÿòñÿ íà R .
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Ïóñòü γi(M) - ÍÎÄ i × i ìèíîðîâ â ïîñëåäíèõ i ñòðîêàõ ìàòðèöû M .

Îáîçíà÷èì Ã òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìàòðèöû A .

Ëåììà 5.3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðîèçâîäèìûå íàä ìàòðèöåé Ã â øàãå 3, åñëè èõ

ðàññìàòðèâàòü áåç ðåäóêöèè modR , íå ìåíÿþò γn−i−1(Ã) . Ðåäóêöèÿ (modR ),

î÷åâèäíî, íå ìåíÿåò (γn−i−1(Ã), R) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìèíîð ñîäåðæàë ñòîëáöû ñ íîìåðàìè k è j , èëè íå

ñîäåðæàë íè îäíîãî èç íèõ, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî åãî îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ.

Åñëè îí ñîäåðæàë ñòîëáåö ñ íîìåðîì k è íå ñîäðæàë ñòîëáåö ñ íîìåðîì j , òî

ïðåîáðàçîâàíèÿ øàãà 3 ñâîäÿòñÿ ê çàìåíå â ìèíîðå ñòîëáöà Ak íà ñòîëáåö uAk+

vAj . Ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü Mk = |..., Ak, ...|i çàìåíèòñÿ íà

|..., uAk + vAj, ...|i = u|..., Ak, ...|i + v|..., Aj, ...|i.

Äëÿ ìèíîðîâ, ñîäåðæàùèõ ñòîëáåö ñ íîìåðîì j è íå ñîäåðæàùèõ ñòîëáåö

ñ íîìåðîì k (îïðåäåëèòåëü êàæäîãî èç íèõ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâåí

îïåäåëèòåëþ ìèíîðà ïðåäûäóùåãî òèïà, ïîëó÷åííîãî çàìåíîé Ak íà Aj )

îïðåäåëèòåëü Mj = |..., Aj, ...|i çàìåíèòñÿ íà

|...,−ai,j
d
Ak +

ai,k
d
Aj, ...|

i
= −ai,j

d
|..., Ak, ...|i +

ai,k
d

|..., Aj, ...|i.

Èòàê, Mk,Mj ïåðåéäóò ñîîòâåòñòâåííî â uMk±vMj è ±ai,j
d Mk− ai,k

d Mj . Èõ ÍÎÄ,

êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü (·, ·) , ðàâåí

(uMk ± vMj,∓
ai,j
d
Mk +

ai,k
d
Mj) = (Mk,Mj).

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòñÿ èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

ai,k
d

(uMk ± vMj)∓ v(∓ai,j
d
Mk +

ai,k
d
Mj) = (

ai,k
d
u+

ai,j
d
v)Mk =Mk,
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±ai,j
d
(uMk ± vMj) + u(∓ai,j

d
Mk +

ai,k
d
Mj) = (

ai,j
d
v +

ai,k
d
u)Mj =Mj.

Âû÷èñëÿÿ òåïåðü ÍÎÄ, ãðóïïèðóÿ ïðåäâàðèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðû

ðàçíûõ òèïîâ ïî ïàðàì, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5.3.

Â ÷àñòíîñòè ïîñëå ïåðâîãî ïåðåõîäà íà øàã 4

(γ1(A), D) = (γ1(Ã), D) = (an,n, R). (5.15)

Ïîñêîëüêó

γn−i+1(W) = wi,i·, ..., ·wn,n | detW | D,

à ýðìèòîâàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ìàòðèöû ïðè

ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ, êîòîðûå íå ìåíÿþò γk(A) , òî

ïðè ëþáîì i

wi,i·, ..., ·wn,n = γn−i+1(W) = (γn−i+1(W), D) = (γn−i+1(A), D). (5.16)

Ïðè i = n èç ýòîãî ðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà (5.15) ñëåäóåò, ÷òî wn,n = wn,n

âû÷èñëåíî âåðíî.

Ïóñòü òåïåðü wi+1,i+1, ...,wn,n óæå âû÷èñëåíû, è ïóñòü ai,iwi+1,i+1, ...,wn,n

� äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ã , ïîëó÷èâøèåñÿ ïîñëå øàãà 3. Ïóñòü L

� âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, âû÷èñëåííàÿ ðàññìàòðèâàåìûì àëãîðèòìîì ñ

ïîñòîÿííûì R = D , òîãäà, îïÿòü èñïîëüçóÿ (5.16) è Ëåììó 5.3, ïîëó÷èì

wi+1,i+1·, ..., ·wn,n = (γn−i(A), D) = (γn−i(L), D) = (li+1,i+1·, ..., ·ln,n, D),

îòêóäà è èç (5.14) 1 = (
li+1,i+1·,...,·ln,n
wi+1,i+1·,...,·wn,n

, R) àíàëîãè÷íî

wi,i·, ..., ·wn,n = (li,i·, ..., ·ln,n, D),
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îòêóäà

wi,i = (li,i
li+1,i+1·, ..., ·ln,n
wi+1,i+1·, ..., ·wn,n

, R) = (li,i, R) = (ai,i, R).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïîòîìó, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ li,i ≡ ai,i(modR) .

Òàêèì îáðàçîì, wi,i = wi,i âû÷èñëåí ïðàâèëüíî, è ïî èíäóêöèè ïðàâèëüíî

âû÷èñëåíû âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ÝÍÔ.

Êðîìå òîãî, èç îïèñàííîãî àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ê ÝÍÔ Wi =
∑
ci,jAj+RBi ,

ãäå R = D/wi+1,i+1 ···wn,n , à êîîðäèíàòû öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà Bi ñ èíäåêñàìè

i+ 1, ..., n ðàâíû íóëþ. Ïóñòü A � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Z , ïîðîæä¼ííîå

ñòîëáöàìè ìàòðèöû A .

Ëåììà 5.4. RBi ∈ A.

Èç ýòîé ëåììû áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî Wi ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè

ñòîëáöîâ ìàòðèöû A , òî åñòü W = AT äëÿ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé

ìàòðèöû T . Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû W ñîâïàäàþò

ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè W =ÝÍÔA . Ïîýòîìó ñîâïàäàþò èõ îïðåäåëèòåëè,

à çíà÷èò, detT = 1 . Ñîãëàñíî àëãîðèòìó ìàòðèöà W èìååò ÝÍÔ, çíà÷èò îíà

ðàâíà W â ñèëó å¼ åäèíñòâåííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.4. Ïóñòü Ni åñòü i× i -ìàòðèöà â âåðõíåì ëåâîì

óãëó W . Ñòîëáöû Ni ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû

A , à çíà÷èò, ëåæàò â A, detNi = w1,1·, ..., ·wi,i . Ïî ïîñòðîåíèþ w1,1·, ..., ·wi,i | R .

Ïóñòü Ai ⊂ Z i ⊂ Zn - ïîäìîäóëü, îáðàçîâàííûé ñòîëáöàìè ìàòðèöû Ni .

Î÷åâèäíî, Ai ⊂ A , îòêóäà Ai ⊂ A ∩ Zi, detNi = [Z i : Ai] . Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê

ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê àääèòèâíîé ãðóïïû Z i/Ai , òî äëÿ ëþáîãî z̄ ∈ Z i

âûïîëíåíî z̄detNi ∈ Ai , îòêóäà Rz̄ ∈ Ai . Ëåììà 5.4 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå óáðàòü ðåäóêöèè modR , à â

øàãå 4 âû÷èñëåíèå Wi çàìåíèòü íà ïðèñâîåíèå Wi = Ak (ïðè ýòîì áóäåò

wi,i = d ̸= 0 ), óáðàòü ïåðåïðèñâîåíèå ïðè ai,k = 0 , òî ïîëó÷èòñÿ îáû÷íûé (íå

ìîäóëÿðíûé) àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê ÝÍÔ äëÿ ìàòðèö, ðàíã êîòîðûõ ñîâïàäàåò

ñ ðàíãîì ñòðîê.

Ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê ÑÍÔ

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåí ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòíîé

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A , ñ îïðåäåëèòåëåì ïî ìîäóëþ ðàâíûì D ê Ñìèòîâîé

íîðìàëüíîé ôîðìå V è âû÷èñëåíèå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû S , äëÿ êîòîðîé

ñóùåñòâóåò óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî V = SAT

Ïóñòü Mi - ñòîëáöû, M
′
i - ñòðîêè, à Mi,i - ïîäìàòðèöà ðàçìåðà i× i â âåðõíåì

ëåâîì óãëó ìàòðèöû M . Èñõîäíàÿ ìàòðèöà èìååò ðàçìåðû n× n .

1. i := n, S := E,R := D . Åñëè m = 1 , òî d1 := R è êîíåö.

2. Ïðèâåñòè ìàòðèöó Ai,i ê ÝÍÔ (èñïîëüçîâàòü ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì [49]).

3. j := i, c := 0.

4. Åñëè j = 1 èäòè íà øàã 6, èíà÷å j := j − 1 , åñëè aj,i = 0 , èäòè íà øàã 4.

5. ÐÀÅ (u, v, d) : uai,i + vaj,i = d = (ai,i, aj,i).

B := uS ′
i + vS ′

j, S
′
j := (ai,i/d)S

′
j − (aj,i/d)S

′
i, S

′
i := B.

B := uA′
i+vA

′
j(modR), A′

j := (ai,i/d)A
′
j−(aj,i/d)A

′
i(modR), A′

i := B, c := c+1.

6. Åñëè c > 0 , èäòè íà øàã 2.

7. Ìàòðèöà Ai,i èìååò áëî÷íîäèàãîíàëüíûé âèä (ðàçìåðû áëîêîâ i− 1× i− 1

è 1 × 1 ) b := ai,i . Äëÿ âñåõ 0 < k, l < i ïðîâåðêà b | ak,l . Åñëè íåò, òî

A′
i := A′

i + A′
k, S

′
i := S ′

i + S ′
k , èäòè íà øàã 2.

8. (Òåïåðü âñå ak,l, 0 < k, l ≤ i äåëÿòñÿ íà b ). Âûâåñòè di = (ai,i, R), R := R/di .
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9. Åñëè i = 2 , âûâåñòè d1 = (a1,1, R) è êîíåö, èíà÷å i := i− 1 , èäòè íà øàã 2.

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ê ÑÍÔ

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â ðåçóëüòàòå àëãîðèòìà áóäåò ïîëó÷åíà ∆ = ÑÍÔA .

Ïóñòü Ã - êîíå÷íàÿ ôîðìà ìàòðèöû A ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà.

Îáîçíà÷èì δi(M) - ÍÎÄ i×i ìèíîðîâ ìàòðèöû M . Îáîçíà÷èì ∂i äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû ∆ . Òîãäà ∂i+1 | ∂i äëÿ i = 1, ..., n− 1, D = ∂1·, ..., ·∂n

∂i·, ..., ·∂n = δn−i+1(∆) = (D, δn−i+1(∆)) = (D, δn−i+1(A)) = (D, δn−i+1(L)),

ãäå L - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ðàññìàòðèâàåìûì àëãîðèòìîì ïðè

ïîñòîÿííîì R = D . Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó ∆ ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà èç A ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê è ñòîëáöîâ, íå

èçìåíÿþùèõ δk(A) . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.3,

ïðèìåí¼ííîãî ê ñòðîêàì.

Òàê êàê äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû L óäîâëåòâîðÿþò li+1 | li , òî äàëåå
ñ çàìåíîé γ íà δ , w íà ∂ àíàëîãè÷íî ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàæåì ïðàâèëüíîñòü

âû÷èñëåíèÿ ∂n, ∂n−1, ..., ∂1 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû S çàìåòèì, ÷òî

åñëè óáðàòü ðåäóêöèþ modR â øàãå 5, òî îïåðàöèè íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû

S ñîâïàäàþò ñ îïåðàöèÿìè íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû A , è ïîýòîìó îíà áóäåò

âû÷èñëåíà âåðíî. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé øàãà 5 àëãîðèòì âîçâðàùàåòñÿ íà

øàã 2, ãäå, ñîãëàñíî àëãîðèòìó áåð¼òñÿ ðåäóêöèÿ (modR ). Ïîýòîìó óêàçàííîå

èñêëþ÷åíèå íå ïîâëèÿåò íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå óáðàòü ðåäóêöèè (modR ) è

íà øàãå 8 ïîëîæèòü di = ai,i , òî ïîëó÷èòñÿ îáû÷íûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê

ÑÍÔ è âû÷èñëåíèå ìàòðèöû S . Åñëè èñïîëüçîâàòü íåìîäóëÿðíûé àëãîðèòì

ïðèâåäåíèÿ ê ÝÍÔ è ñîïðîâîæäàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A
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òàêèìè æå ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû T (íà ñòàðòå àëãîðèòìà âûáðàòü

T = E ), òî â èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷èì ∆ = SAT .

Ïðåäëîæåííûé â ýòîé ñòàòüå àëãîðèòì áûë çàïðîãðàììèðîâàí è èñïîëüçîâàí

â êîìïëåêñå ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ñïóñê Âåéëÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä

ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

Â ðàáîòå [67] Ñòîðéîõýí ïðåäëîæèë ìîäóëÿðíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

ÑÍÔ âìåñòå ñ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèé, ðàáîòàþùèé â ðàññìàòðèâàåìîé

ñèòóàöèè çà âðåìÿ O(n3 logD) áåç ó÷¼òà ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìíîæèòåëåé âèäà

log n . Ïðè ýòîì îöåíêà íà ïàìÿòü O(n2 logD) . Â ýòîì àëãîðèòìå ìàòðèöû

ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîÿòñÿ ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ÑÍÔ ïðè ïîìîùè ïðîèçâåäåíèÿ è

îáðàùåíèÿ íåñêîëüêèõ ìàòðèö ([67] ñòð.135-136). Â àëãîðèòìå ëåâàÿ ìàòðèöà

ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîèòñÿ íàêàïëèâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé ïî õîäó ïîñòðîåíèÿ

ÑÍÔ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî ïàìÿòü îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé 2n2 logD .

Äëÿ îïòèìèçàöèè âðåìåíè ðàáîòû çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä íà øàã 2 â àëãîðèòìå

ïðîèñõîäèò ïðè

Ai,i =



∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗
0 ∗ · · · ∗ · · · ∗

· · · · · · ∗
0 · · · 0 ∗ ∗ · · · ∗ 0

0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗ 0

0 · · · 0 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0 ∗ 0

0 · · · 0 ∗ ∗ · · · ∗ ai,i


(5.17)

Âìåñòî ïðèâåäåíèÿ ê ÝÍÔ áóäåì ïðèâîäèòü ýòó ìàòðèöó òåìè æå

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó (òî åñòü èñêëþ÷èì â 4 øàãå

àëãîðèòìà ÐÀÅ âû÷èñëåíèå Wj = Wj − qWi ). Êðîìå òîãî, øàãè ïî j

áóäåì ïðîõîäèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå (îò 1 äî m ), ÷òî, ââèäó ñïåöèàëüíîãî
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âèäà ïðèâîäèìîé ìàòðèöû, ïîçâîëèò ïðèâåñòè å¼ íå áîëåå ÷åì çà n øàãîâ 3

àëãîðèòìà ÐÀÅ. Ýòî ïîòðåáóåò íå áîëåå, ÷åì 2(n2 logD) îïåðàöèé, ÷òî äà¼ò

2(n3 logD) äëÿ âñåõ i . Ýòî íå ïîâëèÿåò íà êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà,

òàê êàê â äîêàçàòåëüñòâå åãî êîððåêòíîñòè èñïîëüçîâàëîñü ëèøü òî, ÷òî ÝÍÔ

èìååò âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä. Êðîìå òîãî, â øàãå 5 óáåð¼ì ïåðåïðèñâàèâàíèå

c := c + 1 â ñëó÷àå, êîãäà d = ai,i (â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Ai,i â

øàãå 5 îñòà¼òñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé). Ýòî ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî ïåðåõîä íà

øàã 2 èç øàãà 5 ïðè ôèêñèðîâàííîì i áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ñðåäíåì

íå áîëåå, ÷åì 2 ðàçà, à îòâåò "íåò"â øàãå 7 ïðè áîëüøèõ i íå áóäåò

ðåàëèçîâûâàòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà ñëó÷àéíûõ

÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèõ {0, 1, . . . , D

ÍÎÄ({ak,l}k,l=1,...,i)
−1} âçàèìíîïðîñòû íå ìåíüøå∏

p(1− 1
p2 ) >

1
2 , òî ýòî áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñëó÷àéíîñòè ýëåìåíòîâ

{ak,l}k,l=1,...,i . Îñòàëüíàÿ ðàáîòà â øàãå 5 äëÿ âñåõ i îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

O(n2 logD) .

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè ñëîæíîñòè è ïàìÿòè ïîëó÷àþòñÿ òàêèå æå êàê â

àëãîðèòìå [67], òîëüêî êîíñòàíòû â O ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìåíüøèìè.

5.2 ßäðî ñïóñêà Âåéëÿ

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ èçëîæåíû â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèëîæåíèÿ.

5.2.1 Èññëåäîâàíèå ãðóïïîâîãî ãîìîìîðôèçìà ìåòîäà ñïóñêà Âåéëÿ

Â ýòîì ïîäðàçäåëå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû àâòîðà èç [48]. Ìåòîä ñïóñêà Âåéëÿ â

íàøåì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ãîìîìîðôèçìà ϕ èç ãðóïïû òî÷åê E(K)

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E

y2 + xy + x3 + αx2 + β = 0, α, β ∈ K (5.18)
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íàä áîëüøèì ïîëåì K = GF (2nr) õàðàêòåðèñòèêè 2 â ãðóïïó êëàññîâ äèâèçîðîâ

íåêîòîðîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä îòíîñèòåëüíî ìåíüøèì ïîäïîëåì

k = GF (2r) ïîëÿ K . Ýòîò ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé. Ïåðâîå èç íèõ, ψ , ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

E(K) è ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ êðèâîé E :

ψ(P0) = P0 − P∞. (5.19)

Âòîðîå çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé ConF/Υ , ãäå F = K(u, v) äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ íàä

Υ = K(x, y) ýëåìåíòîâ u è v , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

x = 1/f(u); y =
√
β +

v

f 2(u)
(5.20)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(u) = λ−1 +
∑m−1

i=0 λiu
2i, λi ∈ K;λ0 ̸= 0, λm−1 ̸= 0.

Îòìåòèì, ÷òî âîçâåäåíèå â êâàäðàò è èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà K . Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ [48, ×àñòü

1, ãë.2, ïàðàãðàô 2] êðèâàÿ E áóäåò èìåòü âèä

v2 + f(u)v + h(u) = 0, (5.21)

ãäå h(u) = f(u) + αf(u)2 +
√
βf(u)3 .

Âûÿñíèì, èç êàêèõ òî÷åê ñîñòîèò ÿäðî ãîìîìîðôèçìà, îïðåäåë¼ííîãî íà E(K)

ôîðìóëîé

φ(P ) = ConF/Υ(P − P∞).

Ïóñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà P (x0, y0) êðèâîé (5.18) ëåæèò â ÿäðå φ . Òîãäà, ñîãëàñíî

[140, ãëàâà IV, �7], ñëåäóþùèé äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì:

NF/ΥConF/Υ(P − P∞) = [F : Υ](P − P∞) = 2mP − 2mP∞,m ≥ 1. (5.22)

Ýòîò äèâèçîð ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè m êðàòíîãî óäâîåíèÿ äèâèçîðà

div(x− x0, y0) .
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Åñëè x0 = 0 , òî èç óðàâíåíèÿ (5.18) y0 =
√
β . Ïîëó÷èëàñü åäèíñòâåííàÿ íà

ýòîé êðèâîé ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà, òî åñòü å¼ âòîðàÿ êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ïåðâîé îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó äèâèçîð 2P − 2P∞ êðèâîé E ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì

äèâèçîðîì, à òî÷íåå � äèâèçîðîì ýëåìåíòà x , à äèâèçîð (5.22) ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì ýëåìåíòà x2
m−1

. Ýòî ïðîñòûå ñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèé.

Ïóñòü òåïåðü x0 ̸= 0 . Ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî àëãîðèòìû ñëîæåíèÿ è

ïðèâåäåíèÿ äèâèçîðîâ äëÿ ïîäñ÷¼òà ïðèâåä¼ííîãî äèâèçîðà â êëàññå 2div(x −
x0, y0) . Ïîëó÷èì:

2div(x− x0, y0) ∼ div((x− x0)
2,

[
y0(x− x0)

x0
+
y20 − x3 − αx2 − β

x0

]
) =

div((x− x0)
2,

[
(
y0
x0

+ x0)x+ x20

]
∼ div(a1, b1),

ãäå

a1 =
x2( y0x0

+ x0)
2 + x40 + ( y0x0

+ x0)x
2 + x20x+ x3 + αx2 + β

(x− x0)2
=

x+
β

x02
+ x20, b1 ∈ K.

Ïîñêîëüêó ðîä êðèâîé (5.18) ðàâåí 1, òî ïîëó÷èâøèéñÿ äèâèçîð íå ÿâëÿåòñÿ

ãëàâíûì, òàê êàê ñîãëàñíî [60, Appendix, Tåîðåìà 5.1] ïðèâåä¼ííûé âèä ãëàâíîãî

äèâèçîðà åñòü div(1, 0) . Ïîýòîìó åñëè îáîçíà÷èòü 2idiv(x−x0, y0) = div(x−xi, yi) ,
òî

xi+1 =
β

xi2
+ x2i . (5.23)

Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîð (5.22) áóäåò ãëàâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

íåêîòîðîãî j ∈ {0, ...,m − 1}, xj = 0 . Â ÷àñòíîñòè, ïðè j ≥ 1 ïîëó÷èì xj−1 =
4
√
β ∈ K è óðàâíåíèå

y2j−1 +
4
√
βyj−1 +

4
√
β
3
+ α

√
β + β = 0
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ðàçðåøèìî â K . Åñëè ñäåëàòü â ýòîì óðàâíåíèè çàìåíó ïåðåìåííûõ yj−1 =
4
√
β(u+ 4

√
β) , òî åãî ðàçðåøèìîñòü áóäåò ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

u2 + u = α, u ∈ K. (5.24)

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì

ïîðÿäêà 2, òî äëÿ ïîëîâèíû α ∈ K îíî íåðàçðåøèìî. Òàêèì îáðàçîì,

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.9. [48] Äëÿ êðèâûõ âèäà (5.18), ãäå óðàâíåíèå (5.24) íå ðàçðåøèìî â

K , ÿäðî ãîìîìîðôèçìà φ ñîñòîèò èç òî÷êè P∞ è, âîçìîæíî, òî÷êè P (0,
√
β) .

Åñëè óðàâíåíèå (5.24) ðàçðåøèìî, òî â ðàññìàòðèâàåìîå ÿäðî, âîçìîæíî,

ïîïàä¼ò åù¼ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (xj−1, yj−1) = ( 4
√
β, 4

√
β(ui + 4

√
β)) è

ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé (xj−1, yj−1 + xj−1) . Ïðè m ≥ 2 äëÿ xj−2 ïîëó÷èì óðàâíåíèå

β + 4
√
βxj−2

2 + x4j−2 = 0.

Çàìåíà x2j−2 =
4
√
βz ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçðåøèìîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíà

ðàçðåøèìîñòè â K óðàâíåíèÿ z2 + z =
√
β , ÷òî, ââèäó òîãî, ÷òî âîçâåäåíèå â

êâàäðàò è èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè

îïåðàòîðàìè íà K è ñîõðàíÿþò îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ, ðàâíîñèëüíî ðàçðåøèìîñòè

óðàâíåíèÿ

z2 + z = β, z ∈ K. (5.25)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 3/4 âñåõ ïàð (α, β) èç ïîëÿ K îäíî èç óðàâíåíèé (5.24)

èëè (5.25) íåðàçðåøèìî, è â ðàññìàòðèâàåìîì ÿäðå ëåæèò íå áîëåå, ÷åì 4 óæå

ðàññìîòðåííûå òî÷êè.

Â îáùåì ñëó÷àå òî÷êè, êîòîðûå ìîãóò ëåæàòü â ÿäðå, ìîãóò áûòü

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (5.23), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê

ëèíåéíîìó îòíîñèòåëüíî xi , è óðàâíåíèÿ êðèâîé. Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì
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xi+1 óðàâíåíèå (5.23), â ñëó÷àå åãî ðàçðåøèìîñòè â K , èìååò äâà ðåøåíèÿ (èëè

îäíî â ñëó÷àå xi+1 = 0 ), òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.10. [48] ßäðî ãîìîìîðôèçìà φ ñîäåðæèò íå áîëåå 1 + 2m−1 òî÷åê.

Çàìå÷àíèå. Èç ðàâåíñòâà (5.23) ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê 2 ìîæåò áûòü òîëüêî

ó òî÷êè P (0,
√
β) . Òàê êàê äèâèçîð ôóíêöèè x ðàâåí 2P − 2P∞ è îòîáðàæåíèå

(5.19) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ýòà òî÷êà äåéñòâèòåëüíî èìååò ïîðÿäîê 2.

Ëåììà 5.5. [48] Ïóñòü P0 = P (x0, y0) - êîíå÷íàÿ òî÷êà êðèâîé E(K) , òîãäà

ConF/Υ(P0 − P∞) = div(f(u) + x0√
β
, x0+y0+

√
β√

β
)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí f(u) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, ïîýòîìó èíäåêñ

âåòâëåíèÿ P ðàâåí 1. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

ConF/Υ(P0) = div(1− x0f(u), v0), v0 =

√
β + y0
x20

.

Âû÷èñëèì òåïåðü ConF/Υ(P∞) . Åñëè P - òî÷êà ïîëÿ F , ëåæàùàÿ íàä P∞ , òî

îíà ëåæèò è íàä áåñêîíå÷íîé òî÷êîé ïîëÿ K(x) , òî åñòü

1

x
= f(u) ∈ P êàê â èäåàëå.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P - êîíå÷íàÿ òî÷êà ïîëÿ F . Ðàâåíñòâî (5.21) è âêëþ÷åíèå

f(u) ∈ P îçíà÷àþò, ÷òî v2 ∈ P , è òàê êàê P - ïðîñòîé èäåàë, çàêëþ÷àåì, ÷òî

v ∈ P . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (f(u), v) ⊂ P .

Îáðàòíî, åñëè P - òî÷êà ïîëÿ F , ïîðîæä¼ííàÿ ïðîñòûì èäåàëîì êîëüöà

K[u, v] , ñîäåðæàùèì èäåàë (f(u), v) ⊂ K[u, v] , òî 1
x = f(u) ∈ P , è, çíà÷èò,

1
x ∈ P ∩ E(K) . Ñîãëàñíî [143, Ïðåäëîæåíèå III.1.4, ãëàâà 3], ïåðåñå÷åíèå p =

P ∩ E(K) åñòü òî÷êà ïîëÿ E(K) . Ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèò 1
x , òî îíà ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êîé ïîëÿ E(K) , òî åñòü P∞ â ñèëó å¼ åäèíñòâåííîñòè,

÷òî ñëåäóåò èç ëåììû 1.3.

Ïîýòîìó îáðàç P0 − P∞ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êîíîðìû áóäåò êëàññîì äèâèçîðîâ

êðèâîé (5.21) íàä ïîëåì F ñ ïðåäñòàâèòåëåì
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div(1− x0f(u), v0)− div(f(u), 0). (5.26)

Ïîñêîëüêó div(f(u)) = 2div(f(u), 0), òî äèâèçîð (5.26) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

= div(1− x0f(u), v0) + div(f(u), 0).

Ïðèìåíèì ê ýòîìó âûðàæåíèþ àëãîðèòì ñëîæåíèÿ êëàññîâ äèâèçîðîâ (ñì.

Ïðèëîæåíèå ãë.1). Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì l1 = 1, l = 1, e1 = 1, e2 = x0, g1 =

1, g2 = 0 = w . Ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

div(f(u)(1− x0f(u)), [f(u)(1− x0f(u)) + x0f(u)v0]) =

= div(f(u)(1− x0f(u)), x0v0f(u)).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîòîìó ÷òî âçÿòèå âòîðîé êîìïîíåíòû ïî

ìîäóëþ ïåðâîé íå ìåíÿåò êëàññ äèâèçîðîâ. Ðîä êðèâîé (5.21) - g , ñîãëàñíî [69,

Ëåììà 9], ðàâåí 2m−1 èëè 2m−1− 1 . Ïîýòîìó ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ

ïîëóïðèâåä¼ííûé äèâèçîð, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì. Õîòÿ çàïèñü (5.21) íå

ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì êðèâîé, ê íåé ìîæíî ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûé

àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ. Ðåçóëüòàò åãî ðàáîòû áóäåò ëåæàòü â òîì æå êëàññå, îäíàêî

íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ïðèâåä¼ííûì äèâèçîðîì. Ïðèìåíèâ îäèí øàã àëãîðèòìà (ñì.

ãë. 1), ïîëó÷èì:

a1(u) =
(x0v0f(u))

2 + x0v0f(u)
2 + h

f(u)(1− x0f(u))
=

f(u)((x0v0)
2 + x0v0) + 1 + αf(u) +

√
βf(u)2

1− x0f(u)
=

1 + ((x0v0)
2 + x0v0 + α +

√
β

x0
)f(u)− f(u)

√
β

x0
(1− x0f(u))

1− x0f(u)
=

√
β

x0
f(u) +

1 + f(u)(α+ y0+
√
β

x0
+ y20+β

x2
0

+
√
β

x0
)

1− x0f(u)
=

√
β

x0
f(u) + 1
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b1(u) ≡ (1 + x0v0)f(u) ≡ (1 +
y0 +

√
β

x0
)
x0√
β

(mod a1(u)),

èëè

b1(u) ≡
x0 + y0 +

√
β√

β
(mod a1(u)).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç îòîáðàæåíèÿ ConF/Υ ïðèìåò âèä:

div(f(u) +
x0√
β
, y − x0 + y0 +

√
β√

β
). (5.27)

Ëåììà 5.5 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè g = 2m−1 , ýòîò äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì

ïðèâåä¼ííûì äèâèçîðîì äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé òî÷êè P0 .

Ñïóñê Âåéëÿ çàâåðøàåò ñëåäóþùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ [70, (2.14), �2, ãë.1,

÷àñòü 1] {
ũ = λ0u+ λ′′

ṽ = v + g(ũ)t(ũ),

ãäå g(ũ) = f( ũ−λ′′

λ0
) , à λ′′ ∈ K âûáðàíî òàê, ÷òî g(ũ) ∈ k[ũ] , à çàòåì âçÿòèå

íîðìû.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ êðèâàÿ (5.21) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì íàä k :

ṽ2 + g(ũ)ṽ + g(ũ)(1 + ag(ũ) + bg(ũ)2) = 0, ãäå a, b ∈ k. (5.28)

Äèâèçîð (5.27) â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

div(g(ũ) + x0√
β
,
[
x0+y0+

√
β√

β
+ g(ũ)t(ũ)

]
) =

div(g(ũ) + x0√
β
,
[
x0+y0+

√
β√

β
+ x0√

β
t(ũ)

]
),

(5.29)

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí g ïîëó÷åí èç ìíîãî÷ëåíà f ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé

çàìåíû ïåðåìåííûõ, òî êîýôôèöèåíò â îäíî÷ëåíå ïåðâîé ñòåïåíè ó íåãî

óìíîæèòñÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó (ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòî áóäåò 1), à âñå
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îñòàëüíûå îäíî÷ëåíû áóäóò èìåòü ñòåïåíè, ðàâíûå ñòåïåíÿì äâîéêè. Ïîýòîìó,

ìíîãî÷ëåí g(ũ) + x0√
β
íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Îáîçíà÷èì fu(x) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà u íàä k .

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü n - ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî è x0√
β

/∈ k . Òîãäà äëÿ

ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñïóñêà Âåéëÿ ãîìîìîðôèçìà ϕ âûïîëíåíî: ϕ(P (x0, y0)) =

div(f x0√
β
(g(ũ)), G(ũ)), äëÿ íåêîòîðîãî G(ũ) ∈ k[ũ]. Åñëè P0 = P (x0, y0), P1 =

P (x1, y1) è äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {0, 1, ..., n− 1} , âûïîëíåíî: x1 =
√
βσi x0√

β
, òîãäà

ϕ(P0) = ϕ(P1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû degk
x0√
β
= n . Îáîçíà÷èì u1, ..., u2m−1

� îäíîêðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(ũ) + x0√
β
. Êîðíè ñîïðÿæ¼ííîãî ê íåìó

ìíîãî÷ëåíà σ(g(ũ) + x0√
β
) = g(ũ) + σ( x0√

β
) , ãäå σ - íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå

ïðîäîëæåíèå àâòîìîðôèçìà σ : σw = w2r , w ∈ K íà K , èìåþò âèä

σu1, ..., σu2m−1 . Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå σj(g(ũ)+ x0√
β
)− (g(ũ)+ x0√

β
) = σj( x0√

β
)−

x0√
β
, ïîýòîìó σjui /∈ {u1, ..., u2m−1} äëÿ ëþáûõ i ∈ 1, ..., 2m−1 , ïðè n - j . Ýòî òàêæå

îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ýëåìåíòîâ ui íàä k ðàçëè÷íû. Äèâèçîð

(5.29) èìååò âèä
∑2m−1

i=1 div(ũ− ui, vi);ui, vi ∈ K , à åãî íîðìà íàä k[ũ, ṽ] åñòü

n∑
j=1

2m−1∑
i=1

div(ũ− σjui, σ
jvi), (5.30)

(Ñì. [130, Ñëåäñòâèå 3 Ïðåäëîæåíèÿ 2.1, ãëàâà 1]). Âñå òî÷êè ýòîãî äèâèçîðà

îäíîêðàòíû, èõ ïåðâûå êîîðäèíàòû ðàçëè÷íû, ïîýòîìó îí ïîëóïðèâåä¼ííûé.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí G(x) ∈ k[x] òàêîé, ÷òî ýòîò äèâèçîð èìååò âèä

div(N(g(ũ) +
x0√
β
), G(x)). (5.31)

Ìíîãî÷ëåí G ìîæåò áûòü íàéäåí ïðè ïîìîùè ìåòîäà íåîïðåäåë¼ííûõ

êîýôôèöèåíòîâ èç óðàâíåíèé G(ui) =
x0+y0+

√
β√

β
+ x0√

β
t(ui), i = 1, ..., 2m−1 .
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Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g ëåæàò â k , òî

N(g(ũ) +
x0√
β
) =

n∏
j=1

(g(ũ) + σj
x0√
β
) = f x0√

β
(g(ũ)) =

2m−1∏
i=1

fui
(ũ),

ãäå f x0√
β
(z) ∈ k[z] - ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà x0√

β
∈ K , à â ïîñëåäíåì

ïðîèçâåäåíèè ñòîÿò ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ýëåìåíòîâ u1, ..., u2m−1 , êîòîðûå

ëåæàò â k[x] , íåïðèâîäèìû è â íàøåì ñëó÷àå ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, äèâèçîð (5.31)

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé 2m−1 òî÷åê ïîëÿ k(ũ, ṽ) âèäà div(fui
(ũ), Gi(ũ)) .

Îòìåòèì, ÷òî îáðàç òî÷êè P1 = P (x1, y1) , ãäå äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíåíî:

σi x0√
β

= x1√
β
, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïîëó÷åííîãî îáðàçà òî÷êè P0 òîëüêî

âòîðûìè êîîðäèíàòàìè: ïóñòü ýòî áóäóò ìíîãî÷ëåíû G′
i(ũ) ∈ k[ũ], êîòîðûå â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, òàêæå êàê è Gi , ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèé

G′
i
2
+ gG′

i + g(1 + ag + bg2) ≡ 0 (mod fui
).

Îòñþäà

(Gi −G′
i)
2 + g(Gi −G′

i) ≡ 0 (mod fui
).

Ïîýòîìó, ââèäó íåïðèâîäèìîñòè íàä k ìíîãî÷ëåíîâ fui
è òîãî, ÷òî

degGi, degG
′
i < degfui

, èìååì G′
i ∈ {Gi, Gi + g}. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè â îáðàçå

P1 ëèáî ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè îáðàçà P0 , ëèáî ñîâïàäàþò ñ ñîïðÿæ¼ííûìè ê íèì,

à ïîýòîìó â êëàññå äèâèçîðîâ ïîëó÷èì òîò æå îáðàç. Òåîðåìà 5.12 äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü n - íå÷¼òíîå è x0√
β

∈ k (íàïðèìåð, (x0, y0) = (0,
√
β) ) òîãäà

óðàâíåíèå (12) ïåðåïèøåì â âèäå

(
y0√
β

)2

+
y0√
β

x0√
β
+ 1 + α

(
x0√
β

)2

+
√
β

(
x0√
β

)3

= 0,

îòêóäà äëÿ v = TrK/k(
y0√
β
) + 1 èìååì

v2 + v
x0√
β
+

x0√
β
+ TrK/k(α)

(
x0√
β

)2

+ TrK/k(
√
β)

(
x0√
β

)3

= 0.
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Çíà÷èò, (ñì. óðàâíåíèå (5.28)) âòîðûå êîîðäèíàòû òî÷åê äèâèçîðà (5.31)

ïðèíàäëåæàò k è ðàâíû TrK/k(
y0√
β
)+1, èëè TrK/k(

y0√
β
)+1+ x0√

β
. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

x0 = 0 îíè ñîâïàäàþò è ðàâíû íóëþ. Â òî æå âðåìÿ, σ îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó

èõ ïåðâûõ êîîðäèíàò, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ íîðìà (5.30) ïðè x0 = 0 ðàâíà

n
2m−1∑
i=1

div(ũ− ui, 0).

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè â ýòîé ñóììå ñïåöèàëüíûå, à n - íå÷¼òíîå, òî ýòîò äèâèçîð

ýêâèâàëåíòåí
∑2m−1

i=1 div(ũ − ui, 0) (ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ äèâèçîðîì ýëåìåíòà

g(u)
n−1
2 ). Cîãëàñíî [69], åñëè ðîä êðèâîé (5.28) íå ðàâåí 2m−1 − 1 , òî îí ðàâåí

2m−1 , è ýòîò äèâèçîð ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, à çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, òî

åñòü íå ëåæèò â ÿäðå.

Åñëè èñõîäíàÿ òî÷êà P0 èìåëà ÷¼òíûé ïîðÿäîê 2rs , s - íå÷¼òíî, r ≥ 1 , òî

2r−1sP0 - òî÷êà ïîðÿäêà 2. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðèâåä¼ííîìó âûøå çàìå÷àíèþ,

� ýòî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (0,
√
β) , êîòîðàÿ ïî äîêàçàííîìó íå ëåæèò â ÿäðå.

Çíà÷èò, ñòåïåíü âõîæäåíèÿ äâîéêè â ïîðÿäîê îáðàçà òî÷êè P0 ðàâíà r .

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.12. [48] Ïóñòü n - íå÷¼òíîå ÷èñëî, è ðîä êðèâîé (5.28) íå ðàâåí

2m−1 − 1 . Òîãäà äëÿ ïîñòðîåííîãî ìåòîäîì ñïóñêà Âåéëÿ ãîìîìîðôèçìà ϕ

âûïîëíåíî:

P (0,
√
β) /∈ Kerϕ , è ñòåïåíè âõîæäåíèÿ äâîéêè â ïîðÿäêè òî÷åê êðèâîé E

è èõ îáðàçîâ ñîâïàäàþò.
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Ãëàâà 6

Ðåøåíèå ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé íàä GF (2)

Ïðè àòàêàõ íà ñèñòåìû çàùèòû èíôîðìàöèè, îñíîâàííûå íà ñëîæíîñòè çàäà÷è

ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü

áîëüøèå ñèñòåìû ðàçðåæåííûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì F = GF (2) [144].

Ïðè ýòîì îáû÷íî íå òðåáóåòñÿ èñêàòü âñå ðåøåíèÿ, îãðàíè÷èâàÿñü íàõîæäåíèåì

íåñêîëüêèõ, îòëè÷íûõ îò íóëåâîãî â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ðàçðåæåííîñòü

îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â êàæäîì óðàâíåíèè ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé âåëè÷èíû d , â

òî âðåìÿ êàê ÷èñëî ïåðåìåííûõ ñèñòåìû N ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðàñòóùèé

ïàðàìåòð. Äëÿ çàäà÷ ôàêòîðèçàöèè, ðåøàåìûõ íà ñîâðåìåííîé êîìïüþòåðíîé

òåõíèêå, îáùåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ îöåíèâàåòñÿ íåñêîëüêèìè ñîòíÿìè ìèëëèîíîâ,

â òî âðåìÿ êàê ïàðàìåòð d êàê ïðàâèëî íå ïðåâîñõîäèò 1000.

Íà ïðàêòèêå, ââèäó îñîáåííîñòåé ðàáîòû ñ ïîëåì F , âìåñòî âåêòîðîâ

óäîáíî ðàññìàòðèâàòü áëîêè, òî åñòü ìàòðèöû èç FN×n , ãäå n � áëî÷íûé

ïàðàìåòð, îáû÷íî ðàâíûé, èëè êðàòíûé, äëèíå ìàøèííîãî ñëîâà (32, 64, èëè

128). Äåëî â òîì, ÷òî ñîâðåìåííûå ïðîöåññîðû çà îäèí òàêò ñâîåé ðàáîòû

îáðàáàòûâàþò îäíîáèòíîå è 64-áèòíîå ÷èñëî (ìàøèííîå ñëîâî) çà îäèíàêîâîå

âðåìÿ. Åñòü ïðîöåññîðû, îáðàáàòûâàþùèå â îäíîì òàêòå ñðàçó íåñêîëüêî
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ìàøèííûõ ñëîâ. Àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè, íàçûâàþòñÿ

áëî÷íûìè àëãîðèòìàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîì Êðûëîâà ìàòðèöû A ñ íà÷àëüíûì áëîêîì B

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå ñòîëáöàìè AiB, i = 0, 1, . . . .

Áëî÷íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì îñíîâàíû íà

îäíîé èç äâóõ èäåé, êîòîðûå ñâîäÿò âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ ê ìíîãîêðàòíîìó

óìíîæåíèþ íà ìàòðèöó ñèñòåìû, êîòîðîå, ââèäó ðàçðåæåííîñòè ïîñëåäíåé,

çàíèìàåò ìàëî êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè. Ïåðâîå íàïðàâëåíèå - ýòî àëãîðèòìû,

ïîñòðîåííûå íà îñíîâå èäåè Ëàíöîøà (C. Lanczos) î ïîñëåäîâàòåëüíîé

îðòîãîíàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Áëî÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïîäõîäà

íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Ìîíòãîìåðè (P.Montgomery) [145]. Âòîðîå íàïðàâëåíèå -

àëãîðèòìû íà îñíîâå èäåè Âèäåìàíà (D.H. Wiedemann), ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ

ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ïîðÿäêà, ñðàâíèìîãî ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû, ÷òî

ôàêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû,

èç êîòîðîãî è ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé. Áëî÷íûé âàðèàíò ýòîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåí Êîïïåðñìèòîì

(D.Coppersmith) [146].

Ïîëíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ôàêòîðèçàöèè è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

ðàçðåæåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì çàíèìàåò î÷åíü ìíîãî ìåñòà, è ìû îãðàíè÷èìñÿ

â Ïðèëîæåíèè íåêîòîðûì ïåðåëîæåíèåì íà óäîáíûé íàì ÿçûê áëî÷íûõ

àëãîðèòìîâ Ëàíöîøà-Ìîíòãîìåðè [145] è Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà [146].

Îñòàëüíûå ïîäðîáíîñòè ìîæíî ïîñìîòðåòü â êíèãå Âàñèëåíêî Î.Í. [95].

Â äàííîé ãëàâå ïðåäëîæåí íîâûé áëî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûé íà ñâîéñòâàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïðèáëèæåíèé ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ â îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.

Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü, â êàêîì-òî ñìûñëå, èäåè Ëàíöîøà è Âèäåìàíà.

Ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòîì ñòàë íîâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå ê

ðÿäàì ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî èçëàãàþòñÿ íåñêîëüêî âåðñèé íîâîãî àëãîðèòìà. Äëÿ

íàèëó÷øåé ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, îïòèìèçèðîâàííîé âåðñèè äîêàçàíà îöåíêà

ñëîæíîñòè, ïðåäñòàâëåííàÿ â òåîðåìå ??.

6.1 Çàìå÷àíèÿ î ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ

Ïóñòü N,M ∈ N , è òðåáóåòñÿ íàéòè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé âèäà

DX = 0, D ∈ FM×N , X ∈ FN×n,M < N, (6.1)

ãäå n � áëî÷íûé ïàðàìåòð, îáû÷íî ðàâíûé äëèíå ìàøèííîãî ñëîâà, 32 èëè 64 .

Âûáåðåì ñëó÷àéíî áëîê Y ∈ FN×n è ðàññìîòðèì ñèñòåìó

AX = B,A ∈ FN×N , B,X ∈ FN×n, (6.2)

ãäå A = DTD ∈ FN×N , â ýòèõ óñëîâèÿõ âûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà,

B = AY . Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå XD ñèñòåìû (6.1) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü

XA - ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2) ïî ôîðìóëå

XA = XD + Y.

Îáðàòíî, åñëè åñòü XA - ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2), òî DTD(XA − Y ) = 0 . Åñëè

rangD =M , òî èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî D(XA − Y ) = 0 . Òî åñòü

XA − Y - ðåøåíèå ñèñòåìû (6.1).

Îáîçíà÷èì dim(6.1)X ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åíîãî â ïåðåñå÷åíèè

ïðîñòðàíñòâà ⟨X⟩ , îáðàçîâàííîãî ñòîëáöàìè ïðîèçâîëüíîãî áëîêà X , ñ ÿäðîì

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà D . Îáîçíà÷èì dim(6.2)X ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà,

ïîëó÷åíîãî â ïåðåñå÷åíèè ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî ñòîëáöàìè áëîêà X , ñ

ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A = DTD , à dim′
(6.2)X ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà,

ïîëó÷åíîãî â ïåðåñå÷åíèè ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî ñòîëáöàìè áëîêà X , ñ

ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A′ = DDT .
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Òåîðåìà 6.1. [75]

1)dim(6.1)X ≥ dim(6.2)X − (M − rangD),

2)dim(6.1)D
TX ≥ dim′

(6.2)X − (M − rangD).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçìåðàìè ìàòðèöû D èìååì

dimKerDT = M − rangD . Ïî ïîñòðîåíèþ âåêòîð x ëåæèò â KerA òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ëåæèò â KerD ëèáî Dx ∈ KerDT \ {0} . Êîëè÷åñòâî
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïî ìîäóëþ KerD âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîìó èç

ýòèõ óñëîâèé íå ïðåâîñõîäèò dimKerDT . Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äîïîëíèòü áàçèñ

KerD äî áàçèñà KerA , òî âåêòîðîâ èç äîïîëíåíèÿ, ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå,

áóäåò íå áîëåå, ÷åì ðàçìåðíîñòü îáðàçà. Òî åñòü dimKerDT . Ïîýòîìó êîðàíã

KerD â KerA íå áîëüøå M − rangD . Ïåðåñåêàÿ ñ ⟨X⟩ , ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå

óòâåðæäåíèå.

Íåðàâåíñòâî 2) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

dimDTX1 ≥ dimX1 − (M − rangD),

ãäå X1 âûáðàíî òàê, ÷òîáû ⟨X1⟩ = ⟨X⟩ ∩ KerA′ . Êîëè÷åñòâî ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñðåäè ñòîëáöîâ áëîêà DTX , óìåíüøèòñÿ ïî ñðàâíåíèþ

ñ êîëè÷åñòâîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñðåäè ñòîëáöîâ áëîêà X íå áîëåå,

÷åì íà dimKerDT =M − rangD . Ýòî è åñòü äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè n − 1 ≥ rangD − rangDTD êîðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé D , âëîæåííîãî â

ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé DTD , íå áîëüøå, ÷åì

n − 1 . Ïîýòîìó åñëè íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

âòîðîé èç ýòèõ ñèñòåì, òî íåêîòîðàÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

áóäåò ðåøåíèåì ïåðâîé.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A � ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.
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Îïðåäåëèì A -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ FN êàê

(x, y) = xTAy . Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, ⟨W ⟩ âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â

FN , ïîðîæä¼ííîå ñòîëáöàìè ìàòðèöû W . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà

⟨V ⟩ è ⟨W ⟩ A -îðòîãîíàëüíû, åñëè ìàòðèöà V TAW ïîïàðíûõ A -ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé, îáðàçóþùèõ èõ âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ. Åñëè ìàòðèöà W TAW

îáðàòèìà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå

⟨W ⟩ íåâûðîæäåíî. Îáîçíà÷èì òàêæå In åäèíè÷íóþ, à On - íóëåâóþ ìàòðèöû

ðàçìåðà n× n .

Òåîðåìà 6.2. [72] Ïóñòü ìàòðèöà W ∈ FN×M òàêîâà, ÷òî

W TAW − íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, (6.3)

à u ∈ FN . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð w ∈ ⟨W ⟩ , äëÿ êîòîðîãî

W TA(u− w) = 0, (6.4)

ïðè ýòîì

w = W (W TAW )−1W TAu. (6.5)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü w îïðåäåë¼í ôîðìóëîé (6.5), òîãäà W TA(u − w) =

W TA(u)−W TA(u) = 0.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (6.4). Ïîñêîëüêó w ∈ ⟨W ⟩ , òî
w = Wc äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà c , îòêóäà

W TAu = W TAWc,

èëè

c = (W TAW )−1W TAu,

òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (6.5). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü w èç òåîðåìû 6.2 A -îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé

âåêòîðà u íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ⟨W ⟩ .
Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî u � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.2), òî åãî

A -îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ⟨W ⟩ , áàçèñ êîòîðîãî,

çàïèñàííûé ïî ñòîëáöàì, îáðàçóåò ìàòðèöó W , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (6.3),

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà îäíîçíà÷íî ïî ôîðìóëå

w = W (W TAW )−1W TB. (6.6)

Åñëè æå ýòî ðåøåíèå ëåæèò â ⟨W ⟩ , òî â ⟨W ⟩ îíî åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (6.6).

Òåîðåìà 6.3. [72] Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ïîïàðíî A -îðòîãîíàëüíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ ⟨Wi⟩, i = 0, 1, . . . ,m − 1 â FN , A -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

íà êîòîðûõ íåâûðîæäåíî. Ïóñòü òàêæå ìàòðèöà A ïåðåâîäèò ñóììó ýòèõ

ïîäïðîñòðàíñòâ ⟨W ⟩ â ñåáÿ è ⟨B⟩ ⊆ ⟨W ⟩ . Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2) â ⟨W ⟩
åäèíñòâåííî è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

X =
m−1∑
i=0

Wi(Wi
TAWi)

−1Wi
TB. (6.7)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 6.2 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû, ôîðìóëà

(6.7) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò A -îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.2)

íà ïðîñòðàíñòâî ⟨W ⟩ . Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîêàçàòü,

÷òî ýòà ôîðìóëà çàäà¼ò ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî Wj
TAX =

Wj
TB, j = 0, 1, . . . ,m − 1 , ïîýòîìó âñå âåêòîðà áëîêà AX − B A -îðòîãîíàëüíû

ïðîñòðàíñòâó ⟨W ⟩ . Êðîìå òîãî, òàê êàê ïî óñëîâèþ ⟨B⟩ ⊆ ⟨W ⟩ è A⟨W ⟩ ⊆ ⟨W ⟩ ,
òî ⟨AX−B⟩ ⊆ ⟨W ⟩ , îòêóäà, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè A -ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
íà ⟨W ⟩ , èìååì AX −B = 0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì îáùóþ ñèòóàöèþ.
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Òåîðåìà 6.4. [75] Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà ⟨W ⟩ ïîñòðîåíî â âèäå

ñóììû íåïåðåñåêàþùèõñÿ A -îðòîãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ⟨Wi⟩, i = 0, 1, . . . ,m

ñ íà÷àëüíûì áëîêîì âèäà W0 = B = AY , íà ïåðâûõ m , èç êîòîðûõ

A -ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåíî. Ïóñòü ⟨Wm⟩ A -îðòîãîíàëüíî âñåìó

⟨W ⟩ , â ÷àñòíîñòè ñåáå. Ïóñòü âû÷èñëåíî AWm è X ïî ôîðìóëå (6.7),

dim⟨Wm⟩ = µ > 0 . Òîãäà íå áîëåå ÷åì çà 2 (n+µ−1)(n+µ)
2 N áèòîâûõ îïåðàöèé ñ

âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 1− 1
2n (ïðè óñëîâèè ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè

⟨Y ⟩ è ⟨W ⟩ ) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ðåøåíèå ñèñòåìû (6.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ ïðîñòðàíñòâî ⟨Wm⟩ A -

îðòîãîíàëüíî ïðîñòðàíñòâó W = ⟨W0⟩+ · · ·+⟨Wm⟩ , â ÷àñòíîñòè, A -îðòîãîíàëüíî
ñåáå. Êñòàòè çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ðàçìåðíîñòü ⟨Wm⟩ íåáîëüøàÿ (ñêàæåì

2). Òàêæå ïî óñëîâèþ ⟨Wm⟩ ñîäåðæèò âñå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà,

îðòîãîíàëüíûå âñåìó ýòîìó ïðîñòðàíñòâó. Òîãäà AWm èìååò âèä w0 + w1 +

· · · + wm, ⟨wi⟩ ⊆ ⟨Wi⟩, i = 1, 2, . . . ,m. Ïîëó÷àåì ïðè j ∈ {1, . . . ,m − 1} öåïî÷êó

ðàâåíñòâ

wj
TAWj = (w0 + w1 + · · ·+ wm)

TAWj =

(AWm)
TAWj = (Wm)

TA(AWj) ⊆ (Wm)
TAW = {0},

êîòîðàÿ, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè A -ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà Wj ,

ïîêàçûâàåò, ÷òî wj = 0 ïðè j = 0, 1, . . . ,m− 1 , òî åñòü AWm ⊆ ⟨Wm⟩ .
Åñëè ⟨AWm⟩ ̸= ⟨Wm⟩ , òî ýëåìåíò èç ÿäðà ìàòðèöû A ìîæåò áûòü ïîëó÷åí

ïðèâåäåíèåì ê íèæíåòðåóãîëüíîìó âèäó ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà AWm = Z çà

2 (µ−1)µ
2 N îïåðàöèé.

Ïóñòü òåïåðü ⟨AWm⟩ = ⟨Wm⟩ . Èç ôîðìóëû (6.7), êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 6.3, ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷èì

(Wj)
T (AX −B) = (Wj)

TB − (Wj)
TB = 0, j = 0, 1, ...,m− 1,

0 = ⟨(Wm)
TA(AX −B)⟩ = ⟨(Wm)

T (AX −B)⟩,
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òàê êàê AX−B ⊆ W . Ïîýòîìó, ââèäó A -èíâàðèàíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà,

(Wj)
TA(AX −B) = (AWj)

T (AX −B) ⊆ W T (AX −B) = {0}, j = 0, 1, ...,m− 1,

òî åñòü âåêòîðà áëîêà AX −B A -îðòîãîíàëüíû W , òî åñòü ⟨AX −B⟩ ⊆ ⟨Wm⟩ .
Çíà÷èò, ëèíåéíûé îïåðàòîð A îòîáðàæàåò ñóììó ïðîñòðàíñòâ ⟨X − Y ⟩ + ⟨Wm⟩
â ⟨Wm⟩ . Åñëè ⟨Y ⟩ ̸⊆ ⟨W ⟩ , òî ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà áîëüøå, ÷åì

ðàçìåðíîñòü âòîðîãî, è ïðè ïîìîùè Ãàóññîâûõ èñêëþ÷åíèé â ðàâåíñòâå A(X −
Y ∥Wm) = Z, ⟨Z⟩ ⊆ ⟨Wm⟩ ìîæíî íàéòè ýëåìåíò èç ÿäðà A .

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ⟨Y ⟩ ̸⊆ ⟨W ⟩ ïðè óñëîâèè ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè

ýòèõ ïðîñòðàíñòâ è âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A , îòêóäà ⟨W ⟩ ≠ FN , î÷åâèäíî,

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé 1 − 1
2n , ãäå n - ÷èñëî ñòîëáöîâ â áëîêå Y . Ñëîæíîñòü

îäíîé ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèè ñî ñòîëáöàìè ìàòðèö X − Y ∥Wm, Z ∈ FN×(n+µ)

îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé N , à ÷èñëî òàêèõ îïåðàöèé - âåëè÷èíîé 2((n + µ − 1) +

...+ 1) = 2 (n+µ)(n+µ−1)
2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå W0 = B â ïîñëåäíåé òåîðåìå ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà

W0 = Y . Òîãäà àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì A(X − Y ) ⊆ ⟨Wm⟩ , ïðè÷¼ì âñåãäà ⟨X −
Y ⟩ ⊆ ⟨W ⟩ \ ⟨Wm⟩ . Ïðàâäà â ýòîì ñëó÷àå ⟨Y ⟩ ⊆ ⟨W ⟩ è ìû íå ñìîæåì îöåíèòü

âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå.

Íåêîòîðûå ïîõîæèå óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçîâàíû â [145] áåç ôîðìóëèðîâîê è

äîêàçàòåëüñòâ.

6.2 Áëî÷íûå àëãîðèòìû

6.2.1 Íîâûé àëãîðèòì òèïà Ëàíöîøà-Ïàäå (ïåðâàÿ âåðñèÿ)

Ïðî ìàòðèöó A ñèñòåìû ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå: èíòåðåñóþùèé

íàñ ðàçìåð èìååò ïîðÿäîê N ∼ M ∼ 108 ; ñðåäíåå ÷èñëî åäèíèö â ñòðîêå

ìàòðèöû íå âåëèêî è, ñêàæåì, íå ïðåâîñõîäèò 103 ; íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
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ðàñïîëàãàþòñÿ ñóùåñòâåííî ñòîõàñòè÷åñêè, òî åñòü èõ ìåñòîïîëîæåíèå çàðàíåå

îïðåäåëåíî áûòü íå ìîæåò.

Ñðåäè ìåòîäîâ, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî óïîìèíàþòñÿ â ñâÿçè ñ çàäà÷åé

ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ íàñ áóäóò îñîáåííî

âàæíû áëî÷íûé ìåòîä Ëàíöîøà â èçëîæåíèè Ìîíòãîìåðè [145] è áëî÷íûé

àëãîðèòì Âèäåìàíà â èçëîæåíèè Êîïïåðñìèòà [146]. Ìû èíòåðåñóåìñÿ ýòèìè

ìåòîäàìè ñðàçó ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ïðåäëàãàåìûé íàìè àëãîðèòì

íàñëåäóåò (êàê ìû íàäååìñÿ) ñâîéñòâà îáîèõ àëãîðèòìîâ. À, âî-âòîðûõ,

ðåàëèçàöèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ íà ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ èìååò

ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äàëüíåéøåìó èçëîæåíèþ, íåîáõîäèìî ñêàçàòü

íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, êàêèå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû ìû èìååì ââèäó

ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Âî-ïåðâûõ, ìû îðèåíòèðóåìñÿ íà ñèñòåìû ñ

ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, òî åñòü íà òîò ñëó÷àé, êîãäà êàæäîìó âû÷èñëèòåëüíîìó

óçëó ñîîòâåòñòâóåò ñâîé áàíê ïàìÿòè, à îáìåí äàííûìè ìåæäó óçëàìè ïðîèñõîäèò

ïî âíåøíèì ëèíèÿì ñâÿçè. Âî-âòîðûõ, ìû íè÷åãî íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü î

òîïîëîãèè ëèíèé ñâÿçè, òî åñòü î òîì, êàêèå âû÷èñëèòåëüíûå óçëû ñîåäèíåíû

ëèíèÿìè ñâÿçè, à êàêèå íåò. Áîëåå òîãî, èññëåäóÿ àëãîðèòìû, ìû ÷àñòî

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêàÿ òîïîëîãèÿ èìååò ïðîñòåéøèé âèä êîëüöà,

êîãäà êàæäûé âû÷èñëèòåëüíûé ìîäóëü ñîåäèíåí ñ äâóìÿ äðóãèìè ìîäóëÿìè,

íàçûâàåìûìè åãî ñîñåäÿìè, à âñå ñîåäèíåíèÿ îáðàçóþò öåïî÷êó, ïðè÷åì âñå ëèíèè

öåïè èìåþò îäèíàêîâóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà

ðàáîòû íà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêèì ðåæèìîì, òàêîå

ïðåäïîëîæåíèå åäâà ëè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ãðóáûì.

Öåëü ýòîãî ïîäðàçäåëà � íåôîðìàëüíî ïðåäñòàâèòü èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå

ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà.

Èñïîëüçîâàíèå áëî÷íîãî ôàêòîðà s , òî åñòü áëîêîâ íå ðàâíîãî, à êðàòíîãî

äëèíå ìàøèííîãî ñëîâà ñ êîýôôèöèåíòîì s , äëÿ óëó÷øåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ
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ñâîéñòâ ìåòîäà Ìîíòãîìåðè ñîïðÿæåíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ äëÿ ïðîöåññîðîâ

îáìåíèâàòüñÿ áîëüøèìè îáúåìàìè äàííûõ, ïðè÷åì âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà

òàêèå îáìåíû â âåðñèè [158] ñòîëü âåëèêî, ÷òî íå ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà

ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷. Íàïðîòèâ, èñïîëüçîâàíèå

áëî÷íîãî ôàêòîðà â àëãîðèòìå Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì â

ïîñòðîåíèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà. Ïî íàøåìó ìíåíèþ îñíîâíàÿ ïðè÷èíà

ëó÷øèõ ïàðàëëåëüíûõ ñâîéñòâ ìåòîäà Êîïïåðñìèòà, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì

Ìîíòãîìåðè, ñîñòîèò â îòñóòñòâèè âûðàæåíèé âèäà V TAV ñ áëîêàìè V ðàçìåðà

N × 64s , êîòîðûå ìåíÿþòñÿ îò øàãà ê øàãó àëãîðèòìà.

Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü àëãîðèòì, â êîòîðîì îïåðàöèè âèäà V TAV , ñ

ïåðåìåííûìè áëîêàìè V , ëèáî îòñóòñòâóþò, ëèáî ñóùåñòâåííî ñîêðàùàþòñÿ.

Êðîìå òîãî, íîâûé ìåòîä äîëæåí îáëàäàòü ïðîñòûìè, àíàëîãè÷íûìè ìåòîäó

Ìîíòãîìåðè, âû÷èñëåíèÿìè ðåøåíèÿ ñèñòåìû X .

Ñêàæåì çàðàíåå íåñêîëüêî ñëîâ îá óñòðîéñòâå àëãîðèòìà. Ñíà÷àëà

ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áëî÷íîãî êâàçè A - îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà

ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèé òèïà Ïàäå, çà ñ÷åò òîãî, ÷òî

ïðè ïîñòðîåíèè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (èìååòñÿ àíàëîãèÿ ñ ìåòîäîì Êîïïåðñìèòà)

óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð

ñ áëî÷íûì ôàêòîðîì s . Çàòåì ìû ââîäèì ïðîöåäóðó ¾äîîðòîãîíàëèçàöèè¿, ñ

ïîìîùüþ êîòîðîé èç êâàçè A - îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà

ïîëó÷àþòñÿ A - îðòîãîíàëüíûå áëîêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ðåøåíèå

ñèñòåìû.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà óðàíåíèé íàä ïîëåì F

AX = B (6.8)

ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé A ðàçìåðà N × N è ñ áëî÷íûìè âåêòîðàìè B è X ,

ðàçìåð êîòîðûõ N × 64s .

Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì Êîïïåðñìèòà ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé ìàòðè÷íûé ðÿä

α(λ)
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α(λ) =
∞∑
i=0

αiλ
−i (6.9)

ñ êîýôôèöèåíòàìè αi = BTAiB . Â îòëè÷èå îò Êîïïåðñìèòà ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ðÿä ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé.

Çàìå÷àíèå. Ìû âåçäå äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé

êîýôôèöèåíòîâ αi ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà òîé, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå

Êîïïåðñìèòà, à èìåííî, âåêòîð B âèäà

B =
[
B1 B2 · · · Bs

]
,

õðàíèòñÿ íà êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå ïîëíîñòüþ. Óçåë ñ íîìåðîì j

âû÷èñëÿåò, âî-ïåðâûõ, âåêòîðû AiBj , à, âî-âòîðûõ, ÷àñòè αij ìàòðèö αi

ñëåäóþùåãî âèäà

αij = BTAiBj.

Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäà (6.9), áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü

ìàòðè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ òèïà Ïàäå äâóõ âèäîâ

α(λ)Q(s)(λ)− P (s)(λ) =
∞∑

i=s+1

α
(s)
i λ−i = α(s)(λ), (6.10)

α(λ)Q̃(s)(λ)− P̃ (s)(λ) =
∞∑

i=s−δ(s)

α̃
(s)
i λ−i = α̃(s)(λ), (6.11)

çäåñü Q(s)(λ) , P (s)(λ) , Q̃(s)(λ) è P̃ (s)(λ) � ìàòðè÷íûå ïîëèíîìû îò λ ñòåïåíè

íå âûøå s , êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà 64s × 64s ,

δ(s) ∈ N ∪ {0,−1}
Ïóñòü
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Q(s)(λ) = Q(s)
s λs +Q

(s)
s−1λ

s−1 + · · ·+Q
(s)
1 λ+Q

(s)
0 ,

P (s)(λ) = P (s)
s λs + P

(s)
s−1λ

s−1 + · · ·+ P
(s)
1 λ+ P

(s)
0 ,

Q̃(s)(λ) = Q̃(s)
s λs + Q̃

(s)
s−1λ

s−1 + · · ·+ Q̃
(s)
1 λ+ Q̃

(s)
0 ,

P̃ (s)(λ) = P̃ (s)
s λs + P̃

(s)
s−1λ

s−1 + · · ·+ P̃
(s)
1 λ+ P̃

(s)
0 ,

ïðè÷åì áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû ñòàðøèé êîýôôèöèåíò Q̃
(s)
s ïîëèíîìà Q̃(s)(λ) áûë

íåâûðîæäåííûì.

Àëãîðèòì ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå.

Ïðåèìóùåñòâîì àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì Ìîíòãîìåðè ÿâëÿåòñÿ

áîëåå ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé V TAV áåç

ó÷àñòèÿ áëîêîâ èç ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Ýòî ïðèâîäèò ê ëó÷øèì ïàðàëëåëüíûì

ñâîéñòâàì è, â êîíöå êîíöîâ, ê òîìó, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ñîêðàùàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè

äî åñòåñòâåííîé ãðàíèöû - âðåìåíè íà ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.

Ïóñòü ñíîâà òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax = B,A ∈ FN×N , b ∈ FN×n, (6.12)

ãäå A - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Äëÿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà R(λ) ∈ Fn×n[λ], n ∈ N îáîçíà÷èì Ri

êîýôôèöèåíò ïðè λi , òî åñòü R(λ) =
∑degR(λ)

i=0 Riλ
i . Ïóñòü òàêæå

R(A,B) =

degR(λ)∑
i=0

AiBRi,

ãäå B ∈ FN×n, n ≤ N , à n - äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà (â ýòîì ðàçäåëå áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî n = 64 ). Îáîçíà÷èì W (B) ∈ FN×n′
, n′ ≤ n ïîäñîâîêóïíîñòü

âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðè÷íîãî áëîêà B òàêóþ, ÷òî ìàòðèöà (W (B))tAW (B)

íåâûðîæäåíà. Ýòà ïîäñîâîêóïíîñòü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, íàïðèìåð, ïðè

143



ïîìîùè àëãîðèòìà èç ïàðàãðàôà 8 ðàáîòû [145]. Ïóñòü, êàê è âûøå, On, In -

ñîîòâåòñòâåííî íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû èç Fn×n .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó B ∈ FN×n . Ïóñòü

α =
∞∑
i=0

αiλ
−i, αi = BtAiB. (6.13)

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

(φ(λ), ψ(λ)) ∈ Fn×n êàê êîýôôèöèåíò ïðè λ−1 â ïðîèçâåäåíèè φ(λ)tαψ(λ) .

Îáîçíà÷èì (C,D) = CtAD ∈ Fn×n ìàòðèöó ïîïàðíûõ A -ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèö C,D ∈ FN×n . Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ

è ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî (C,D) = (D,C)t .

Ëåììà 6.1. [71, 72] (φ(A,B), ψ(A,B)) = (φ(λ), ψ(λ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòü

ëèíåéíû ïî φ è ψ , ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó ïðè φ = λi, ψ = λj, i, j ∈
N ∪ {0} . Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà BtAi+j+1B , à ëåâàÿ

(AiB)tAAjB,

÷òî, ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A , îäíî è òîæå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå

α(λ)Q(t−1)(λ)− P (t−1)(λ) =
∞∑
i=t

τiλ
−i,

α(λ)Q(t)(λ)− P (t)(λ) =
∞∑

i=t+1

ρiλ
−i,

degQ(s)(λ) ≤ s, degP (s)(λ) ≤ s, s ∈ {t− 1, t}.

(6.14)

Çäåñü λ - ïåðåìåííàÿ, áóêâû τi, ρi îáîçíà÷àþò ìàòðèöû èç Fn×n , à

Q(s)(λ), P (s)(λ) ∈ Fn×n[λ] - ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû. Q(−1) = On, P
(−1) = In, Q

(0) =

In, P
(0) = α0 .
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî (t + 1) -îãî ïðèáëèæåíèÿ ñ

àíàëîãè÷íûìè îöåíêàìè íà ñòåïåíü è ïîðÿäîê. Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì

ñëó÷àåì ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè

bt+1(λ) = ν1λ+ ν0, νi ∈ Fn×n.

Äîìíîæèì âòîðîå èç ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (6.14) íà ýòîò ìíîãî÷ëåí ñïðàâà è

ñëîæèì ñ ïåðâûì. Îáîçíà÷èì

Q(t+1)(λ) = Q(t)(λ)bt+1(λ) +Q(t−1)(λ),

P (t+1)(λ) = P (t)(λ)bt+1(λ) + P (t−1)(λ).
(6.15)

Ïîïûòàåìñÿ îáðàòèòü â íîëü ïåðâûå êîýôôèöèåíòû ïîëó÷èâøåãîñÿ ñïðàâà

ðÿäà.

α(λ)Q(t+1)(λ)− P (t+1)(λ) =
∞∑

i=t+2

γiλ
−i. (6.16)

Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé:{
τt = −ρt+1ν1

τt+1 = −ρt+1ν0 − ρt+2ν1.
(6.17)

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîãî íåíóëåâîãî

êîýôôèöèåíòà (t+ 1) -ãî ìàòðè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ.

γt+2 = τt+2 + ρt+2ν0 + ρt+3ν1. (6.18)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàçðåøèìîñòè îòíîñèòåëüíî ν1, ν0 ñèñòåìû (6.17) â ñëó÷àå,

êîãäà rangρt+1 < n íóæíî ïðèìåíÿòü äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ÷òîáû

ñäåëàòü øàã àëãîðèòìà. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ïðèáëèæåíèé

ïîðÿäêà t åñòü ïðèáëèæåíèÿ áîëüøåãî ïîðÿäêà.

Ïðèáëèæåíèÿ áîëüøåãî ïîðÿäêà, â ïðèíöèïå, ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü

â íåñêîëüêèõ ñëåäóþùèõ øàãàõ. Ê ñîæàëåíèþ, ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå
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õîðîøèõ ïðèáëèæåíèé â ñëåäóþùåì øàãå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ÷èñòî íóëåâûõ

ïðèáëèæåíèé, ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì áûñòðî âûðîæäàåòñÿ.

Ïðè÷èíó, à òàêæå ñïîñîá óñòðàíåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ ïîìîãàåò íàéòè ñëåäóþùàÿ

êîíñòðóêöèÿ.

Ëåììà 6.2. [72] Ðàíã ïî ñòîëáöàì íàä ïîëåì ìàòðè÷íîãî ïîëèíîìà Q
(t)
t (λ)

ðàâåí ðàíãó ñëåäóþùåé ìàòðèöû 

Q
(t)
t

Q
(t)
t−1

.

.

.

Q
(t)
0


(6.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ñòîëáöîâ ìàòðè÷íîãî

ïîëèíîìà Q(t)(λ) ñîîòâåòñòâóþò òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû (6.19).

Ïðèâåä¼ì ìàòðèöó ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà Q
(t)
t ê âèäó, â êîòîðîì ïåðâûå ñëåâà

ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à îñòàëüíûå íóëåâûå. Ñòîëáöû ìàòðèöû Q
(t)
t−1 ,

ñòîÿùèå ïîä íóëåâûìè ñòîëáöàìè Q
(t)
t , òàêæå ïðèâåä¼ì ê âèäó, â êîòîðîì ñëåâà

ñòîÿò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, à ñïðàâà íóëåâûå, è ò.ä.. Èç òîãî, ÷òî ñòîëáöû ðàçíîé

ñòåïåíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî êîðàíã îáîèõ

ìàòðèö â óñëîâèÿõ ëåììû ðàâåí ÷èñëó ÷èñòî íóëåâûõ ñòîëáöîâ, ïîëó÷èâøèõñÿ

ïîñëå îêîí÷àíèÿ îïèñàííîé ïðîöåäóðû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.17) è ïðåîáðàçîâàíèå (6.15) çàïèøåì â ñëåäóþùåì

ìàòðè÷íîì âèäå
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

ρt+1 On τt

ρt+2 ρt+1 τt+1

Q
(t)
t On On

Q
(t)
t−1 Q

(t)
t On

Q
(t)
t−2 Q

(t)
t−1 Q

(t−1)
t−1

. . .

. . .

. . .




ν1

ν0

In

 =



On

On

Q
(t+1)
t+1

Q
(t+1)
t

Q
(t+1)
t−1

.

.

.


(6.20)

Âåðõíèå áëî÷íûå ñòðîêè ëåâîé ìàòðèöû â (6.20), ñîäåðæàùèå êîýôôèöèåíòû

ðÿäîâ, áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé ÷àñòüþ, à îñòàëüíûå, ñîäåðæàùèå êîýôôèöèåíòû

ïðèáëèæåíèé, - íèæíåé ÷àñòüþ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñ íîìåðîì

t èìååò ïî ñòîëáöàì íåòðèâèàëüíûé êîðàíã l > 0 , à ïðèáëèæåíèå ñ íîìåðîì t−1

- êîðàíã l′ ≥ 0 , òî ïîñëå íåêîòîðîãî íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ

âñÿ ìàòðèöà íèæíåé ÷àñòè áóäåò èìåòü 2l+ l′ íóëåâûõ ñòîëáöîâ. Âåðõíÿÿ ÷àñòü,

ââèäó òîãî, ÷òî ÷èñëî ñòðîê íà n = 64 ìåíüøå ÷èñëà ñòîëáöîâ, êàê ïðàâèëî,

èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã. Åñëè ïðèâåñòè å¼ ê òðåóãîëüíîìó âèäó, òî ïðè

ïîìîùè Ãàóññîâûõ èñêëþ÷åíèé ìîæíî â íèæíåé ÷àñòè ñäåëàòü íóëåâûìè åù¼

2 · 64 ñòîëáöîâ, ñòîÿùèõ ïîä ëèäèðóþùèìè ýëåìåíòàìè âåðõíåé ÷àñòè. Ðàíã

ïðåîáðàçîâàííîé òàêèì îáðàçîì íèæíåé ÷àñòè, à çíà÷èò, è ðàíã ðåçóëüòàòà áóäåò

íå áîëüøå 64− (2l + l′) .

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå (6.20) ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì (k+3)

áëî÷íûõ ñòîëáöîâ ïðè t ≥ k ≥ 0 :
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

On On On . . . σt−k

. . . . . . . . . . . . . . .

On On On . . . σt−1

ρt+1 On τt . . . σt

ρt+2 ρt+1 τt+1 . . . σt+1

Q
(t)
t On On . . . On

Q
(t)
t−1 Q

(t)
t On . . . On

Q
(t)
t−2 Q

(t)
t−1 Q

(t−1)
t−1 . . . On

. . . . . . . . . . . . . . .

Q
(t)
t−k−2 Q

(t)
t−k−1 Q

(t−1)
t−k−1 . . . Q

(t−k−1)
t−k−1

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .





ν1

ν0

ν−1

.

.

.

ν−k−1


=



On

.

.

.

On

Q
(t+1)
t+1

.

.

.

Q
(t+1)
t−k−1

.

.

.



(6.21)

Ââèäó ñèëüíî âûðàæåííîé ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû âåðõíåé ÷àñòè, îíà, êàê

ïðàâèëî, èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã ðàâíûé (k + 2) · 64 , â òî âðåìÿ êàê

ðàíã íèæíåé ÷àñòè íå ïðåâîñõîäèò (k + 3) · 64 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ïîëíîãî ðàíãà â ñòîëáöå ñïðàâà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó ðàíãàìè

âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòè ðàâíÿëàñü 64. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû

íèæíÿÿ ÷àñòü ëåâîé ìàòðèöû èìåëà ïîëíûé ðàíã, íàïðèìåð, ÷òîáû äèàãîíàëüíûå

áëîêè, êðîìå ïîñëåäíåãî, áûëè íåâûðîæäåíû, à ïðèáëèæåíèå Q(t−k−1)(λ)

èìåëî ðàíã n íàä F . Ñ ýòîé öåëüþ ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, íå

ìåíÿþùèå ñòðóêòóðó ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû: ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñ îòäåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè i -ãî øàãà, ïðèâîäÿùèìè âåðõíèé áëîê ê âèäó,

â êîòîðîì ïåðâûå ñëåâà ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à îñòàëüíûå íóëåâûå,

à çàòåì óìíîæåíèå îòäåëüíûõ ïðèáëèæåíèé i -ãî øàãà, èìåþùèõ ìåíüøóþ

ñòåïåíü, íà λ . Åñëè çà îäíó èòåðàöèþ ïîëíîãî ðàíãà äîñòè÷ü íå óäàëîñü,

ìîæíî ïîâòîðèòü ýòó ïðîöåäóðó, íî íå áîëåå i − t + k + 1 ðàç. Ïðè i = t ,
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òàêæå êàê è ïðè i = t − 1 , íå áîëåå k ðàç. Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ íà λ

ñîäåðæèìîå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà â íèæíåé è âåðõíåé ÷àñòè ñäâèãàåòñÿ

íà îäíó áëî÷íóþ ïîçèöèþ ââåðõ è íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåíóëåâûå ýëåìåíòû íå

âûøëè çà ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû. Êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàííûõ

ïðèáëèæåíèé âìåñòå ñ îäíèì íåïðåîáðàçîâàííûì ìîãóò áûòü ñêîìïîíîâàíû â

ñèñòåìó, àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìå (6.21) ñëåäóþùåãî âèäà:



∗ ∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

∗ ∗ ∗ . . . ∗
Q̃

(t)
t On On . . . On

Q̃
(t)
t−1 Q̃

(t)
t On . . . On

Q̃
(t)
t−2 Q̃

(t)
t−1 Q̃

(t−1)
t−1 . . . On

. . . . . . . . . . . . . . .

Q̃
(t)
t−k−2 Q̃

(t)
t−k−1 Q̃

(t−1)
t−k−1 . . . Q

(t−k−1)
t−k−1

. . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . .





ν1

ν0

ν−1

.

.

.

ν−k−1


=



On

.

.

.

On

Q
(t+1)
t+1

.

.

.

Q
(t+1)
t−k−1

.

.

.



(6.22)

Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âñåãäà äàþò íîâîå ïðèáëèæåíèå Q(t+1)(λ) ïîëíîãî ðàíãà

íàä F . Ïðåîáðàçóÿ åãî ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ è óìíîæåíèÿìè íåêîòîðûõ

èç íèõ íà λ , ïîëó÷àåì ïðèáëèæåíèå Q̃(t+1)(λ) ñ íåâûðîæäåííûì ñòàðøèì

êîýôôèöèåíòîì. Ïîñëåäóþùàÿ äîîðòîãîíàëèçàöèÿ ñòðîèò èç ýòèõ ïðèáëèæåíèé

îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà (ñì. äàëåå).

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåä¼ííûå ìîèì ó÷åíèêîì È.À.Ïîïîâÿíîì,

ïîêàçûâàþò, ÷òî óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíû. Àëãîðèòì,

ïîçâîëÿþùèé íàðàùèâàòü ÷èñëî ñòîëáöîâ äî k = 9 , óñïåøíî îáðàáàòûâàåò
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êâàäðàòíóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà N = 2000 ñ âåðîÿòíîñòüþ îêîëî 75

ïðîöåíòîâ, ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ìàòðèöû ïðè ñîõðàíåíèè çíà÷åíèÿ

âåðîÿòíîñòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ñòîëáöîâ ðàñò¼ò ëîãàðèôìè÷åñêè.

Êðîìå òîãî, ñðåäíåå ÷èñëî ñòîëáöîâ ïî âñåì øàãàì îêàçûâàåòñÿ îêîëî 4.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïðèáëèæåíèå ñ íîìåðîì t ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ λiQ(0), i = 0, 1, . . . , t ñ êîýôôèöèåíòàìè υi ∈ Fn×n ,

îïðåäåë¼ííûìè ñèñòåìîé:

αt+1 . . . α2 α1

αt+2 . . . α3 α2

. . . . . . . . . . . .

α2t . . . αt+1 αt

In . . . On On

. . . . . . . . . . . .

On . . . In On

On . . . On In





υt

.

.

.

υ1

υ0


=



On

.

.

On

Q
(t)
t+1

.

.

Q
(t)
0


(6.23)

Âåðõíÿÿ ÷àñòü ýòîé ìàòðèöû èìååò ðàçìåð t íà t+1 áëîê, ïîýòîìó îíà èìååò

áëî÷íîå ðåøåíèå ñ ïîëíûì ðàíãîì, à ïîëó÷èâøååñÿ ìàòðè÷íîå ïðèáëèæåíèå áóäåò

èìåòü ïîëíûé ðàíã íàä ïîëåì.

Ââèäó íåâûðîæäåííîñòè ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ Q̃(i)(λ) ,

âûïîëíåíî

⟨Q̃(i)(A,B), i = 0, 1, ..., t⟩ = ⟨I(i)(A,B), i = 0, 1, ..., t⟩,

ãäå I(i)(λ) = Inλ
i , êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ ñàâïàäàåò ñ ⟨AiB, i = 0, 1, ..., t⟩ è ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Êðûëîâà.

Ëåììà 6.3. [72] Ïóñòü ïðè k,m ∈ N èìååòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ íåîäíîðîäíàÿ

ñèñòåìà âèäà
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A′X = B′;X ∈ F(k+1)m×m, , B ∈ Fkm×m

ñî ñëó÷àéíîé ìàòðèöåé A′ ∈ Fkm×(k+1)m .

Âåðîÿòíîñòü å¼ ðàçðåøèìîñòè îòíîñèòåëüíî X íå ìåíüøå, ÷åì 1− 1
2m .

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ ñëåâà â ðàññìàòðèâàåìîì

ìàòðè÷íîì ðàâåíñòâå, èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã, ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü T (km) òîãî, ÷òî ìàòðèöà

A′ èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã. Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè äëÿ ïîäìàòðèö

ïåðâûõ ñòðîê ìàòðèöû A′ . Ïåðâûå t + 1 ñòðîê ÿâëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðâûå t èç íèõ

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ïîñëåäíÿÿ íå ëåæèò â èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êå. Ïîýòîìó

ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðîÿòíîñòü T (t) , î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó

ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

T (t+ 1) = T (t)(1− 1

2(k+1)m−t
).

Ïîýòîìó

T (km) = (1− 1

2m+1
) . . . (1− 1

2(k+1)m
).

Ïîñêîëüêó ïðè A,B > 0 âûïîëíåíî (1 − A)(1 − B) ≥ (1 − (A + B)) , òî èç

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

T (km) ≥ 1− 1

2m
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìû (6.21), (6.22) è (6.23) ýôôåêòèâíî

ðåøàþòñÿ.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïðèâåä¼ííûì â [145] äëÿ âåðîÿòíîñòåé Pk òîãî, ÷òî

ñëó÷àéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà èç Fn×n èìååò ðàíã k, k ≤ n = 64 , èìåþòñÿ
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ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

Pk =
[
(1− 1

2)(1−
1
23 )(1−

1
25 ) . . .

]
1

(2−1)(22−1)(23−1)...(2n−k−1)
<

< 1
2·22·23·····2n−k−1 = 2−

(n−k)(n−k−1)
2 ,

P64 ≈ 42
100 , P63 ≈ 42

100 , P62 ≈ 13
100 , P61 ≈ 2

100 ,
∑60

k=0 Pk <
1
100 .

(6.24)

Äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö (ñì. íàïðèìåð [151]) ñèòóàöèÿ ïðèìåðíî òàêàÿ

æå

P ′
64 ≈ 28,8

100 , P
′
63 ≈ 51

100 . (6.25)

Ýòè îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäíèå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ δ(i) è ÷èñëà

ñòîëáöîâ â ìàòðèöàõ íà êàæäîì øàãå íåâåëèêè è íå îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîãî

âëèÿíèÿ íà ñëîæíîñòü ìåòîäà.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè (6.21) è (6.22) îòëè÷àþòñÿ îò ìàòðèöû

â ëåâîé ÷àñòè (6.23) ïðè k = t − 1 , ëèøü óìíîæåíèåì ñïðàâà íà íåêîòîðóþ

áëî÷íîíèæíåòðåóãîëüíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó. Åñëè ïðè ïîìîùè ñèñòåìû (6.23)

ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèÿ ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , t−1 , òî â äàëüíåéøåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ øàãà ñ ÷èñëîì

ïðèáëèæåíèé îò 2 äî t+ 1 .

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, åñëè íà êàêîì-òî øàãå ïðèä¼òñÿ èñïîëüçîâàòü âñå

ïðåäûäóùèå ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî âìåñòî ñèñòåìû (6.22) ðåøàòü ñèñòåìó (6.23).

Òåì ñàìûì, äàííûé àëãîðèòì, â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà ñòàòüè [145], ñðàáàòûâàåò

âñåãäà, ïðàâäà, ìîæåò ïîòðåáîâàòü áîëüøåãî âðåìåíè è ïàìÿòè.

Ïîâòîðÿåì óêàçàííûå ïðîöåäóðû, êàê è â àëãîðèòìå Ìîíòãîìåðè [145], äî

ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö W (Q̃(i)(A,B)) . Ïî ïîñòðîåíèþ

⟨Q̃(i)(A,B)⟩i=0,...,k = ⟨AiB⟩i=0,...,k.

Ïîýòîìó
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Q(k+1)(A,B) ∈ ⟨Q̃(i)(A,B)⟩i=0,...,k

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ak+1B ∈ ⟨AiB⟩i=0,...,k.

Â ñëó÷àå, åñëè àëãîðèòì ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ïðåäûäóùèõ

ïðèáëèæåíèé íà êàêîì-òî øàãå íå ñðàáàòûâàåò, è åñëè ïðè ýòîì ðåøåíèå

ñèñòåìû (6.12) íå ëåæèò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå óæå ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ,

ìîæíî íà÷àòü ñ íà÷àëà ñ äðóãîé ìàòðèöåé B , èëè ðàíäîìèçèðîâàòü ìàòðèöó

A , ïðèìåíÿÿ ñîîáðàæåíèÿ îïèñàííûå â [153, 154]. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî

íåñðàáàòûâàíèå àëãîðèòìà âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè íàì íå óäàëîñü

îïèñàííûìè âûøå ïðîöåäóðàìè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû äèàãîíàëüíûå áëîêè â

ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû (6.21) áûëè íåâûðîæäåííûìè. Åñëè ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû

ïîëó÷àþùèõñÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå ñëó÷àéíûìè, âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ

î÷åâèäíî ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ j, t : 0 ≤ j ≤ t ∈ {0, 1, . . . , Nn − 1}

(Q(j)(A,B), Q(t+1)(A,B)) = On,

òàê êàê êîýôôèöèåíò ïðè λ−1 â ðÿäå

(Q(j)(λ))Tα(λ)Q(t+1)(λ) = (Q(j)(λ))T (
∞∑

i=t+2

γiλ
−i) (6.26)

ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó ñòîëáöû ìàòðèö Q(i)(A,B) ëåæàò â ïîïàðíî A -

îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, à èõ êîëè÷åñòâî, èëè, òî÷íåå ñêàçàòü,

êîëè÷åñòâî ñðåäè íèõ òàêèõ, êîòîðûå äàþò íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ïîïàðíûõ

A -ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, äîëæíî áûòü ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî ðàçìåðíîñòè

âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòîãî äîáèòüñÿ, îïèñàííûå ïðîöåäóðû

íóæíî ïîâòîðÿòü íåñêîëüêî áîëåå ÷åì N
n ðàç. Îáîçíà÷èì Vt = W (Q̃(t)(A,B)) .
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Îæèäàåìûé ðàçìåð (ðàíã) ìàòðèöû (Vt, Vt) ïðåäïîëîæèòåëüíî áóäåò ëèøü ÷óòü

ìåíüøå n . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

âñå ñòîëáöû Q̃(t)(A,B) . Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò ïðîöåññ áóäåò îïèñàí íèæå ïîä

íàçâàíèåì "äîïîëíèòåëüíàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ".

Åñëè îí â ñðåäíåì îêàçàëñÿ, êàê äëÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, ìåíüøèì

ïðèáëèçèòåëüíî íà åäèíèöó, òî ïðè ðåøåíèè íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé (6.12) ìîæíî ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâî óêàçàííûõ èòåðàöèé,

ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîå N
n+

N
n2+· · · = N

n−1 . Â ñëó÷àå âûðîæäåííîé ñèñòåìû ñëåäóåò

çàìåíèòü N íà rangA .

Ðåøåíèå ñèñòåìû (6.12) ìîæíî ïîëó÷èòü ïî òåîðåìå 6.4.

Â ñèòóàöèè, êîãäà ñâÿçü áûñòðàÿ, âûãîäíåå óìåíüøèòü äèàïàçîí âû÷èñëÿåìûõ

AiB âäâîå äî i = 1, . . . , Nn è èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà

ôîðìóëó αi+j = (AiB)TAjB = BTAi+jB, j = i, i + 1 . Ýòî äà¼ò âäâîå ìåíüøåå

÷èñëî óìíîæåíèé ìàòðèöû íà áëîê, òî åñòü ðàâíîå ïðèìåðíî N
n , êàê â àëãîðèòìå

Ìîíòãîìåðè.

Ïîñêîëüêó

Q(t+1)(λ) = λQ̃(t)(λ)ν1 + Q̃(t)(λ)ν0+

+Q̃(t−1)(λ)ν−1 + · · ·+Q(t−k−1)(λ)ν−k−1,

èìååì

Q(t+1)(A,B) = AQ̃(t)(A,B)ν̃1 + Q̃(t)(A,B)ν̃0+

+Q̃(t−1)(A,B)ν̃−1 + · · ·+Q(t−k−1)(A,B)ν̃−k−1. (6.27)

Âû÷èñëåíèå ïî ýòèì ôîðìóëàì òðåáóåò ïðèìåðíî N
n óìíîæåíèé íà ìàòðèöó

A . Îäíàêî, ïîñêîëüêó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ ïðèáëèæåíèé òðåáóþòñÿ òîëüêî

ïåðâûå êîýôôèöèåíòû ðÿäà α(λ) . Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ

ìîæíî âåñòè ïðàêòè÷åñêè ïàðàëëåëüíî, è âðåìÿ íà äîïîëíèòåëüíûå óìíîæåíèÿ

íà ìàòðèöó A â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
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Q̃(i)(A,B) , â êàæäîì øàãå ïîòðåáóåòñÿ åù¼ íåñêîëüêî óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A .

Äàëåå âñÿ ýòà ïðîöåäóðà áóäåò ñóùåñòâåííî îïòèìèçèðîâàíà.

Äðóãîé âàðèàíò, ýòî ñãðóïïèðîâàòü ïîâòîðíûé ðÿä óìíîæåíèé íà ìàòðèöó

A , êàê â àëãîðèòìå Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà â êîíöå àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî â

ïîñëåäíþþ ôîðìóëó âìåñòî áëîêîâ Q̃(i)(A,B) ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü âåêòîðà

èõ êîîðäèíàò â áàçèñå AjB â äèàïàçîíå ïðèìåðíî j = 1, . . . , Nn , à

âìåñòî AQ̃(i)(A,B) - ñîîòâåòñòâóþùèé i -é ñäâèíóòûé âåêòîð êîîðäèíàò. Ïîñëå

ïîäñòàíîâêè êîîðäèíàò ýòèõ áëîêîâ â ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèé ïîëó÷èì êîîðäèíàòû

ðåøåíèÿ â òîì æå áàçèñå. Òàê êàê ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ Q̃(i)(A,B) ðàâíà i , òî

åñòü ñîâïàäàåò ñ èõ èíäåêñîì, äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A , î

êîòîðûõ øëà ðå÷ü â ïðåäûäóùåì àáçàöå, çäåñü íå ïîòðåáóåòñÿ, íî çàòåì íàäî

áóäåò ïîâòîðíî âû÷èñëèòü áàçèñ AiB, i = 0, 1, . . . .Nn + ε è, ïîñëåäîâàòåëüíî

ñóììèðóÿ, ïîëó÷èòü ðåøåíèå. Âìåñòî ïîâòîðíîãî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî çàïîìíèòü

ýòè áëîêè ïîñëå èõ ïåðâè÷íîãî âû÷èñëåíèÿ, îäíàêî ýòî ïîòðåáóåò áîëüøîãî

îáú¼ìà ïàìÿòè. Îá ýòîì âàðèàíòå ìû ïîãîâîðèì â ãëàâå, ïîñâÿù¼ííîé íîâîìó

àëãîðèòìó òèïà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäëîæåí ñïîñîá

ýêîíîìèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, "ñèíõðîíèçàöèÿ".

Èòàê, â ïåðâîì âàðèàíòå êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A ,

âëèÿþùèõ íà âðåìÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèìåðíî ðàâíûì (1 + θ)Nn , ãäå θ - ÷èñëî

äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íà A ïðè ïîñòðîåíèè î÷åðåäíîãî áëîêà âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îöåíêó íà êîëè÷åñòâî îïåðàöèé,

íåîáõîäèìûõ äëÿ âñåõ óìíîæåíèé ìàòðèöû A íà áëîê â âèäå O(dN
2

n ) , äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü î÷åâèäíóþ îöåíêó äëÿ êîëè÷åñòâà îïåðàöèé äëÿ îäíîãî óìíîæåíèÿ

(ïîñòðî÷íî) â âèäå O(dN) . ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå

÷èñëî ïî âñåì øàãàì θ ïðèìåðíî ðàâíî 1,5.

Åù¼ ïðèìåðíî 2N
n óìíîæåíèé ïëîòíûõ áëîêîâ äðóã íà äðóãà ïîòðåáóåòñÿ

äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ αi, i = 1, 2, . . . , 2Nn â ðàâåíñòâå (6.13).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû íåçàâèñèìî äðóã
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îò äðóãà è îò îñíîâíîé ÷àñòè àëãîðèòìà. Óäâîåííûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ

íåîáõîäèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè âû÷èñëÿòü íåîáõîäèìûå â ôîðìóëàõ (6.22)

êîýôôèöèåíòû ïðàâûõ ÷àñòåé ôîðìóë (6.11).

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ αi , êîòîðûå íóæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (6.14) â âèäå ñâ¼ðòîê íà

øàãå t íå ïðåâîñõîäèò t+1 ≤ N
n +ε , à êîëè÷åñòâî áëî÷íûõ îïåðàöèé (ïîñòðî÷íîå

óìíîæåíèå äðóã íà äðóãà ìàòðèö ðàçìåðà n × n ) äëÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé âî âñ¼ì

àëãîðèòìå ïîëó÷àåì ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì t â âèäå O((Nn )
2) , ïðè ñëîæíîñòè

îäíîé áëî÷íîé îïåðàöèè íå áîëåå O(n2) (çäåñü n - äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà).

Èòîãî ïîëó÷àåì O(N 2) . Äëÿ âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé ïî ôîðìóëàì (6.21),

à òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áëîêîâ, ïîëó÷åííûõ èç ïðèáëèæåíèé

è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, òðåáóåòñÿ O(Nn ) óìíîæåíèé ïëîòíûõ áëîêîâ èç FN×n

íà ìàëåíüêèå ìàòðèöû èç Fn×n . Òðèâèàëüíàÿ îöåíêà ïîñòðî÷íîãî óìíîæåíèÿ

O(Nn) ñíîâà äà¼ò O(N 2) . Ïðè ýòîì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñóùåñòâóåò

àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé óìíîæåíèå ïëîòíîãî áëîêà ðàçìåðà N×n íà ìàëåíüêóþ

ìàòðèöó èç Fn×n (ëèíåéíûå êîìáèíàöèè) çà âðåìÿ O( N
nlogN ) , à òàêæå àëãîðèòì,

ðåàëèçóþùèé ñ òàêîé æå ñëîæíîñòüþ óìíîæåíèå ïëîòíûõ áëîêîâ ðàçìåðà

N × n íà ñåáÿ (ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýòè îïåðàöèè

õîðîøî ïàðàëëåëèçóþòñÿ. Ñëîæåíèå ïëîòíûõ áëîêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì

öèêëè÷åñêîé ïåðåñûëêè, îñóùåñòâëÿþùèì ïàðàëëåëüíîå ñëîæåíèå îäíîâðåìåííî

íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ [155]. Ñ÷èòàÿ ýòî âðåìÿ çà àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøåå, ìû íå

âêëþ÷àåì åãî â èòîãîâóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Òåì ñàìûì, îêîí÷àòåëüíàÿ îöåíêà

ñëîæíîñòè ýòîé ïåðâîé âåðñèè àëãîðèòìà èìååò ãëàâíûé ÷ëåí âèäà (1 + θ)N
2d
n .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîåííîå íàìè ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàëî ñ ïðîñòðàíñòâîì

Êðûëîâà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèáëèæåíèÿì

Q̃(i)(λ) , ïîëó÷åííûì èç Q(i)(λ) ñ èñïîëüçîâàíèåì íåâûðîæäåííûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ è óìíîæåíèÿ íà λ . Ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç

êîýôôèöèåíòîâ Q̃(i)(λ), i = 0, . . . , t :
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
Q̃

(t)
t On . . . On

Q̃
(t)
t−1 Q̃

(t−1)
t−1 . . . On

. . . . . . . . . . . .

Q̃
(t)
0 Q̃

(t−1)
0 . . . Q̃

(0)
0

 , (6.28)

ãäå Q̃
(0)
0 = Q(0), íåâûðîæäåíà, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,

ïîýòîìó, îáîçíà÷àÿ + � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå ñëàãàåìûìè,

ïîëó÷èì:

⟨Q̃(m)(A,B)⟩+ · · ·+ ⟨Q̃(0)(A,B)⟩ = ⟨λmQ(0)(A,B)⟩+ · · ·+ ⟨Q(0)(A,B)⟩.

Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâûìè ñêîáêàìè ìû îáîçíà÷àåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,

îáðàçîâàííîå ñòîëáöàìè ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèö, à Q̃(0) = Q(0). Ïîñêîëüêó

(λtQ(0))(A,B) = AtB , ïðè m ÷óòü áîëüøå N
n ìû ïîëó÷èì âñ¼ ïðîñòðàíñòâî

Êðûëîâà. Äîáàâëåííûå âåêòîðû ëåãêî îðòîãîíàëèçîâàòü, òàê êàê îíè ìîãóò

áûòü íå îðòîãîíàëüíû òîëüêî áëîêàì ñ íîìåðàìè t − k , ãäå k íå áîëüøå

÷èñëà èñïîëüçîâàííûõ èòåðàöèé ïðè ïîñòðîåíèè Q̃(t) , è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

èõ ñ ïîñòðîåííûìè îðòîãîíàëüíûìè áëîêàìè âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè

óæå âû÷èñëåííûõ ìàëåíüêèõ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ ñàìîãî ïðèáëèæåíèÿ è

êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëàì âèäà (6.26) (ñì. äàëåå ôîðìàëüíîå

îïèñàíèå ïðîöåäóðû äîîðòîãîíàëèçàöèè). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Wt, t = 1, . . . ,m −
1 , èñïîëüçóåìûõ â ôîðìóëå äëÿ ðåøåíèÿ (6.7), íóæíî èñïîëüçîâàòü íå ñàìè

Ïàäå àïïðîêñèìàöèè Q(t) , à îðòîãîíàëèçîâàííûå Q̃(t)(A,B) . Ïðè ýòîì ïðè

èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà èç ïàðàãðàôà 8 ðàáîòû [145], åñëè êàêèå-òî èç ñòîëáöîâ

Q̃(t)(A,B) íå óäàëîñü âêëþ÷èòü â Wt è Wt+1 , ýòî íå ïðèâîäèò ê îñòàíîâêå

àëãîðèòìà - èõ ìîæíî âêëþ÷àòü â Wi äëÿ ëþáîãî i = t+ 2, . . . ,m− 1 .

Äîîðòîãîíàëèçàöèÿ.
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Òåïåðü îïèøåì ïðîöåññ äîïîëíèòåëüíîé îðòîãîíàëèçàöèè áëîêîâ Vi =

Q̃(i)(A,B), i = 0, 1, . . . , òî åñòü ïîñòðîåíèå A -îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà èç êâàçè A -

îðòîãîíàëüíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû Vi = Q̃(i)(A,B), i = 0, 1, . . . , t+

1 , òîãäà èç ðàâåíñòâ (6.10) è ëåììû 6.1 èìååì: Vt+1−j
TAVt+1 =

0 ïðè j − δ(t+ 1) ≥ 2∑
k−l=−1 Q̃

(t+1−j)T
k α̃

(t+1)
l =

= Q̃
(t+1−j)T
t+1−δ(t+1)−1α̃

(t+1)
t+1−δ(t+1) + · · ·+ Q̃

(t+1−j)T
t+1−j α̃

(t+1)
t+2−j èíà÷å

(6.29)

Íåñìîòðÿ íà âèäèìóþ ãðîìîçäêîñòü ýòîé ôîðìóëû, îíà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ,

ïîñêîëüêó ñîäåðæèò ìàòðèöû ìàëåíüêîãî ðàçìåðà. Â ñëó÷àå, åñëè δ(i) íå

ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ãðàíèöû δ , áóäåì õðàíèòü 2δ ñòàðøèõ

(ïåðâûõ) êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (6.11). Òîãäà ïî

ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì (6.22) ìîæíî ïîñòðîèòü 2δ − (k + 2) ñòàðøèõ

êîýôôèöèåíòîâ ïðàâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ âèäà (6.10), ñîîòâåòñòâóþùåãî íîâîìó

t + 1 -îìó ïðèáëèæåíèþ. Çàòåì ïðîèçâîäÿòñÿ îïèñàííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ñòîëáöîâ ñ óìíîæåíèåì íà λ äëÿ âû÷èñëåííîãî êóñêà ðÿäà α(t+1)(λ) è ìíîãî÷ëåíà

Q(t+1)(λ) . Íåäîñòàþùèå k + 1 êîýôôèöèåíòîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (6.11)

ïðè ïîìîùè ñâ¼ðòêè ìíîãî÷ëåíà Q̃t+1(λ) ñ êóñêîì ðÿäà α(λ) . Äëÿ ýòîãî ÷èñëî

âû÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà äîëæíî áûòü íå ìåíüøå 2N
n + δ ñ íåêîòîðûì

íåáîëüøèì δ .

Çàâåðøåíèå àëãîðèòìà.

Ïóñòü m òàêîâî, ÷òî ìàòðèöà ïîïàðíûõ A -ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ,

ïîëó÷åííûõ èç Q̃(m)(A,B) , à òàêæå íå âîøåäøèõ â Wi, i = 1, . . . ,m − 1, ðàâíà

íóëþ. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå èç ýòèõ âåêòîðîâ ïîìåñòèì â Wm . Ïðîäåëàåì åù¼

íåñêîëüêî øàãîâ, îðòîãîíàëèçóÿ ïîëó÷àþùèåñÿ âåêòîðà îòíîñèòåëüíî Wi, i =

1, . . . ,m − 1 . Åñëè ïîëó÷àòüñÿ âåêòîðà íå îðòîãîíàëüíûå âñåì óæå âõîäÿùèì

â Wm , òî ñ èõ ó÷àñòèåì ìîæíî ñîñòàâèòü áëîê ñ íåâûðîæäåííûì A -ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì, òî åñòü óâåëè÷èòü m íà åäèíèöó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ëèíåéíî
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íåçàâèñèìûå ñ âåêòîð-ñòîëáöàìè Wm íàäî âêëþ÷èòü â Wm . Ïîñòðîåíèå

î÷åðåäíûõ ïðèáëèæåíèé ñëåäóåò ïðåêðàòèòü, åñëè íà íåêîòîðîì øàãå ïîñëå

îðòîãîíàëèçàöèè îòíîñèòåëüíî Wi, i = 1, . . . ,m − 1 âñå ïîëó÷åííûå âåêòîðà-

ñòîëáöû ëåæàò â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå òåõ, êîòîðûå óæå âîøëè â ⟨Wm⟩ .
Äðóãèìè ñëîâàìè óìíîæåíèå íà A íå ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî

ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ, à çíà÷èò ìû èñ÷åðïàëè âñ¼ ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà. Òàêèì

îáðàçîì àëãîðèòì âñåãäà çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó, ïîñòðîèâ ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà.

Êàê è â àëãîðèòìå Ìîíòãîìåðè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî âñåõ íåîáõîäèìûõ

øàãîâ ïðåâîñõîäèò N
n íåçíà÷èòåëüíî. Òî åñòü íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà ïîäðàñòàåò íà âåëè÷èíó, áëèçêóþ ê n .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó íà êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, ðàññìîòðèì, êàêèå

ïàðàëëåëüíûå ïðîöåññû èñïîëüçóåò äàííûé àëãîðèòì è âûïèøåì ãëàâíûå ÷ëåíû

âåðõíèõ îöåíîê èõ ñëîæíîñòè:

1. N
n óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A äëÿ ïîñòðîåíèÿ αi, i = 1, . . . , 2Nn

(ïîñëåäîâàòåëüíî ñî ñëîæíîñòüþ C2
N2d
n , ñîãëàñíî Ìîíòãîìåðè, óìíîæåíèå

ìàòðèöû A íà áëîê èç FN×n òðåáóåò C2Nd îïåðàöèé). Íàïîìíèì, ÷òî

çäåñü äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà

αi+j = (AiB)tAjB .

2. 2N
n óìíîæåíèé ïëîòíûõ áëîêîâ èç Fn×N äðóã íà äðóãà äëÿ ïîñòðîåíèÿ

αi, i = 1, . . . , 2Nn (ïàðàëëåëüíî, òî åñòü ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû

íåçàâèñèìî áåç çàäåðæêè âðåìåíè).

3. Ïðèìåðíî 4,85N
n âû÷èñëåíèé êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðè ïîìîùè

ñâ¼ðòîê äëÿ ïîñòðîåíèÿ Q̃(i), i = 1, . . . ,m (ïîñëåäîâàòåëüíî ñî ñëîæíîñòüþ
4,85
2 C1N

2 , cîãëàñíî Ìîíòãîìåðè êàæäàÿ ñâ¼ðòêà èç t ýëåìåíòîâ âû÷èñëÿåòñÿ

ñî ñëîæíîñòüþ C1tn
2 ). ×èñëî 4, 85 çäåñü ïîëó÷åíî èç ðåçóëüòàòîâ

÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà k + 2 â ðàâåíñòâå

(6.22) èñïîëüçóåìûõ âî âñåõ øàãàõ àëãîðèòìà.
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4. Âû÷èñëåíèå ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî N
n óìíîæåíèé

ìàòðèöû A íà áëîêè è â ñðåäíåì 1,5 óìíîæåíèÿ A íà áëîêè â êàæäîì øàãå

(ïîñëåäîâàòåëüíî ñî ñëîæíîñòüþ 2, 5C2
N
nNd ).

Â îöåíêå øàãîâ 3, 4 ïðèìåíåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, î

êîòîðîì ÿ óæå óïîìèíàë.

5. Îðòîãîíàëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Ïðèìåðíî N
n âû÷èñëåíèé ìàòðèö

Wi (ïîñëåäîâàòåëüíî). Äîîðòîãîíàëèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ïîñòðîåííûõ íà 3 øàãå, ïðè ïîìîùè àðèôìåòèêè

ñ ìàëåíüêèìè ìàòðèöàìè.

6. Âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ ïî ôîðìóëå (6.7). Ñîäåðæàùååñÿ çäåñü óìíîæåíèå

ïëîòíûõ áëîêîâ W t
iB ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áûñòðî âû÷èñëåíî ïî

ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå èç óæå âû÷èñëåííûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(ïîñëåäîâàòåëüíî) (Ýòîò âàðèàíò îïèñàí íèæå â îïòèìèçèðîâàííîé âåðñèè),

èëè ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ ïëîòíûõ áëîêîâ (ïàðàëëåëüíî).

Ìàêñèìóì ïî âñåì ïåðå÷èñëåííûì ïàðàëëåëüíûì ïðîöåññàì äîñòèãàåòñÿ â

øàãå 3 èëè 4 è ðàâåí max{2,85
2 C1N

2, 2, 5C2
N
nNd} . Êàê ìû óâèäèì íèæå, âðåìÿ íà

ïðîèçâîäñòâî 3 øàãà ìîæåò áûòü àñèìïòîòè÷åñêè óìåíüøåíî. Äëÿ îïòèìèçàöèè

4-ãî øàãà îäíî èç äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A ìîæíî ïðîäåëàòü â

ýòîì æå øàãå, âîñïîëüçîâàâøèñü âûðîæäåíèåì ν̃1 â ñèñòåìå (6.22).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Q
(t+1)
t+1 - íåâûðîæäåíà, òî å¼ íå íàäî "ïîäíèìàòü òî åñòü

ïðîèçâîäèòü äîïîëíèòåëüíûå óìíîæåíèÿ íà λ è A . Â ëþáîì ñëó÷àå corangν̃1 =

corangQ̃
(t+1)
t+1 , è îäíî "ïîäíÿòèå"ìû ìîæåì îñóùåñòâèòü âìåñòå ñ óìíîæåíèåì

A íà Q̃
(t)
t (A,B)ν̃1 . Äàëåå áóäåò èçëîæåíà âåðñèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà,

â êîòîðîé ïðîöåäóðà "ïîäíÿòèÿ"îòñóòñòâóåò, äîïîëíèòåëüíûõ óìíîæåíèé íà

ìàòðèöó A íåò, òî åñòü ìîæíî ïîëîæèòü â îöåíêàõ θ = 0 .

Âàæíûì äîñòîèíñòâîì äàííîãî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì

Ìîíòãîìåðè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíûõ
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ïðîèçâåäåíèé. Ýòî âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷¼òó íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ

â îñòàòêå ðàçëîæåíèÿ, êîòîðîå äà¼ò ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèå Ïàäå, à

èìåííî òåõ, êîòîðûå ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè êîýôôèöèåíòà ïðè λ−1 â

ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (6.29). Ñàìè ýòè ñëàãàåìûå âû÷èñëÿþòñÿ, êàê áûëî

óêàçàíî âûøå, â âèäå ñâ¼ðòêè, òî åñòü ôàêòè÷åñêè òîæå ïóò¼ì óìíîæåíèÿ

ïëîòíûõ áëîêîâ. Îäíàêî ýòè áëîêè íå ïîñòîÿííîé áîëüøîé äëèíû, êàê â

àëãîðèòìå Ìîíòãîìåðè, à ìåíüøåé, ïðîïîðöèîíàëüíîé íîìåðó øàãà. Äàëåå áóäåò

ïîêàçàíî êàê ýòó äëèíó åù¼ óìåíüøèòü.

Âìåñòî áëîêîâ, îáðàçóþùèõ îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà

ìîæíî âû÷èñëÿòü, êàê ìû óæå îáñóæäàëè, òîëüêî èõ êîýôôèöèåíòû â

áàçèñå AiB , ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ áëîêîâ ìîãóò

áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà, òî åñòü

÷åðåç αi . Â îïèñàííîé äàëåå îïòèìèçèðîâàííîé âåðñèè â ïðîöåññå ðàáîòû

àëãîðèòìà ïåðèîäè÷åñêè ïðîèçâîäèòñÿ ïðîöåäóðà ñèíõðîíèçàöèè â ðåçóëüòàòå

êîòîðîé èñõîäíûé áàçèñ çàìåíÿåòñÿ íà áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê óæå

ïîñòðîåííîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Äàëåå ýòîò áàçèñ îðòîãîíàëèçóåòñÿ,

ïðè÷åì íîâûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàðûé ïðè ïîìîùè

íåáîëüøîãî ÷èñëà êîýôôèöèåíòîâ, òàêæå êàê â íà÷àëå àëãîðèòìà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû àëãîðèòìà Ìîíòãîìåðè íåîáõîäèìî,

÷òîáû äëÿ ìàòðèö Si , ïîñòðîåííûõ âñïîìîãàòåëüíûì àëãîðèòìîì, âûïîëíÿëîñü

óñëîâèå (2.7) (ñì. Ïðèëîæåíèå), êîòîðîå ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ ëåììû

2.1 (ñì. Ïðèëîæåíèå). Îöåíîê âåðîÿòíîñòè âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé íåò.

Ïðàâäà äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîéòè ýòî ìåñòî, â ëèòåðàòóðå ïðåäëàãàåòñÿ òàê

íàçûâàåìàÿ "look a head"[156] ñòðàòåãèÿ, òî åñòü èñïîëüçîâàíèå áîëüøåãî

÷èñëà ïðåäûäóùèõ, óæå ïîñòðîåííûõ áëîêîâ. Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ,

ïîëó÷àåìàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ Ïàäå àïïðîêñèìàöèé è ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ

ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ðàçëîæåíèé, ïîìîãàåò ïðîâåñòè â ýòîì ìåñòå áîëåå

òî÷íûé àíàëèç, ïîëó÷èòü òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñðàáàòûâàíèÿ
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âñåãî àëãîðèòìà (ñì. íèæå), à â äàëüíåéøåì ñîâñåì îòêàçàòüñÿ îò ïðîáëåì

ñî ñðàáàòûâàíèåì øàãà àëãîðèòìà â âåðñèè [74] (ñì. ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë,

ïîñâÿù¼ííûé îïòèìèçèðîâàííîé âåðñèè).

Âñïîìîãàòåëüíûé àëãîðèòì (äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè).

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ A ∈ FN×N

è áëîê V ∈ FN×n , ãäå n - äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà. Îáîçíà÷èì T = V TAV .

Â ñòàòüå [145] ïðåäëîæåí àëãîðèòì, êîòîðûé ïî T è íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó

S1 = {s11, . . . , s1m} ⊆ {1, . . . , n},m ≤ n âûäà¼ò íàáîð S2 = {s21, . . . , s2k} ⊆
{1, . . . , n}, k ≤ n è ìàòðèöó W inv = S2(S2

TTS2)
−1S2

T , ãäå S2 = (βij) ∈
Fn×k, βij = 1 ⇔ j = s2i , âûïîëíåíî óñëîâèå (2.7) (ñì. Ïðèëîæåíèå), è ìàòðèöà

S2
TTS2 � íåâûðîæäåíà è èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ.

Àëãîðèòì â ñòàòüå [145] ïðèâåä¼í â âèäå ñõåìû áåç îáîñíîâàíèÿ. Òåîðåòè÷åñêè ýòó

çàäà÷ó ìîæíî âûïîëíèòü ïðîùå, îäíàêî, ïîñêîëüêó äàííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò

äîñòàòî÷íî áûñòðî, ìû äàäèì çäåñü åãî ïîëíîå îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå, ñîõðàíÿÿ

òå äîïóùåíèÿ, êîòîðûå ñäåëàíû â [145].

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè îáîçíà÷èòü òàêæå S1 = (αij) ∈ Fn×m, ãäå αij = 1 ⇔
j = s1i , òî óñëîâèå (2.7) (ñì. Ïðèëîæåíèå) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî {1, . . . , n}\S2 ⊆
S1 , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, {1, . . . , n} \ S1 ⊆ S2 .

Â íà÷àëå àëãîðèòì ôàêòè÷åñêè ïðîèçâîäèò ïåðåñòàíîâêó ñòîëáöîâ (è ñòðîê

äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè) ìàòðèöû T , âûñòàâëÿÿ â êðàéíåå ëåâîå

ïîëîæåíèå ñòîëáöû, íîìåðà êîòîðûõ íå ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå S1 . Ïîñêîëüêó

â ðåàëüíîñòè ïåðåñòàíîâêà çàìåíÿåòñÿ íà ïåðåíóìåðàöèþ ñòîëáöîâ, ïîëó÷åííóþ

ïîñëå óêàçàííîé ïåðåñòàíîâêè, ìàòðèöó áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü T . Äàëüíåéøàÿ

ðàáîòà ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåéñòâèÿõ ñî ñòðîêàìè íåêîòîðîé ìàòðèöû

èç FN×2n . Ýòè äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèáî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ëèáî

îáíóëåíèåì ñòðîêè öåëèêîì. Â íà÷àëå àëãîðèòìà óêàçàííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä
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M =

 T︸︷︷︸
M1

∥ In︸︷︷︸
M2

 .

Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ òîëüêî ñî ñòðîêàìè, òî â òå÷åíèå âñåãî

àëãîðèòìà ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ìàòðèöû Ì ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

M1 =M2T. (6.30)

Òåîðåìà 6.5. [158] Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû T ∈ Fn×n

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà S ∈ Fn×n′
, n′ ≤ n, òàêàÿ, ÷òî STTS îáðàòèìà, è

STS = In′ .

Äîêàçàòåëüñòâîì ñëóæèò ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç òð¼õ

öèêëîâ. Ïåðâûé öèêë ñëåâà íàïðàâî ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû M1 . Îíà ïðèâîäèòñÿ

ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó. Îáîçíà÷èì íîìåð òåêóùåãî ñòîëáöà i . Âòîðîé öèêë

âñòðîåí â ïåðâûé, èä¼ò ïî ñòðîêàì ñâåðõó âíèç, íà÷èíàÿ ñ i -îé ñòðîêè. Â í¼ì ìû

èùåì ñòðîêó, èìåþùóþ â i -ì ñòîëáöå åäèíèöó. Åñëè òàêàÿ ñòðîêà íàéäåíà, îíà

ïåðåñòàâëÿåòñÿ ñ i -é è âû÷èòàåòñÿ èç äðóãèõ ñòðîê ìàòðèöû, èìåþùèõ åäèíèöó

â i -ì ñòîëáöå. Íîìåð i çàïîìèíàåòñÿ òåì, ÷òî â ìàòðèöó S çàïèñûâàåòñÿ i -

é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ïðè ýòîì íà i -ì ìåñòå â ìàòðèöå M1 òàêæå

îêàçûâàåòñÿ i -é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû.

Ïóñòü òàêîé ñòðîêè íàéòè íå óäàëîñü. Òîãäà i -é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû â

S íå çàïîìèíàåòñÿ, è âêëþ÷àåòñÿ òðåòèé öèêë, äåëàþùèé òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ,

÷òî è âòîðîé, íî ñ (n + i) -ì ñòîëáöîì, òî åñòü ñ i -ì ñòîëáöîì ìàòðèöû M2 ,

ïðè ýòîì äåëàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî â ýòîì ñòîëáöå íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò

(åäèíèöà), ñòîÿùèé íå âûøå i -é ñòðîêè. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùåé

ñòðîêè ñ i -é è âû÷èòàíèÿ å¼ èç îñòàëüíûõ ñòðîê, èìåþùèõ íà (n + i) -ì ìåñòå

åäèíèöó, âñÿ i -ÿ ñòðîêà îáíóëÿåòñÿ.

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

M1S = S,M2 =M2SS
T ,M2 = SSTM2. (6.31)
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Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà âûïîëíåíû ïîòîìó, ÷òî ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû

M2 , ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñàì, êîòîðûå íå çàïîìèíàëèñü, íàø àëãîðèòì

îáíóëÿåò. Â òîæå âðåìÿ, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ñòîëáöû ìàòðèöû M1

ñ èíäåêñàìè, êîòîðûå çàïîìèíàëèñü, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîëáöàìè

åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ è ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ.

Èç ðàâåíñòâà (6.30) è ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (6.31) íàõîäèì:

M2TS = S.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âòîðîå ðàâåíñòâî èç (6.31), ïîëó÷àåì:

M2SS
TTS = S. (6.32)

Ïîñêîëüêó â ñòîëáöàõ ìàòðèöû S ðîâíî ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó

(åäèíèöå), òî STS = In′ , îòêóäà, äîìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåâà íà ST ,

ïîëó÷èì, ÷òî ìàòðèöà STTS îáðàòèìà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 6.1. [158] Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû

èìååì

M2 = W inv = S(STTS)−1ST .

Äîìíîæèâ ðàâåíñòâî (6.32) ñïðàâà íà (STTS)−1 , ïîëó÷èì:

M2S = S(STTS)−1.

Åñëè òåïåðü äîìíîæèòü ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà ST è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñíîâà

âòîðûì ðàâåíñòâîì èç (6.31), òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïîñòðîåííûå ìàòðèöû S è W inv ïîçâîëÿþò ñòðîèòü A -îðòîãîíàëüíûå

ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå òåìè ñòîëáöàìè ìàòðèöû V , èç íèõ
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ñîñòîèò ìàòðèöà W = V S , äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà èõ ïîïàðíûõ A -ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé (V S)TA(V S) íåâûðîæäåíà. Ïî äîêàçàííîìó

W (W TAW )−1W TAU = VW invV TAU,

ïîýòîìó, ââèäó òîãî, ÷òî B = AX , ðàâåíñòâî (6.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

X =
m−1∑
i=0

ViW
inv
i Vi

TB.

Âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ [73] íåêîòîðûå îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà

èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåíèé â ïðåäëîæåííîé âûøå âåðñèè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ

ìàòðè÷íûõ ïðèáëèæåíåèé Ïàäå íàä F = GF (2) .

Ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû Q(s)(λ) ∈ Fn×n[λ] , óäîâëåòâîðÿþùèå

α(λ)Q(s)(λ)− P (s)(λ) =
∞∑

i=s+1

ρ
(s)
i λ−i,

degQ(s)(λ) ≤ s, degP (s)(λ) ≤ s

(6.33)

äëÿ íåêîòîðûõ P (s)(λ) ∈ Fn×n[λ] áóäåì, êàê è ðàíüøå, íàçûâàòü ìàòðè÷íûìè

ïðèáëèæåíèÿìè Ïàäå ñ íîìåðîì s , èëè ïðîñòî s ïðèáëèæåíèÿìè ðÿäà α(λ) .

Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïðèáëèæåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé

ôîðìóëîé.

Q(s)(λ) =
s∑

i=0

Q
(s)
i λi, Q

(s)
i ∈ Fn×n.

Ïóñòü Q
(s)
s - âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì åù¼ ðàç ñëåäóþùåå

ïðåîáðàçîâàíèå, îïèñàííîå ðàíåå. Ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ñòîëáöîâ ìàòðè÷íîãî ïîëèíîìà Q(s)(λ) ïðèâåä¼ì åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò

165



ê âèäó, ãäå ëåâûå ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ.

Çàòåì óìíîæèì ñòîëáöû ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà Q(s)(λ) , ñîîòâåòñòâóþùèå

íóëåâûì ñòîëáöàì ãëàâíîãî ÷ëåíà, íà λ . Áóäåì ïîâòîðÿòü óêàçàííûå

ïðîöåäóðû äî ïîëó÷åíèÿ íåâûðîæäåííîãî ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà. Îáîçíà÷èì

÷èñëî íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé ζs . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî s äîñòàòî÷íî âåëèêî,

÷òîáû ζs áûëî êîíå÷íûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû Ïàäå

àïïðîêñèìàöèé ñëó÷àéíû è ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, îòêóäà âåëè÷èíû ζs, s ∈ N
- íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå õîðîøî èçâåñòíûå [151] âåðîÿòíîñòíûå îöåíêè äëÿ

ñëó÷àéíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä F ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà:

ρ = P (corankM ≥ 2) ≤ 1

4
,

σ = P (corankM > 0) ≤ 0, 72,

δ = P (corankM = 0) ≤ 1

2
,

P (corankM = 1) ≤ 0, 6.

Åñëè ðàçìåð ìàòðèö áîëüøå, ÷åì 64 , èìååì δ = P (corankM = 0) ∈ (0, 288; 0, 29) .

Ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì ÷èñëà èòåðàöèé ÷èñëî íóëåâûõ ñòîëáöîâ íå âîçðàñòàåò, èìååì

P (ζs ≤ k) = 1− P (ζs > k) ≥ 1−
k∑

l=0

ρl
0, 6

2k−l
≥ 1−

k∑
l=0

0, 6

2k+l
≥ 1− 2

0, 6

2k
= 1− 1, 2

2k
.

(6.34)

Ïîñêîëüêó

P (ζs > 1) ≤ P (corankM = 1)
1

2
+ P (corankM ≥ 2)0, 72 ≤ 0, 6

1

2
+

1

4
0, 72 = 0, 48,

èìååì

ln(P (ζs ≤ 1)) = ln(1− P (ζs > 1)) ≥ ln(1− 0, 48) ≥ −0, 654. (6.35)
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Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðè r > t− 1 > 0 âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

ζr ≤ t− 1, ζr−1 ≤ t− 1, ζr−2 ≤ t− 2, . . . , ζr−t+1 ≤ 1(ζr = 0, ïðè t = 1) (6.36)

äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ñ íîìåðîì r + 1 ïðè ïîìîùè

àïïðîêñèìàöèé ñ íîìåðàìè r, r − 1, . . . , r − t , òî åñòü t + 1 ïðèáëèæåíèå. Äëÿ

óïðîùåíèÿ ïåðåîáîçíà÷èì ξ1 = ζr, ξ2 = ζr−1, . . . , ξt = ζr−t+1 . Ïóñòü

θ = min{t ≥ 1 : ξ1 ≤ t− 1, ξk ≤ t− k + 1, k = 2, . . . , t ïðè t > 1, ξ1 = 0 ïðè t = 1},

τ = min{t ≥ 1 : ξk ≤ t− k + 1, k = 1, . . . , t}.

Ìàòîæèäàíèå M(θ) � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå k + 1 â ðàâåíñòâàõ (6.22)

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû áûëà ïðåäëîæåíà À.Ì.Çóáêîâûì.

Òåîðåìà 6.6. [73] Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû Ïàäå

àïïðîêñèìàöèé ñëó÷àéíû è ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû

M(θ) ≤ 7, 233.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ

ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

T1 = τ, Tk+1 = min{t > Tk : ξk ≤ t− k + 1, k = 1, . . . , t}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáûòèå Tk+1 = n+ t ïðè óñëîâèè, ÷òî Tk = n , âîçìîæíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ξk ≤ n + 2 + t − k, k = n + 1, . . . , n + 1 + t . Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ëþáîãî k âåëè÷èíà τk+1 = Tk+1 − Tk íå çàâèñèò îò T1, . . . , Tk è èìååò òî

æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è τ . Äðóãèìè ñëîâàìè, {Tk} - ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, à

ðàñïðåäåëåíèå Tk ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììû k íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
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âåëè÷èí τ1, . . . , τk , êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ

ðàñïðåäåëåíèåì τ .

Ïóñòü f(s) =
∑∞

k=1P{τ = k}sk - ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ τ , è

ht = P{∃k ≥ 1 : t = Tk} . Ñëåäóÿ ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷èì

ht =
t∑

k=1

P{Tk = t}, t ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü h0 = 1 , ïîëó÷èì:

H(s) =
∞∑
t=0

hts
t = 1 +

∞∑
t=1

t∑
k=1

P{Tk = t}st =

= 1 +
∞∑
k=1

∞∑
t=k

P{Tk = t}st = 1 +
∞∑
k=1

∞∑
t=k

P{τ1 + · · ·+ τk = t}st =

1 +
∞∑
k=1

fk(s) =
1

1− f(s)
.

Ïîñêîëüêó t ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

ht = P{ξk ≤ t− k + 1, k = 1, . . . , t} =
t∏

k=1

P{ξk ≤ k} →
∞∏
k=1

P{ξk ≤ k} = q,

èìååì ïðè s ↑ 1

H(s) =
q

1− s
(1 + o(1)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ôîðìóëå Òåéëîðà, ïðè s ↑ 1 , èìååì f(s) = 1 −
Mτ(1− s) + o(1− s) è ïðè s ↑ 1

1

1− f(s)
=

1

Mτ(1− s)
(1 + o(1)).

Ïîýòîìó Mτ = 1
q .

Ñîãëàñíî (6.34) èìååì

ln
1

q
+ ln(P (ζs ≤ 1)) ≤ −

∞∑
k=2

ln(1− 1, 2

2k
) =
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∞∑
k=2

∞∑
j=1

(1,2
2k
)j

j
≤ 1, 2

∞∑
k=2

1

2k
+

1

2

∞∑
k=2

∞∑
j=2

(
1, 2

2k
)j =

0, 6 +
1

2

∞∑
k=2

1, 44

22k
1

1− 1,44
2k

≤ 0, 6 +
0, 72

24
1

1− 0, 36

1

1− 1
4

= 0, 694.

Ïî îïðåäåëåíèþ q , ïðèìåíÿÿ (6.35), ïîëó÷èì ln1
q ≤ 0, 694 + 0, 654 = 1.348 ,

îòêóäà M(τ) ≤ 3, 85 .

Åñëè θ = k, òî τ ≤ k . Ïîñêîëüêó P (ξ1 = l) = σlδ ≤ 0,72l

2 , èç (6.34), ïîëó÷èì

M(θ) =
∞∑
k=1

kP (θ = k) =

∞∑
k=1

k[P (τ = k)
P (ξ1 ≤ k − 1)

P (ξ1 ≤ k)
+ P (τ = k − 1)

P (ξ1 = k − 1)

P (ξ1 ≤ k − 1)
P (τ = 1)+

+P (τ = k − 2)
P (ξ1 = k − 2)

P (ξ1 ≤ k − 2)
P (τ = 2) + · · ·+ P (τ = 1)

P (ξ1 = 1)

P (ξ1 ≤ 1)
P (τ = k − 1)].

Çàìå÷àÿ, ÷òî P (ξ1=l)
P (ξ1≤l) ≤ 0, 72l , ïðîäîëæàåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

≤ f ′(1)− P (τ = 1)
P (ξ1 = 1)

P (ξ1 ≤ 1)
+ F ′(1),

ãäå F (s) = f(0, 72s)f(s) . Ïîñêîëüêó

P (τ = 1) = P (ξ1 ≤ 1) ∈ (0, 288 + 0, 288 · 0, 71; 0, 29 + 0, 72

2
) = (0, 49; 0, 65)

P (τ = 2) = P (ξ1 = 2)P (ξ1 ≤ 1) ≤ 0, 65
0, 722

2
≤ 0, 1685,

òî

f(0, 72) ≤ 0, 723 + P (τ = 1)(0, 72− 0, 723) + P (τ = 2)(0, 722 − 0, 723) ≤ 0, 627
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f ′(0, 72) ≤ 0, 72(0, 722f ′(1) + (1− 0, 722)P (τ = 1) + (0, 72− 0, 722)P (τ = 2)) ≤

0, 374f ′(1) + 0, 383.

Ïîýòîìó

M(θ) ≤ f ′(1)− 0, 49 · 0, 71 + f ′(0, 72)0, 72 + f ′(1)f(0, 72) ≤

≤ f ′(1)− 0, 347 + 0, 27f ′(1) + 0, 276 + f ′(1)0, 627 ≤ 1, 897M(τ)− 0, 071 ≤ 7, 233.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.2.2 Ðàñïàðàëëåëåííûå âåðñèè áëî÷íûõ àëãîðèòìîâ

ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè îïåðàöèÿìè

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû

ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ íàø àëãîðèòì è àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ïðè

óñëîâèè îäíîâðåìåííîé çàãðóçêè íåñêîëüêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ [78].

Â ïðèíöèïå, êàæäóþ îïåðàöèþ ëþáîãî àëãîðèòìà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

íà ïðåäìåò âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ îäíîòèïíûõ óçëîâ äëÿ

óìåíüøåíèÿ âðåìåíè íà å¼ ðåàëèçàöèþ. Ïðè ýòîì åñëè ñ÷èòàòü ÷èñëî

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå ôèêñèðîâàííûì,

òî ñàìîå çíà÷èòåëüíîå ñíèæåíèå âðåìåíè - ýòî êîãäà âðåìÿ ïàäàåò

îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Òàê áóäåò,

íàïðèìåð, ïðè íàáîðå ñîîòíîøåíèé â ìåòîäàõ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è

ôàêòîðèçàöèè íà îñíîâå ôàêòîðíûõ áàç. Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà îòíîñèòåëüíî

áîëåå ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ âåðõíÿÿ îöåíêà âðåìåíè èõ ðàáîòû T (N, d, n, c . . . ; s)

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è èñïîëüçóåìîãî îáîðóäîâàíèÿ: N, d, n, c . . . ,

è ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ s ìîæåò âåñòè ñåáÿ ïî-ðàçíîìó

íà ðàçíûõ îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà. Çà÷àñòóþ ïðè óâåëè÷åíèè s âûøå
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îïðåäåë¼ííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ s0(N, d, n, c . . . ) , çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðîâ

çàäà÷è, âðåìÿ íå òîëüêî íå ïàäàåò îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî s , íî ñíîâà íà÷èíàåò

óâåëè÷èâàòüñÿ èç-çà òîãî, ÷òî âðåìÿ íà îáìåí ìåæäó s âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè

ðàñò¼ò áûñòðåå, ÷åì óìåíüøàåòñÿ âðåìÿ ðàáîòû êàæäîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà

â îòäåëüíîñòè.

Ïî ìíåíèþ àâòîðà, ïðàâîìåðíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î âû÷èñëåíèè

âåëè÷èí s0(N, d, n, c . . . ) è T (N, d, n, c . . . ) = mins T (N, d, n, c . . . ; s) =

T (N, d, n, c . . . ; , s0(N, d, n, c . . . )) äëÿ íåêîòîðîãî ýòàëîííîãî êëàñòåðà. Â êà÷åñòâå

ýòàëîíà íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò ëîãè÷íî âçÿòü êëàñòåð ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, äëÿ êîòîðûõ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé

îïåðàöèè ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè, óìíîæåííîå íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó c , ðàâíî

âðåìåíè ïåðåäà÷è îäíîãî ìàøèííîãî ñëîâà ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè.

Â ñîâðåìåííîé êîìïüþòåðíîé òåõíèêå îáìåí ìåæäó îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ è

ïðîöåññîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ c ≈ 5 , à ìåæäó îòäåëüíûìè ÷àñòÿìè îïåðàòèâíîé

ïàìÿòè � c ≈ 20

Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, ïàðàìåòð c îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó

òàêòîâûìè ÷àñòîòàìè ïðîöåññîðà è ¾øèíû¿, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò âû÷èñëèòåëüíûå

óçëû, ïðîöåíòà èíôîðìàöèîííûõ áèòîâ â ïåðåäàâàåìûõ ïî âíóòðåííåé ñåòè

ñîîáùåíèÿõ è íåêîòîðûìè äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êëàñòåðà. Íà âåëè÷èíó

c ìîæåò îêàçûâàòü âëèÿíèå ìåñòî ðàçìåùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé

(ÎÇÓ, ìíîãîóðîâíåâûé êýø). Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà êëàñòåðå

âîçìîæíà êàê àäðåñíàÿ ðàññûëêà ìåæäó âûïîëíÿþùèìè êîíêðåòíûå çàäàíèÿ

âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè, òàê è ðàññûëêà ñ ôèêñèðîâàííîãî óçëà íà óçëû

íåêîòîðîé ãðóïïû ïî áèíàðíîìó äåðåâó (áðîäêàñò), òî åñòü çà ëîãàðèôì îò

÷èñëà ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû. Ïåðåñûëêè âíóòðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè. Â ýòîì ïîäðàçäåëå âñå

îöåíêè âðåìåíè ïðîèçâåäåíû â åäèíèöàõ, ðàâíûõ âðåìåíè íà ïðîèçâîäñòâî îäíîé

àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè â òàêîì ýòàëîííîì êëàñòåðå.
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Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå íåçíà÷èòåëüíûì âðåìÿ íà ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìàòîâ

õðàíåíèÿ ìàòðèö. Âñå äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ.

Ðàññìîòðèì áëî÷íûå àëãîðèòìû Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà è íîâûé àëãîðèòì.

Çàäà÷ó áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè: N ≥ 226 � ðàçìåð

èñõîäíîé ìàòðèöû (ìàêñèìóì èç ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ), d � îöåíêà íà

÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (åäèíèö) â êàæäîé ñòðîêå ýòîé ìàòðèöû, n �

äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà, c � ïàðàìåòð, î êîòîðîì áûëî ñêàçàíî âûøå. Òàêèì

îáðàçîì, ïåðåñûëêà V áèò áóäåò îñóùåñòâëåíà çà c
nV åäèíèö âðåìåíè. Îäíà

åäèíèöà âðåìåíè - ýòî âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ñ

ìàøèííûìè ñëîâàìè.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïåðâîãî ýòàïà

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêàì òåîðåì, îòìåòèì ñëåäóþùåå: â

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ

çàáèðàåò ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿþùàÿñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà áëîê

âåêòîðîâ. Ïîýòîìó ðàñïàðàëëåëèâàíèå äîëæíî áûòü ïðåæäå âñåãî ïðèìåíåíî ê

ýòîé îïåðàöèè.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâà ïîäõîäà ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû

íà áëîê âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäåë¼ííûì õðàíåíèåì ñàìîé ìàòðèöû è (èëè)

ðàñïðåäåë¼ííûì õðàíåíèåì áëîêà.

Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâîãî èç ýòèõ ïîäõîäîâ ïðîäèêòîâàíà òàêæå

íåâîçìîæíîñòüþ õðàíåíèÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè îäíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà

âñåé èññëåäóåìîé ìàòðèöû.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âòîðîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì áëîê èç ns âåêòîðîâ, à

èìåííî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìàõ ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà DX = 0 , ãäå D ∈ FN×N , X ∈ FN×ns . Âåëè÷èíó s

ïðèíÿòî íàçûâàòü áëî÷íûì ôàêòîðîì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïàðàëëåëüíîãî ðàñïðåäåë¼ííîãî óìíîæåíèÿ ðàçðåæåííîé

ìàòðèöû íà áëî÷íûé âåêòîð.
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Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áàëàíñà íàãðóçêè íåîáõîäèìî äåëèòü ðàçðåæåííóþ ìàòðèöó

íà ÷àñòè, ñîäåðæàùèå ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî åäèíèö. Òàêèì

îáðàçîì, áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöó ìîæíî ðàçðåçàòü òîëüêî

â îäíîì íàïðàâëåíèè, ïî ñîîòíîøåíèÿì. Ðàçäåëèì ìàòðèöó D ∈ FN×N

íàøåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñêè ïî

÷èñëó l , èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì, i -ìó ïðîöåññîðó

äîñòàíåòñÿ ìàòðèöà Di , â êîòîðîé íåíóëåâûìè îñòàâëåíû ëèøü ñîîòâåòñòâóþùèå

N/l ñòðîê ìàòðèöû D .

Íà ïåðâîì ýòàïå íîâîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü (DTD)iB ,

BT (DTD)iB,B ∈ FN×ns, i = 1, 2, . . . . Òîãäà

DTD =
l∑

i=1

DT
i Di

DTDBj =
l∑

i=1

DT
i DiBj, j = 1, . . . , s, (6.37)

ãäå Bj ∈ FN×n - ýòî j -àÿ âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñêà áëîêà B ∈ FN×ns . Äëÿ

õðàíåíèÿ ýòîé ïîëîñêè è ìàòðèöû Di íà ñîîòâåòñòâóþùåì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå

ïîòðåáóåòñÿ ïàìÿòü

Nn+
nNd

l

áèò (ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû Di õðàíèòñÿ åãî

íîìåð ñòðîêè è íîìåð ñòîëáöà â îäíîì ìàøèííîì ñëîâå).

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåííîå âû÷èñëåíèå áëî÷íîãî âåêòîðà DTDB íà ls

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ ïîòðåáóåò N
l d îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ DiBj

è åù¼ Nd
l , ïî ÷èñëó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ìàòðèöå Di

T , äëÿ çàâåðøåíèÿ

âû÷èñëåíèÿ DT
i DiBj ∈ FN×n . Îòìåòèì çäåñü, ÷òî äëÿ âòîðîãî óìíîæåíèÿ (íà

DT ) ïðè òàêîé ñõåìå ðàñ÷¼òîâ íå íóæíû ïåðåñûëêè, ïîýòîìó îíî çàíèìàåò

ñóùåñòâåííî ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì ïåðâîå, òðåáóþùåå ïîëó÷åíèÿ áëîêà Bj .
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Äàëåå â àëãîðèòìå ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ (DTD)iB . Äëÿ ýòîãî

òðåáóåòñÿ ïåðåñûëêà ñî ñëîæåíèåì ïî ôîðìóëå (6.37) è îáðàòíàÿ ðàññûëêà

ïîëó÷åííîé ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà âñå l çàäåéñòâîâàíûõ â å¼ âû÷èñëåíèè

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëà. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì öèêëè÷åñêîé ïåðåñûëêè [155] äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ñëîæåíèÿ â ôîðìóëå (6.37), ïîëó÷èì îáùèé îáú¼ì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïåðåñûëîê ìàøèííûõ ñëîâ ñî ñëîæåíèåì íå áîëåå c
n2Nn = 2Nc . Äåéñòâèòåëüíî,

â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì öèêëè÷åñêîé ïåðåñûëêè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ èòîãîâîé

ñóììû íà êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå ãðóïïû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòîò óçåë

äâàæäû ïîëó÷èë è ïåðåäàë áëîê ñ ðàçìåðàìè íå áîëåå ÷åì N × n ïî

äâóñòîðîííåìó ñèììåòðè÷íîìó êàíàëó ñâÿçè.

Ñóììèðóÿ, ïîëó÷èì èòîãîâóþ îöåíêó âðåìåíè íà âû÷èñëåíèå (DTD)B íà ls

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ â âèäå

2Nd

l
+ 2Nc. (6.38)

Âû÷èñëåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà íåîáõîäèìî â íîâîì àëãîðèòìå

è àëãîðèòìå Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî,

íà ïåðâîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ èç âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ

ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà, ñòðîÿòñÿ êîýôèöèåíòû ðÿäîâ â âèäå ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé XTDiY äëÿ àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà è BT (DTD)iB äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî íîâîãî àëãîðèòìà.

Â íàøåé âåðñèè ðàñïðåäåë¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ (DTD)iB íà êàæäîì èç

l âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ j -é ãðóïïû, 1 ≤ j ≤ s , â íåêîòîðûé ìîìåíò ñîäåðæèòñÿ

áëî÷íûé âåêòîð (DTD)iBj, i ∈ {1, . . . , k} . Ïðè âû÷èñëåíèè êóñêà ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà, â ñëó÷àå íîâîãî àëãîðèòìà, âñå èõ ìîæíî õðàíèòü ðàñïðåäåë¼ííî íà

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ ãðóïïû ïî k
l íà êàæäîì.

Äëÿ ðàñïðåäåë¼ííîãî ïî ñòðîêàì (ïîëîñêàì) õðàíåíèÿ íà l âû÷èñëèòåëüíûõ

óçëàõ âñåãî áëîêà BT ïîòðåáóåòñÿ åù¼ Nns
l áèò. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ (DTD)iBj

íà êàæäîì èç l âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ j -é ãðóïïû âû÷èñëÿåòñÿ ñâîÿ ÷àñòü
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ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ BT (DTD)iBj íå áîëåå, ÷åì çà

3
Nns

l(log2
N
2 − log2log2

N
2 )

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðè N ≥ 226 , îòêóäà N
2 ≥ N

10
13 log2

N
2 , ýòó äðîáü ìîæíî

îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé

4Nns

l · log2N
. (6.39)

Âñå ÷àñòè ïîñëå êîíêàòåíàöèè âíóòðè îäíîé ãðóïïû äàþò BT (DTD)iBj , à

ïî âñåì ãðóïïàì - BT (DTD)iB . Ïåðåñûëêè ïðè ýòîì íåçíà÷èòåëüíûå ââèäó

ìàëåíüêèõ ðàçìåðîâ ïåðåñûëàåìûõ ìàòðèö. Äîáàâëÿÿ ê îöåíêå (6.38), ïîëó÷èì

îöåíêó âðåìåíè íà âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîãî áëîêà âåêòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà è êîýôôèöèåíòà ðÿäà íà êëàñòåðå èç sl âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ:

2dN

l
+

4Nns

l · log2N
+ 2Nc. (6.40)

Áîëåå äåòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè àêòóàëüíûõ íà ñåãîäíÿøíèé

äåíü çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð òàêèõ, ÷òî 2ns < dlog2N , âòîðîå ñëàãàåìîå

îöåíêè (6.40) ìåíüøå òðåòüåãî. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé s ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

ëó÷øå âû÷èñëÿòü íà äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå âòîðîìó ñëàãàåìîìó â ðàâåíñòâå (6.40), áûëî

ìåíüøå ïåðâîãî è òðåòüåãî.

Äàäèì íåñêîëüêî êîììåíòàðèåâ î äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ

ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Áóäåì âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íà p äîïîëíèòåëüíûõ ê óæå

ðàññìîòðåííûì l âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ â ãðóïïå. Òî åñòü êàæäàÿ èç s ãðóïï

ðàñøèðÿåòñÿ íà p âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, íà êîòîðûõ õðàíèòñÿ 1
p -àÿ ÷àñòü ñòðîê

áëîêà BT è â áóôåðå r ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ (äîñòàòî÷íî áóäåò îäèí
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èëè äâà) âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (6.37). Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ïàìÿòü ïîðÿäêà

Nns

p
+ rNn, èëè,

Nn

8 · 109

(
r +

s

p

)
ÃÂ.

Íà ýòè óçëû ïî áèíàðíîìó äåðåâó ïåðåñûëàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî

ôîðìóëå (6.37) çà âðåìÿ
c

n
Nnlog2p = Nclog2p.

Âðåìÿ íà ïåðåñûëêó ñ ïîñëåäóþùåé êîíêàòåíàöèåé ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

ìàëî ââèäó ìàëîãî èõ ðàçìåðà, è ìû åãî ó÷èòûâàòü íå áóäåì.

Çàãðóçêà â íîâîì àëãîðèòìå êàæäîãî èç p âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ ñâîåé

÷àñòüþ ëåâîãî ìíîæèòåëÿ BT ïðîèçâîäèòñÿ àäðåñíîé ðàññûëêîé îäèí ðàç çà

âåñü àëãîðèòì. Îöåíêó âðåìåíè íà âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïîëó÷àåì

àíàëîãè÷íî îöåíêå (6.39) â âèäå

4Nns

plog2N
,

è äàëåå, àíàëîãè÷íî îöåíêå (6.40) ïîëó÷àåì îöåíêó âðåìåíè íà âû÷èñëåíèå

î÷åðåäíîãî áëîêà âåêòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà è î÷åðåäíîãî êîýôôèöèåíòà

ðÿäà íà êëàñòåðå èç

s(l + p) (6.41)

âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ

max

(
2dN

l
+ 2Nc;Nclog2p+

4Ns

plog2N

)
Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷¼òîâ óðàâíÿåì äâà ñëàãàåìûõ âî âòîðîì

ýëåìåíòå, ïîëîæèâ

p ≈ ⌈ 4s

clog2N
⌉. (6.42)
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Ïðè òàêîì âûáîðå è àêòóàëüíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

âðåìÿ íà ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ íà óìíîæåíèÿ

ìàòðèöû íà áëîê, ÷òî ïîçâîëèò èìåòü ìèíèìàëüíûé áóôåð â óçëàõ, âû÷èñëÿþùèõ

ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (òî åñòü r = 1 èëè 2 ).

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l ïîëó÷èòñÿ îöåíêà

Nc ·max
(
2; log2⌈

4s

clog2N
⌉
)

(6.43)

ñ îáùåé îöåíêîé ïî âñåìó ïåðâîìó ýòàïó èç 2N
ns øàãîâ

2N 2c

ns
max

(
2; log2⌈

4s

clog2N
⌉
)

(6.44)

ñ óñëîâèåì s(l + p) ≤ S , èëè

s

(
l +

4s

clog2N

)
≤ S,

ãäå S - îáùåå ÷èñëî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ êëàñòåðà.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî s ðàññìàòðèâàåìûõ

ãðóïï íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñåòüþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü

ôîðìóëó αi+j = BTAi+jB = (AiB)TAjB , ÷òî óìåíüøàåò ÷èñëî óìíîæåíèé íà A

äî N
ns , òðåáóÿ ïðè ýòîì îáìåíà ÷àñòÿìè áëîêîâ AiB . Ïðè ýòîì, ÷åì áîëüøå ìîæíî

çàïàñòè áëîêîâ AiB , òåì ðåæå íóæíî îñóùåñòâëÿòü îáìåí.

Ïðè ýòîì, îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü îäíîãî óçëà, çàíèìàþùåãîñÿ óìíîæåíèåì

ìàòðèöû íà áëîê, äîëæíà ïîçâîëÿòü ðàçìåùàòü äàííûå ïîðÿäêà

nNd
l + Nn + Nns

l = Nn
8·109 (1 +

d+s
l )ÃÂ,

Ìàòðèöà Di Òåêóùåå Bj ×àñòü BT

(6.45)

Â ñëó÷àå N ≈ 226 � ýòî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî

1

2
(1 +

d+ s

l
)ÃÂ. (6.46)
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Ê ýòîìó åù¼ íàäî äîáàâèòü îáú¼ì, íåîáõîäèìûé íà êàæäîì óçëå äëÿ õðàíåíèÿ

îòðåçêà äëèíû k (îá ýòîì ïàðàìåòðå ðå÷ü ïîéä¼ò íèæå) áàçèñà ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà, òî åñòü Nn
l k .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íà äîïîëíèòåëüíûõ

óçëàõ, òî òðåáîâàíèÿ ê ïàìÿòè îäíîãî óçëà, çàíèìàþùåãîñÿ óìíîæåíèåì ìàòðèöû

íà âåêòîð, óìåíüøàþòñÿ äî

1 + c

2
ÃÁ.

Óçëû, çàíèìàþùèåñÿ âû÷èñëåíèåì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, äîëæíû èìåòü

ñëåäóþùèé îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

Nns
p + Nn = Nn

8·109

(
s
p + 1

)
ÃÂ,

×àñòü BT Òåêóùåå ïî i çíà÷åíèå (DTD)iBj

(6.47)

Ïðè ïîäñ÷¼òå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé íà òåõ æå óçëàõ, íà êîòîðûõ

âû÷èñëÿåòñÿ óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð äëÿ îöåíêè ïàìÿòè íàäî ñëîæèòü

îöåíêè (6.45) è (6.47).

Â ñëó÷àå àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà k ðàñò¼ò äî 2N
ns , è ìû íå èìååì

âîçìîæíîñòè õðàíèòü âñå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Îöåíêà íà ïàìÿòü â

ýòîì ñëó÷àå çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì (6.46). Îöåíêó âðåìåíè ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî

(6.40), ãäå îòñóòñòâóåò êîýôôèöèåíò 2 ïðè d , òàê êàê íåò DT . Çíà÷åíèå

l =
d

2c
.

äëÿ âðåìåíè âñåãî ïåðâîãî ýòàïà, ñîäåðæàùåãî âû÷èñëåíèå 2N
ns êîýôôèöèåíòîâ

ðÿäà, ñ ó÷¼òîì íåîáõîäèìîñòè äâóõ ïðîõîäîâ, (äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

ðÿäà è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ), äà¼ò áëèçêèå ê ïðåäûäóùèì îöåíêè:

16N 2c

sn
. (6.48)

Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü èíà÷å. À èìåííî, ïîñëå
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òîãî, êàê íà êàæäîì èç l âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ j -é ãðóïïû, 1 ≤ j ≤ s áûë

ïîëó÷åí áëî÷íûé âåêòîð AiBj , â îáîçíà÷åíèÿõ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû,

ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Ïóñòü (AiBj)r ∈ FN
l ×n, r ∈ {1, . . . , l} îáîçíà÷àåò N

l ñòðîê

áëîêà AiBj , õðàíÿùèåñÿ íà r -ì óçëå j -é ãðóïïû. Ïðîâåä¼ì îáìåí ñ öåëüþ

âû÷èñëåíèÿ íà ýòîì æå óçëå ýëåìåíòîâ

(AiBj1)
T
r (A

iBj)r, (Ai−1Bj1)
T
r (A

iBj)r

äëÿ j1 ∈ {1, . . . , s} òàêèõ, ÷òî (−1)j−j1sign(j − j1) = 1 . Òåì ñàìûì ïîñëå

îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî ñóììèðîâàíèÿ âñå ýëåìåíòû BT
j1
A2iBj2, B

T
j1
A2i−1Bj2, j1, j2 ∈

{1, . . . , s} áóäóò âû÷èñëåíû. Îáìåí ïîòðåáóåò

s

2
· c
n
· Nn
l

åäèíèö âðåìåíè, à ñ÷¼ò

2
4Nn

l · log22N
l

(6.49)

ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììèðóÿ ñ (6.38), ïîëó÷èì

2Nd

l
+ 2Nc+

scN

2l
+

8Nn

l · log22N
l

Â ýòîé îöåíêå ïî ñðàíåíèþ ñ (6.40) åñòü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå

îòâå÷àåò çà ïåðåñûëêè íà êëàñòåðå, íî âûáîðîì l ≥ max
(
s, 2dc ,

16n
c

)
ìîæíî

äîáèòüñÿ, ÷òîáû âñå ñëàãàåìûå êðîìå âòîðîãî áûëè äîñòàòî÷íî ìàëû. Ïðè ýòîì

÷èñëî øàãîâ âñåãî àëãîðèòìà áóäåò N
ns , òî åñòü â 2 ðàçà ìåíüøå è îáùóþ îöåíêó

âðåìåíè ðàáîòû ïåðâîãî ýòàïà ìîæíî âçÿòü

2N2c

ns
. (6.50)

Ïðè òàêîé ñèñòåìå ðàñ÷¼òà õðàíèòü ÷àñòè BT íå íóæíî è îáùàÿ íåîáõîäèìàÿ

ïàìÿòü îäíîãî óçëà àíàëîãè÷íî (6.45) (6.46) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
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Nn

8 · 109
(1 +

d+ k

l
)ÃÂ,

÷òî ïðè N ≈ 226 ñîñòàâëÿåò

1

2
(1 +

d+ k

l
)ÃÂ.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå âòîðîãî ýòàïà

Â àëãîðèòìå Âèäåìàíà â âåðñèè Êîïïåðñìèòà âåêòîð ḡ ñòðîèòñÿ,

ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ åãî ðàçìåð. Â ðàáîòå [148] ïðåäëîæåí äðóãîé

âàðèàíò, èìåþùèé ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè, ïðàâäà, ñ

íåñêîëüêèìè ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñîìíîæèòåëÿìè è äîñòàòî÷íî áîëüøèìè

ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîíñòàíòàìè. Îïòèìèçèðîâàííûé òàêèì ñïîñîáîì àëãîðèòì

áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòìîì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ñ ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì.

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå. Ïóñòü

h = h(λ) =
∞∑
i=0

Hiλ
i, Hi ∈ Fns×ns. (6.51)

Çäåñü ðàçìåð ns âûáðàí òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìîæíî áûëî

ïðèìåíèòü ê ïîñòðîåíèþ ḡ íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ñ

èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íîãî ôàêòîðà s .

Ñòåïåíüþ âåêòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà m(λ) ∈ (F[λ])2ns×1 íàçûâàåòñÿ åãî ñòåïåíü

êàê ìíîãî÷ëåíà ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè èç F2ns×1 .

Ïîðÿäêîì âåêòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà m(λ) ∈ (F [λ])2ns×1 íàçûâàåòñÿ öåëîå

íåîòðèöàòåëüíîå j , òàêîå, ÷òî h(λ)m(λ) =
∑

i≥j+1 µiλ
i, µj+1 ̸= 0.

σ -áàçèñîì ðÿäà h íàçîâ¼ì ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí M(x) ∈ F2ns×2ns[λ] ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ñòîëáöû M (i)(λ) ìàòðèöû M(λ) èìåþò ïîðÿäîê íå ìåíüøå σ .

2. Äëÿ ëþáîãî v ∈ F 2ns×1[λ] , èìåþùåãî ïîðÿäîê íå ìåíüøå σ , ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
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v =
2ns∑
i

M (i)C(i), C(i) ∈ F[λ], degC(i) + degM (i) ≤ degv.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå ê ðÿäó âèäà (6.51), ãäå Hi = XTDiY ;X, Y ∈ FN×ns , à èìåííî

òàêèå P (λ), Q(λ) ∈ Fns×2ns[λ] , ÷òî

(h∥Ins)

(
Q

P

)
= O(λ2d+1), degQ, degP ≤ d, (6.52)

ãäå Ins - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èç Fns×ns, d = N
ns .

Ïîëîæèì â äàëüíåéøåì, ÷òî ÷èñëà N,n, s ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè.

Òåîðåìà 6.7. [78] Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ñ

èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íîãî ôàêòîðà âòîðîãî ýòàïà àëãîðèòìà Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà ñ ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì ïðè N ≥ 226

1) Ïðè

s ≥
120log2(log232N)(log2

ns
2 − log2log2

ns
2 )

17n
(6.53)

èìååò âèä:

1122Nn2s3log232Nlog24N (6.54)

2) Ïðè

s ≤
120log2(log232N)(log2

ns
2 − log2log2

ns
2 )

17n
(6.55)

èìååò âèä:

15840Nns2log2(32N)log2(4N)log2(log2(32N)) (6.56)

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê èç íåðàâåíñòâà z ≥ 2Alog2A ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

z ≥ Alog2z , òî ïðè s ≥ 120log2(log232N)
17n log2

(
120log2(log232N)

34n

)
íåðàâåíñòâî (6.53)

âûïîëíåíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.7.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåîáõîäèìîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì

èç ñòàòüè [148], êîòîðûé ñòðîèò σ -áàçèñû, ïîñëåäîâàòåëüíî óäâàèâàÿ σ . Äëÿ

òîãî, ÷òîáû êàæäûé ðàç áûë ïîñòðîåí âåñü áàçèñ, â ýòîé ñòàòüå îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïåðåõîä îò ðÿäà h(λ) ê ðÿäó h(λ2ns)× (1, λ, λ2, . . . , λ2ns−1)T , ê êîòîðîìó ñòðîÿòñÿ

ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîðÿäêîì óæå 2dns , èñïîëüçóÿ 2d êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà h(λ) .

Îöåíêó ñëîæíîñòè ðàáîòû C(ns, ns, 2dns) ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ìîæíî

ïîëó÷èòü èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4 [148] ñ çàìåíîé d íà 2dns , à èìåííî

C(ns, ns, 2dns) ≤ 2C(ns, ns, dns) +MM(ns, dns) +MM(ns, 2dns),

ãäå MM(a, b) - ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè b

èç Fa×a[λ] . Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì

C(ns, ns, 2dns) ≤
MM(ns, 2dns) +

∑log22dns
i=1 MM(ns, 2−i2dns)(2i + 2i−1) ≤

3
2

∑log22dns
i=0 2iMM(ns, 2−i2dns)

(6.57)

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì ïàðàìåòðû N,n, s , ðàâíûìè ñòåïåíÿì äâîéêè.

Îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ ïðåäëîæåí â

ñòàòüå [160]. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2 èç ýòîé ðàáîòû, âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

MM(ns, 2i) ≤ αQ
(ns)2

n
+ βQ

(ns)2nsn
log2

ns
2 − log2(log2(

ns
2 ))

.

ãäå Q : φ(rQ) ≥ 2(2i + 1), H : 2H + 2 ≤ Q ≤ 2H+1 + 1, αQ ≤ rQ2H((6r + 2)µr(H +

1)+ 2α2

r2 ), βQ ≤ rQ2Hβ2 , ãäå â êà÷åñòâå r ìîæåò áûòü âûáðàíî ëþáîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, îòëè÷íîå îò 2, µr - ñóììà ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ â êðóãîâîì ìíîãî÷ëåíå

ñ íîìåðîì r , à α2 è β2 ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâà ñëîæåíèé è óìíîæåíèé äëÿ

óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè φ(r2) − 1 . Èçâåñòíî, ÷òî ïðè r = 3 ìîæíî

âûáðàòü β2 , ðàâíûì 17 . Çäåñü ïðèìåí¼í îáû÷íûé àëãîðèòì ñëîæåíèÿ ìàòðèö,
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ðàçáèòûõ ïî ñòðîêàì íà ìàøèííûå ñëîâà äëèíû n , à òàêæå îïòèìèçèðîâàííûé

àëãîðèòì óìíîæåíèÿ òàêèõ ìàòðèö, èçëîæåííûé âûøå. Ïðè r = 3 ïîëó÷èì

µr = 3 . Q ìîæåò áûòü âûáðàíî íàèìåíüøèì òàêèì, ÷òîáû 3Q−1 ≥ 2i + 1 (ñì.

ñòð. 8 [148]), ïîýòîìó 3Q ≤ 9(2i + 1) , îòêóäà ïðè i ≥ 1 âûïîëíåíî 3Q ≤ 2i+4 , è,

ïîñêîëüêó 3log32 < 2 , èìååì:

M(ns, 2i) ≤
(ns)2

n
2i+4log32

i+4

(
20 · 3(log2log32i+4 + 1) +

2

9
α2 +

17ns

nlog2
ns
2 − log2log2

ns
2

)
≤

(ns)2

n

2i+5

3
(i+ 4)

(
60(log2

2(i+ 4)

3
+ 1) +

2

9
α2 +

17ns

log2
ns
2 − log2log2

ns
2

)
.

Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî

2

9
α2 + 60log2

4(i+ 1)

3
≤ 120log2log232dns,

î÷åâèäíî, âûïîëíåíî è i ≤ log22dns, ðàññìàòðèâàåìóþ îöåíêó ìîæíî

ïðîäîëæèòü âåëè÷èíîé

ns22dns11(log22dns+ 4)

(
120log2log232dns+

17ns

log2
ns
2 − log2log2

ns
2

)
. (6.58)

Òàêèì îáðàçîì,

C(ns, ns, 2dns) ≤
3

2
ns222 · 2dns(log22dns+ 4)log24dns

(
120log2log232dns+

17ns

log2
ns
2 − log2log2

ns
2

)
≤

66Nns2log232Nlog24N

(
120log2log232N +

17ns

log2
ns
2 − log2log2

ns
2

)
. (6.59)

Â ñëó÷àå 1) ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðîäîëæèòü âåëè÷èíîé
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132Nns2log232Nlog24N · 17ns
log2

ns
2 − log2log2

ns
2

.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ns
2 ≥ 16 , òî ýòó îöåíêó ìîæíî ïðîäîëæèòü âåëè÷èíîé

1122Nns2log2(32N)log2(4N).

Ïóíêò âòîðîé î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îöåíêè (6.59). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.8. [78] Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ñ

èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íîãî ôàêòîðà àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ñ

ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì ïðè N ≥ 226 è

N >
71log2(32N)log2(4N)

cn

(
240log2(log2(32N))log2(

60
17nlog2(log2(32N)))

17

)4

èìååò âèä

94N1+ 3
4n−

1
4c

3
4 (log2(32N)log2(4N))

1
4 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà òðåòüåì ýòàïå àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ ðåøåíèå êàê

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà ñ èçâåñòíûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñêîëüêó ýòà ÷àñòü ëåãêî ïàðàëëåëèçóåòñÿ (ïî ñòðîêàì

âåêòîðîâ áàçèñà â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ õðàíåíèåì, ñì. ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïåðâîãî

ýòàïà) è âðåìÿ íà ýòó îïåðàöèþ ìîæåò áûòü ñäåëàíî íåçíà÷èòåëüíûì è ìû

åãî ó÷èòûâàòü íå áóäåì. Òî÷íàÿ îöåíêà ïðèâåäåíà â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé

òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.7 ïóíêò 1), çàìå÷àíèÿ ê íåé è

îöåíêè (6.48) ïðè

s =
1

4

(
8Nc

561n3log2(32N)log2(4N)

) 1
4

.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè N ≥ 226, c ≥ 1 , îöåíêà èç ýòîé òåîðåìû âûïîëíåíà.
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6.2.3 Èòîãîâûå îöåíêè è òåñòû

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ñãðóïïèðóåì ëó÷øèå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ðàçíûõ

àëãîðèòìîâ â òàáëèöó

Âðåìÿ

Wiedemann-

Coppersmith

with matrix 94N 1+3
4n−

1
4c

3
4

polynomial ((log232N)(log24N))
1
4

multiplication

Wiedemann-

Coppersmith- O(N 1+ 2
3 (log2Nlog2log2N)

1
3 )

Thomé([161], (6.48))

Montgomery

(1995) 2c
nN

2

Àëãîðèòì-Ê

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëèë ñêîíñòðóèðîâàòü öåëóþ ñåðèþ

àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ïðåèìóùåñòâà ïåðåä èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè

â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëÿ ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðû è ìîùíîñòè.

Âîçìîæíû è äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû, ÷òî ïîâëèÿåò íà

ñîêðàùåíèå âðåìåíè ðàáîòû âñåãî àëãîðèòìà.

Êðîìå òîãî, èçëîæåííûé ïîäõîä ôàêòè÷åñêè ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé

àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà îðòîãîíàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà è àëãîðèòìû,

îñíîâàííûå íà ïîèñêå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äàâíî çàìå÷åíî, ÷òî ðåàëèçàöèè ýòèõ ïîäõîäîâ èìåþò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâóþ
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ýôôåêòèâíîñòü. Èçëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîíÿòü òåîðåòè÷åñêèå ïðè÷èíû

ýòîãî ÿâëåíèÿ è èñïîëüçîâàòü ïðåèìóùåñòâà îáîèõ ìåòîäîâ.

Â îòêðûòîé ÷àñòè îò÷¼òà ïî ÍÈÐ Àêàäåìèè êðèïòîãðàôèè çà 2010 ãîä [76]

ñ.í.ñ. Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÐÀÍ ê.ô.-ì.í. Í.Ë.Çàìàðàøêèí

ïðîâ¼ë àíàëèç íàïèñàííûõ èì âåðñèé àëãîðèòìîâ Ìîíòãîìåðè è àâòîðà íàñòîÿùåé

äèññåðòàöèè. Îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ òåñòèðóåìûõ ìàòðèö òåêóùàÿ óïðîù¼ííàÿ

ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà àâòîðà íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðåâîñõîäèò ïî ýôôåêòèâíîñòè

ñóùåñòâóþùóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäà Ìîíòãîìåðè (2008) â òðè ðàçà. Çàòåì îí

îïèñàë ìîäèôèêàöèþ òåêóùåé ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ìîíòãîìåðè, êîòîðàÿ, íà

äàííûé ìîìåíò, ïî ýôôåêòèâíîñòè ñîïîñòàâèìà ñ ðåàëèçàöèåé ìîåãî ìåòîäà;

ïîêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ðåñóðñ (âîçìîæíîñòü âðåìÿ çà ñ÷¼ò

äîáàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ) ìåòîäà Ìîíòãîìåðè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè

èñ÷åðïàí, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîåãî ìåòîäà ýòî ñîâñåì íå òàê.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðåàëèçîâàí â âèäå íàáîðà ìîäóëåé, íàïèñàííûõ â

ñòàíäàðòå ANSI C è ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè ìåæïðîöåññîðíîãî îáìåíà

ñîîáùåíèÿìè MPI. Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ èñïîëüçîâàëèñü òðè ìàòðèöû. Â

÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàëàñü ìàòðèöà ¾m512t¿ ðàçìåðîì 5 452 543 × 5 768 669

(÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ) è ñðåäíèì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ � 51.

Ïðè ðàáîòå íàä äàííûì ïðîåêòîì ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ñëåäóþùèõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ: ñóïåðêîìïüþòåðå ÑÊÈÔ ÌÃÓ ¾×åáûøåâ¿, êëàñòåðå

ÌÂÑ-1000.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Ìîíòãîìåðè äëÿ ¾ëåãêîé¿ ìàòðèöû ¾m512t¿ îêîëî

50 ÷àñîâ.

Õîòÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé àâòîðîì,

áûë èçìåí¼í, ÷òî ïðèâåëî ïî ìíåíèþ Í.Ë.Çàìàðàøêèíà, êàê ìèíèìóì, ê

óäâîåíèþ âðåìåíè, îáùåå âðåìÿ åãî ðàáîòû ñîñòàâèëî 17 ÷àñîâ (¾m512t¿, ÌÂÑ-

1000).
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6.2.4 Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ

Íîâûé àëãîðèòì òèïà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðñèÿ íîâîãî àëãîðèòìà, ïîñòðîåííàÿ

ïî ïðèíöèïó àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà [77]. Îí èñïîëüçóåò ìåíüøóþ

îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü, ÷åì àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà. Ïðè ýòîì, âûáîðîì

áîëüøåãî çíà÷åíèÿ áëî÷íîãî ôàêòîðà (êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó

øèðèíîé ðàññìàòðèâàåìûõ áëîêîâ è äëèíîé ìàøèííîãî ñëîâà) ïðè òîì æå îáú¼ìå

èñïîëüçóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ìîæåò áûòü âûèãðûø ïî âðåìåíè â ñðàâíåíèè

ñ àëãîðèòìîì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà.

Ïðåäïî÷òåíèÿ àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì

Ìîíòãîìåðè ïðè ïîñòàíîâêå ðåêîðäà ôàêòîðèçàöèè îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî ïåðâûé

ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü áîëüøóþ ÷àñòü âû÷èñëåíèé íà ñîâåðøåííî íåçàâèñèìûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Àëãîðèòì ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ýòàïà:

• Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ.

• Âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåíèé ê ýòèì ðÿäàì.

• Âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ïðèáëèæåíèé.

Âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî ýòàïà îáû÷íî âûáèðàþò

çíà÷èòåëüíî áîëüøèì, ÷åì äëÿ âòîðîãî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âòîðîé

ýòàï òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëÿ ñ áîëüøèì îáú¼ìîì îïåðàòèâíîé

ïàìÿòè. Íèæå ïðåäëîæåíà âåðñèÿ íîâîãî àëãîðèòìà, êîòîðàÿ òðåáóåò ìåíüøåé

îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ÷åì íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà

ñ ó÷¼òîì ïðåäëîæåíèé Òîìå [161]. Çàìåíÿÿ â àëãîðèòìå ïàðàìåòð n íà ns ,

ìû óìåíüøàåì â s ðàç ÷èñëî øàãîâ, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà áóäåò

ñîñòîÿòü óæå èç ìåíüøåãî ÷èñëà áëîêîâ áîëüøåé øèðèíû, íî óâåëè÷èâàåì îáú¼ì

èñïîëüçóåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, òàê êàê ìàòðèöû èõ êîýôôèöèåíòîâ ðàñòóò â s ðàç
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ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ ñòåïåíü óìåíüøàåòñÿ â

s ðàç, îáú¼ì ïàìÿòè äëÿ èõ õðàíåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ òàêæå â s ðàç.

Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, d âåðõíþþ ãðàíèöó ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â

êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû, ns - ÷èñëî âåêòîðîâ â èñïîëüçóåìûõ

áëîêàõ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ íàøà öåëü � ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

ñèñòåìû

DX = B,D ∈ FM×N ,M ≤ N ;B,X ∈ FN×ns. (6.60)

Êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îáîçíà÷èì c îòíîøåíèå ìåæäó âðåìåíåì

ïåðåñûëêè îäíîãî ìàøèííîãî ñëîâà ìåæäó óçëàìè è âðåìåíåì, çà êîòîðîå

ïðîöåññîð ïðîèçâîäèò îäíó îïåðàöèþ ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âðåìÿ íà îäíî óìíîæåíèå íà

ðàçðåæåííóþ ìàòðèöó ïðèìåðíî îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé 4Nc , à ÷èñëî òàêèõ

óìíîæåíèé 2N
ns íà ïåðâîì ýòàïå, è N

ns íà òðåòüåì [162] (îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì

Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà òðåáóåò 2N
ns ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèé íà 3 ýòàïå). Ýòà

îöåíêà ïîëó÷åíà äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì èç s d
2c âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ è äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøîãî d ïðè ðàññìîòðåíèè àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà.

Ïîñêîëüêó â àëãîðèòìàõ [72] è [145] óìíîæåíèå íà ðàçðåæåííóþ ìàòðèöó

çàìåíåíî íà ïîñëåäîâàòåëüíîå óìíîæåíèå íà ìàòðèöû D è DT (ñì. [78]),

îïòèìàëüíîå ÷èñëî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðèðàâíÿòü âðåìÿ

íà ñ÷¼ò è âðåìÿ íà ïåðåñûëêè, áóäåò ðàâíî sdc .

Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà äâîéíîå óìíîæåíèå, ìåòîä, èçëîæåííûé â [78],

äà¼ò îäèíàêîâûå îöåíêè íà âðåìÿ ïðè îäèíî÷íîì è äâîéíîì óìíîæåíèè ïðè

èñïîëüçîâàíèè âî âòîðîì ñëó÷àå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ.

×èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïðåðàöèé íà 2 ýòàïå àëãîðèòìà Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà-Òîìå îöåíåíî â [161] âåëè÷èíîé

O(Nns(ns+ log2N)log2Nlog2log2N).
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Ñêëàäûâàÿ ñ (6.48) è îïòèìèçèðóÿ ïî s , ïîëó÷àåì äëÿ âñåãî àëãîðèòìà îöåíêó

O(N1+ 2
3 (log2Nlog2log2N)

1
3 ).

Ñîîòâåòñòâóþùåå âðåìÿ ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû ðåàëèçàöèè 2 ýòàïà

àëãîðèòìà íà êëàñòåðå ñ îáú¼ìîì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè îêîëî 1 TB, ïðè N ≈
1, 9 · 108, s = 8, n = 64 , îêàçàëîñü ðàâíûì 17,3 ÷àñîâ ([162]).

Êàê è â âåðñèè òèïà Ìîíòãîìåðè, íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëèì ïðèáëèçèòåëüíî

2N
ns êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà:

α =
∞∑
i=0

αiλ
−i, αi = BTAiB,A = DTD. (6.61)

Íà 2 ýòàïå ïîñòðîèì ïðèáëèæåíèÿ ê ðÿäó (6.61). Äëÿ ýòîãî ìîæíî

èñïîëüçîâàòü òåõíèêó, âçÿòóþ èç îïòèìèçèðîâàííîé âåðñèè. Äëÿ ïðîñòîòû

èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì âàðèàíò ñ òåõíèêîé èç ïåðâîé âåðñèè íîâîãî àëãîðèòìà.

Ñíà÷àëà äëÿ íåêîòîðîãî t0 , âûáîð êîòîðîãî ðàçáåð¼ì ïîçæå, äëÿ êàæäîãî t ∈
{1, . . . , t0} âû÷èñëèì Q(t)(λ) òàêîé, ÷òî

α(λ)Q(t)(λ)− P (t)(λ) =
∞∑

i=t+1

ρ
(t)
i λ

−i, degQ(t)(λ) ≤ t, degP (t)(λ) ≤ t,

ïðè ïîìîùè ìàòðèöû

αt+1 . . . α2 α1

αt+2 . . . α3 α2

. . . . . . . . . . . .

α2t . . . αt+1 αt

λtQ(0) . . . λQ(0) Q(0)

In . . . On On

. . . . . . . . . . . .

On . . . In On

On . . . On In





υt

.

.

.

υ1

υ0


=



On

.

.

On

Q(t)

Q
(t)
t+1

.

.

Q
(t)
0



. (6.62)
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Âåðõíÿÿ ÷àñòü ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè èìååò ðàçìåð t íà t+1 áëîêîâ èç Fns×ns .

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé èìååò

ðåøåíèå â âèäå áëîêà ïîëíîãî ðàíãà: v̄ ∈ F(t+1)ns×ns , à ïîëó÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ Q(t)(λ) èìååò ïîëíûé ðàíã íàä ïîëåì F .
Äëÿ ëþáîãî Q(i)(λ) ïîëó÷èì Q̃(i)(λ) =

∑i
j=0 Q̃

(i)
j λ

j, Q̃
(i)
j ∈ Fns×ns , ãäå Q̃

(i)
i -

íåâûðîæäåíà è

α(λ)Q̃(t)(λ)− P̃ (t)(λ) =
∞∑

i=t+1−δ(t)

ρ̃
(t)
i λ

−i, degQ̃(t)(λ) ≤ t, degP̃ (t)(λ) ≤ t,

äëÿ íå î÷åíü áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî δ(t) , êàê ýòî áûëî îïèñàíî â ïàðàãðàôå,

ïîñâÿù¼ííîì àëãîðèòìó òèïà Ìîíòãîìåðè. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ,

ïîëó÷àåì Q(t)(λ), Q̃(t)(λ), t > t0 ïðè ïîìîùè Q(i)(λ), Q̃(i)(λ), i ∈ {t − 1, . . . , t −
θ(t)} . Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, âåðõíÿÿ îöåíêà ïàðàìåòðà
θ(t) , îáåñïå÷èâàþùàÿ óñïåøíóþ ðàáîòó àëãîðèòìà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0, 99 ,

ðàñò¼ò ïðîïîðöèîíàëüíî logNn . Òàêèì îáðàçîì, t0 ìû ìîæåì âûáèðàòü âáëèçè

ýòîé ãðàíèöû.

Åñëè îáîçíà÷èòü

Ui = Q̃(i)(A,B) =
i∑

j=0

AjBQ̃
(i)
j ∈ FN×ns, (6.63)

êàê è â àëãîðèòìå òèïà Ìîíòãîìåðè, ïîëó÷èì:

UT
i AUt =

∑
j

Q̃
(i)T
j ρ̃

(t)
j+1. (6.64)

Ïîýòîìó, åñëè i + 1 < t + 1 − δ(t) , ýòî ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Ñîãëàñíî ÷èñëåííîìó

ýêñïåðèìåíòó, ìàòîæèäàíèå ïàðàìåòðà δ(t) íå ïðåâûøàåò 2. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

áûñòðî îðòîãîíàëèçîâàòü áëîêè Ui è ñôîðìèðîâàòü èç èõ ñòîëáöîâ áëîêè Wi, i =

1, . . . ,m− 1 , ïåðåíîñÿ íåêîòîðûå èç íèõ â ñëåäóþùèé ýòàï. Òîãäà ôîðìóëà
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X =
m−1∑
i=0

Wi(W
T
i AWi)

−1W T
i B (6.65)

ïîçâîëèò ïîñòðîèòü ðåøåíèå ñèñòåìû òàêæå, êàê è â àëãîðèòìå Ìîíòãîìåðè [145].

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ W T
i AWi ìû ïîëó÷èì èç (6.64). Êàê è â àëãîðèòìå òèïà

Ìîíòãîìåðè,

Ui = AUi−1Ci−1 + Ui−1ci−1 + · · ·+ Ui−θ(i)+1ci−θ(i)+1 + Vi−θ(i)ci−θ(i),

äëÿ íåêîòîðûõ Ci, ci ∈ Fns×ns , ãäå Vk = Q(k)(A,B) , è Wi =
∑∆(i)

k=0 Ui−kδk, δk ∈
Fns×ns,∆(i) ≈ δ(i), B = U0 . Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû W T

i B ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë

UT
i B = CT

i−1U
T
i−1AB +

θ(i)−1∑
k=1

cTi−kU
T
i−kB + cTi−θ(i)V

T
i−θ(i)B.

Íà 2 ýòàïå íàøåãî àëãîðèòìà çàìåíèì âåêòîðà Ui èç (6.63) ñîâîêóïíîñòüþ èõ

êîýôôèöèåíòîâ Q̃
(i)
j â áàçèñå AjB , ãäå j = 0, 1, . . . , i . Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì

çàìåíèòü âåêòîðà Wi è X . Îáîçíà÷èâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû X êàê

Xi , íà 3 ýòàïå íàøåãî àëãîðèòìà ïîëó÷èì

X =

j0∑
j=0

AjBXj, j0 ≈
N

ns
,

èç áëî÷íûõ âåêòîðîâ AjB , êîòîðûå ìû äîëæíû âû÷èñëèòü âî âòîðîé ðàç.

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà j0 ≤
2N
ns .

Îöåíêà âðåìåíè äëÿ 1 è 3 ýòàïà òàêîãî àëãîðèòìà ïðèìåðíî òàêàÿ æå,

êàê â àëãîðèòìå Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà. Ýòè ýòàïû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû

íà s íåñâÿçàííûúõ êëàñòåðàõ, èìåþùèõ äîñòàòî÷íóþ îïðàòèâíóþ ïàìÿòü äëÿ

õðàíåíèÿ ìàòðèöû A .
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Âðåìÿ ðàáîòû 2-ãî ýòàïà íàøåãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî

îöåíåíî ÷èñëîì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî ôîðìóëå:

O(

N
ns∑
i=1

i · ns · ns · s) = O(N 2s). (6.66)

Ýòè âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ áåç ðåêóðñèè è óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ

ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè áëîêîâ èç Fins×ns ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç Fns×ns , óìíîæåíèÿ áëîêîâ èç Fins×ns äðóã íà äðóãà è íåêîòîðûå äðóãèå

ñðàâíèòåëüíî áîëåå áûñòðûå îïåðàöèè, òàêèå êàê ïðîèçâåäåíèÿ è ñóììû

ìàòðèö èç Fns×ns . Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, êîíñòàíòà

â ôîðìóëå (6.66) íåâåëèêà (ïðèìåðíî 5), è ïðè ïîìîùè íå î÷åíü ñëîæíîãî

ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñ íåáîëüøîé êîììóòàöèåé ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âðåìÿ,

ñîâïàäàþùåå ñ (6.66), äåë¼ííûì íà ÷èñëî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, êîòîðûå èìåþò

îáùóþ îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü îáú¼ìîì, óêàçàííûì â îöåíêå, ïîëó÷åííîé âûøå. Êàê

áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ

óçëîâ äëÿ 1 è 3 ýòàïà ðàâíÿåòñÿ O(s2) , ãäå s = O(N
1
3 ) . Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî

êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ íà 2 ýòàïå äåëàåò âðåìÿ åãî ðàáîòû ðàâíûì

âðåìåíè ðàáîòû 1 è 3 ýòàïîâ.

Ñâÿçü ìåæäó ïðèáëèæåíèÿìè ðÿäîâ ïî ïîëîæèòåëüíûì

è îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé

Â äàííîì ïîäðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà àëãîðèòìà Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç

ïðèáëèæåíèé ôîðìàëüíîãî ðÿäà, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ â ýòîì àëãîðèòìå â

øàãàõ ñ íå÷¼òíûì íîìåðîì, ïîñòðîåí îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà. Ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùèå ýòè ñâîéñòâà. Ýòè

ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [80]

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
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óðàâíåíèé íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ, ÷àùå âñåãî, èñïîëüçóþòñÿ áëî÷íûå

àëãîðèòìû Ìîíòãîìåðè è Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå

ìåæäó íèìè â òîì, ÷òî àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèò

è îðòîãîíàëèçóåò ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà, îäíîâðåìåííî, âûïèñûâàÿ â í¼ì

êîîðäèíàòû âåêòîðà, îáðàç êîòîðîãî, ïðè äåéñòâèè ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåìîé

ñèñòåìû, îðòîãîíàëåí âñåìó ïðîñòðàíñòâó Êðûëîâà. Àëãîðèòì Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà ñòðîèò ôàêòè÷åñêè òàêîé æå âåêòîð â âèäå êîîðäèíàò ïðèáëèæåíèÿ

íåêîòîðîãî ðÿäà ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé.

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ âåðñèÿ ýòîãî àëãîðèòìà áûëà óñêîðåíà

â ðàáîòå Òîìý [161] öåíîé óâåëè÷åíèÿ îáú¼ìà èñïîëüçóåìîé îïåðàòèâíîé

ïàìÿòè, ÷òî íà ïðàêòèêå (ñì. [162]) ñêîâûâàåò âîçìîæíîñòè âûáîðà ïàðàìåòðîâ,

îáåñïå÷èâàþùèõ áûñòðåéøåå âûïîëíåíèå âñåãî àëãîðèòìà.

Â äàííîì ðàçäåëå âûÿâëåíû íåêîòîðûå îáùèå ïðèíöèïû, íà êîòîðûõ ðàáîòàþò

àëãîðèòìû Ìîíòãîìåðè è Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ýòî

ïîìîæåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåèìóùåñòâàìè êàæäîãî èç íèõ.

Çàìåòèì, ÷òî â àëãîðèòìå Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà, òàêæå êàê è â àëãîðèòìàõ

Ëàíöîøà è Ìîíòãîìåðè, ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå

Êðûëîâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà ñíèçó

[147] íà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ýòèì àëãîðèòìîì ðàâíà 1 − (1 −
0, 03)n

′
. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû gi (ñì. ïðèëîæåíèå) ðåøåíèÿ

â ïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà, èùóòñÿ â øàãå 3 êàê êîýôôèöèåíòû íåêîòîðîãî

äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ ðÿäà ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì íåêîòîðîé

ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé. Èõ ìîæíî èñêàòü, ïîñëåäîâàòåëüíî íàðàùèâàÿ ïîðÿäîê

ïðèáëèæåíèÿ, êàê ýòî ñäåëàíî Êîïïåðñìèòîì â ðàáîòå [146], èëè ïðè ïîìîùè

ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèáëèæåíèé ñ ïîðÿäêàìè, ðàâíûìè

ñòåïåíÿì äâîéêè, êàê ïðåäëàãàåòñÿ â ðàáîòàõ [148, 157]. Îòìåòèì, ÷òî â

ýòèõ ðàáîòàõ ñòðîèòñÿ áàçèñ âñåõ ïðèáëèæåíèé ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷åñêè

áîëåå áûñòðîãî àëãîðèòìà ñ êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé O(Nlog2NloglogN) , ïðîòèâ
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O(N 2) ó Êîïïåðñìèòà. Îäíàêî êîíñòàíòà â O â ïåðâîé îöåíêå äîñòàòî÷íî

áîëüøàÿ, êðîìå òîãî, îíà ïëîõî çàâèñèò îò òàê íàçûâàåìîãî áëî÷íîãî ôàêòîðà,

óñêîðÿþùåãî âåñü àëãîðèòì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ

ïîñòàíîâêè ïîñëåäíåãî ðåêîðäà ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë RSA íà ìíîæèòåëè (12 äåêàáðÿ

2009 ãîäà ðàçëîæåíî ÷èñëî RSA-768, ñîäåðæàùåå 232 äåñÿòè÷íûå öèôðû èëè 768

áèò) áûëà âçÿòà [161] àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà êàê â èñõîäíîé âåðñèè Êîïïåðñìèòà,

íî ñòðîÿùàÿ òîëüêî ¾õîðîøèå¿ ïðèáëèæåíèÿ, ñòåïåíè êîòîðûõ ðàâíû ñòåïåíÿì

äâîéêè. Ñëàáûì çâåíîì îáîèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ïëîõî ïàðàëëåëèçóåìîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ [146, 149],

êîòîðûé, êðîìå ýòîãî, òðåáóåò óâåëè÷åíèÿ èñïîëüçóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü n′ = m′ = n .

Åù¼ îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âî âñåõ ýòèõ àëãîðèòìàõ äâàæäû

ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîÿòñÿ áëîêè AiY, i = 0, . . . ,≈ 2N
n , â òî âðåìÿ êàê óìíîæåíèå

íà ìàòðèöó A - íàèáîëåå òðóäî¼ìêàÿ îïåðàöèÿ.

Áëî÷íûé ôàêòîð

Ïðèìåíåíèå áëî÷íîãî ôàêòîðà, òî åñòü çàìåíû n íà n1 = ns , äëÿ àëãîðèòìîâ

òèïà Âèäåìåíà-Êîïïåðñìèòà âåñüìà ýôôåêòèâíî, òàê êàê ïîçâîëÿåò ïðè ïîìîùè

ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ â s ðàç óìåíüøèòü âðåìÿ íà ïðîèçâîäñòâî øàãîâ 2 è 4 (ñì.

Ïðèëîæåíèå).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ,

ïðèìåíÿâøèéñÿ ïðè ïîñòàíîâêå ïîñëåäíåãî ðåêîðäà, ïîòðåáîâàë äîïîëíèòåëüíîãî,

ïî ñðàâíåíèþ ñ îðèãèíàëüíîé âåðñèåé Êîïïåðñìèòà, îáú¼ìà îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

(âñåãî îêîëî 1ÒÂ ïðè s = 8 ). Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

èñïîëüçóåìîãî êëàñòåðà íå ïîçâîëèëè âçÿòü áîëüøåå çíà÷åíèå áëî÷íîãî ôàêòîðà

äëÿ óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû â öåëîì.

Áûñòðûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ñòðîÿò

ïðèáëèæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå íóæíûì ñâîéñòâàì (íàïðèìåð, íåâûðîæäåíû
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â íåêîòîðîì ñìûñëå), ê ôîðìàëüíûì ðÿäàì ðåêóðñèâíî [161, 148, 157]. Ñóòü

èõ â ñëåäóþùåì: Ïóñòü èìååòñÿ ïðèáëèæåíèå G1(λ) ∈ Fm×m[λ] ïîðÿäêà d ê

ôîðìàëüíîìó ðÿäó α(λ) ∈ Fl×m[[λ]] :

α(λ)G1(λ) = O(λd).

Ïóñòü òàêæå ïîñòðîåíî ïðèáëèæåíèå G2 ïîðÿäêà d ê ðÿäó α(λ)G1(λ)
λd

è îáà ýòè ïðèáëèæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì íóæíûì äëÿ àëãîðèòìà

ñâîéñòâàì. Òîãäà, â ðÿäå ñëó÷àåâ, óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

G1 · G2 , ÿâëÿþùååñÿ, î÷åâèäíî, ïðèáëèæåíèåì ïîðÿäêà 2d óäîâëåòâîðÿåò òåì

æå ñâîéñòâàì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøîãî ïîðÿäêà 2k ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ äâóõ ïðèáëèæåíèé ïîðÿäêà 2k−1 è

óìíîæåíèþ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ. Ñòåïåíè ýòèõ ïîëèíîìîâ, â ðàññìàòðèâàåìûõ

ðàñëó÷àÿõ, íå ïðåâîñõîäÿò ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ è, â ñðåäíåì

ïî ñòîëáöàì, ðàâíû åãî ïîëîâèíå (ñì. íàïðèìåð [146]). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû G2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòðèöà G1 óæå áûëà âû÷èñëåíà,

ïîýòîìó äàííûå âû÷èñëåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïîðÿäêà 2k ýòèì àëãîðèòìîì íàì ïðèä¼òñÿ âû÷èñëèòü

2i ïðèáëèæåíèé ïîðÿäêà 2k−i , i = 0, 1, . . . , k . Îáùåå ÷èñëî íåîáõîäèìûõ

ïðèáëèæåíèé ñòàíîâèòñÿ â äâà ðàçà áîëüøå èõ ÷èñëà ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì

ïîñòðîåíèè, îäíàêî íåïîñðåäñòâåííî ñòðîÿòñÿ òîëüêî 2k ïðèáëèæåíèé ïåðâîé

ñòåïåíè. Ïîñòðîåíèå êàæäîãî èç îñòàëüíûõ ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óìíîæåíèþ

ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ, ïðè ýòîì, îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé â ïîëå êîýôôèöèåíòîâ

ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(2k · kc) , ãäå c -

íåêîòîðàÿ íåáîëüøàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Îäíàêî äëÿ ðàáîòû ñ ìàòðè÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè âûñîêîé ñòåïåíè

òðåáóåòñÿ áîëüøàÿ îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü, êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò

èç-çà íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ

ïîëèíîìîâ íà îäíîì êëàñòåðå, ÷òî ñòàíîâèòñÿ êðèòè÷åñêèì äëÿ ñîâðåìåííîé
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òåõíèêè. Ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ðîñò âûðàæàåòñÿ â íåêîòîðîì ëîãàðèôìè÷åñêîì

ìíîæèòåëå ê îáú¼ìó îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé äëÿ õðàíåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòîãî íåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

àëãîðèòìîâ. Ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ íåñêîëüêî âûøå è ñîñòàâëÿåò O(22k) ,

îäíàêî, êàê óêàçàë Êîïïåðñìèò [146], ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñóùåñòâåííûì,

ïîñêîëüêó ãëàâíûé ÷ëåí â îöåíêå âðåìåíè ñâÿçàí íå ñ ýòèìè âû÷èñëåíèÿìè, à ñ

ïîñòðîåíèåì ñàìîãî ðÿäà α . Êàê ìû óêàçûâàëè âûøå, â àëãîðèòìå Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà ïðèõîäèòñÿ ôàêòè÷åñêè äâàæäû âû÷èñëÿòü ýòîò ðÿä. Â äàííîì

ðàçäåëå ïðåäëîæåíà ýêîíîìèÿ â ýòîì ìåñòå çà ñ÷¼ò óêàçàííîãî óâåëè÷åíèÿ

êîëè÷åñòâà îïåðàöèé íà èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ

ïðèáëèæåíèé.

Ñâÿçü ìåæäó ïðèáëèæåíèÿìè ðÿäîâ, çåðêàëî

Ïóñòü

α(λ) =
∞∑
i=0

αiλ
i ∈ Fn×n[[λ]].

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå "òî÷êà"(èíîãäà íàçûâàþò "çåðêàëî"), êîòîðîå

äåéñòâóåò íà ôîðìàëüíûå ðÿäû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α̇(λ) = α(λ−1),

à íà ìíîãî÷ëåíû ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè t òàê (ñì. òàêæå îïåðàöèþ rev â [146]):

Q̇ = Q̇(λ) = λtQ(λ−1).

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèÿ òèïà Ïàäå ê ðÿäó ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì:

α(λ)Q(t)(λ) + P (t)(λ) =
∞∑

i=2t+1

ρ
(t)
i λ

i,

Q(t)(λ) ∈ Fn×2n[λ], P (t)(λ) ∈ Fn×2n[λ], degQ(t), P (t) ≤ t.
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Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ([148, 157]) ïðèíÿòû íåñêîëüêî äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ:

(α(λ)∥In)

(
Q(t)

P (t)

)
= O(λ2t+1) (6.67)

( In - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n ), ÷òî áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ord+G(t) ≥ 2t+1,

ãäå

G(t) =

(
Q(t)

P (t)

)
(6.68)

Ìàòðèöó Q(t) áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé ÷àñòüþ G(t) .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî Q̇(t), Ṗ (t) áóäóò ìàòðè÷íûìè ïðèáëèæåíèÿìè òèïà Ïàäå

ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðÿäó ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé:

α̇(λ)Q̇(t)(λ) + Ṗ (t)(λ) =
∞∑

i=t+1

ρ
(t)
i λ

−i,

èëè

(α̇(λ)∥In)

(
Q̇(t)

Ṗ (t)

)
= O(λ−(t+1)), (6.69)

÷òî áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ord−Ġ(t) ≥ t+ 1, ãäå

Ġ(t) =

(
Q̇(t)

Ṗ (t).

)
. (6.70)

Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ïîäõîäÿùåãî

ðàçìåðà: degG = degĠ , ˙̇G = G , ord+Ġ = ord−G + degG , èëè ord+Ġ −
2degĠ = ord−G− degG = c(G) . Çíà÷èò, ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè

"òî÷êà"ïåðåõîäÿò â ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå, à ñâîéñòâî c(G) ≥ 1 ÿâëÿåòñÿ äëÿ íèõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

Îòìåòèì çäåñü äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî åñëè
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α̇(λ)Q̃(t)(λ) + P̃ (t)(λ) =
∞∑

i=t+1−δ

ρ̃
(t)
i λ

−i, δ ∈ {0, 1, . . . t}, degQ̃(t), P̃ (t) = t,

òî

α(λ) ˙̃Q(t)(λ) + ˙̃P (t)(λ) =
∞∑

i=2t+1−δ

ρ̃
(t)
i λ

i,

èëè

ord+ ˙̃G(t) = ord+

( ˙̃Q(t)

˙̃P (t)

)
≥ 2t+ 1− δ (6.71)

Ïðè ýòîì, åñëè ïðè 2t ≥ δ ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà ˙̃Q(t) ðàâåí íóëþ, òî è

ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà ˙̃P (t) òîæå ðàâåí íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ord+λδ ˙̃G(t)(λ) ≥ 2t + 1, è δ ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ

ýòîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíû íóëþ. Ïðèáëèæåíèÿ, îáëàäàþùèå ýòèìè

ñâîéñòâàìè, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íàä F[λ] .
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìû ðàññìàòðèâàåì â äàííîé ðàáîòå òîëüêî ñèììåòðè÷íûé

ñëó÷àé: A = AT .

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Q(λ) =
∑degQ

i=0 λiQi ∈ Fn×2n[λ] ,

ìàòðèöû A ∈ FN×N è íà÷àëüíîãî áëîêà B ∈ FN×2n áëîêè âåêòîðîâ Q(A,B)− è

Q(A,B)+ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

Q(A,B)− =

degQ∑
i=0

AiBQi, (6.72)

Q(A,B)+ =

degQ∑
i=0

AdegQ−iBQi = Q̇(A,B)−. (6.73)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåí Q , êàê ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

degQ+ 1 ñ íóëåâûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, òî îïðåäåëÿåìûé áëîê ïîëó÷èòñÿ
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èç ïðåäûäóùåãî óìíîæåíèåì ñëåâà íà A , òî åñòü äàííîå îïðåäåëåíèå çàâèñèò

îò ôîðìàëüíîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà, ïîä êîòîðîé ìû â äàëüíåéøåì, åñëè ýòî íå

ÿñíî ïî óìîë÷àíèþ, áóäåì ïîíèìàòü ñòåïåíü íåíóëåâîãî ìîíîìà ìàêñèìàëüíîé

ñòåïåíè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà, äîáàâëÿÿ, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ

ìíîãî÷ëåíà êàê ìíîãî÷ëåíà áîëüøåé ñòåïåíè, ÿâíî óêàçàííûå íóëåâûå ìîíîìû

áîëüøèõ ñòåïåíåé. Ôîðìóëà (6.72) óæå ðàññìàòðèâàëàñü âûøå [72].

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè B ∈ FN×n, Q(i)(λ) ∈ Fn×n[λ], degQ(i)(λ) = i , è

ñâîáîäíûå ÷ëåíû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè, òî

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä F :

⟨AiB, i = 0, . . . , t⟩ = ⟨Q(i)(A,B)+, i = 0, . . . , t⟩.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (Q1, Q2)
+ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ

Q1(λ), Q2(λ) ∈ Fn×2n[λ] êàê êîýôôèöèåíò ïðè λdegQ1+degQ2+1 â ðÿäå

QT
1 (λ)α(λ)Q2(λ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè

λ−1 â ðÿäå

Q̇T
1 (λ)α̇(λ)Q̇2(λ),

òî åñòü ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (Q̇1, Q̇2)
− , îïðåäåë¼ííûì â [72] è ëèíåéíûì

ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå "òî÷êà"ñîõðàíÿåò

ïðîèçâåäåíèå:

˙(Q1Q2) = Q̇1Q̇2,

è

˙(Q1 +Q2) = Q̇1 ⊕ Q̇2,
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ãäå ⊕ îçíà÷àåò ñëîæåíèå ïîëèíîìîâ ïóò¼ì ñëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè

ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ, çàòåì ïðè ñòåïåíÿõ íà åäèíèöó ìåíüøèõ è òàê äàëåå

ñ ïðèñâîåíèåì ôîðìàëüíîé ñòåïåíè ñóììû ìàêñèìóìà ôîðìàëüíûõ ñòåïåíåé

ñëàãàåìûõ. Ïîýòîìó, â ñèëó (6.73) îïðåäåë¼ííîå íàìè (Q1, Q2)
+ áóäåò ëèíåéíûì

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕ . Ïîñêîëüêó, êàê áûëî äîêàçàíî â [72]

(Q̇1(λ), Q̇2(λ))
− = (Q̇1(A,B)−)TAQ̇2(A,B)−,

òî

(Q1(λ), Q2(λ))
+ = (Q̇1(λ), Q̇2(λ))

− = (Q̇1(A,B)−)TAQ̇2(A,B)−

= (Q1(A,B)+)TAQ2(A,B)+.

Ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì

Ïîêàæåì, êàê ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ

ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ðåøåíèå ðàçðåæåííîé ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè [146]. Â ðàáîòå [146]

ïðèáëèæåíèÿ G(i)(λ) ∈ F2n×2n[λ] ðÿäà (α(λ) ∥ In) ∈ Fn×2n[[λ]] ñòðîÿòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ñòîëáöû ìàòðèöû

G(1)(λ) =

(
In On

α0 λIn

)
, (6.74)

î÷åâèäíî, îáðàçóþò áàçèñ ïðèáëèæåíèé ïîðÿäêà îäèí. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i :

(α(λ) ∥ In)G(i)(λ) = Ciλ
i(1 +O(λ)), Ci ∈ Fn×2n. (6.75)

è ñòîëáöû ìàòðèöû G(i)(λ) îáðàçóþò áàçèñ âñåõ ïðèáëèæåíèé ïîðÿäêà i .

Âûáèðàåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà τi ∈ F2n×2n , ïðè êîòîðîé Ciτi èìååò

íèæíåòðåóãîëüíûé âèä, à ÷èñëî íóëåâûõ ñòîëáöîâ â íåé îáîçíà÷èì ni . Òîãäà
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G(i+1)(λ) = G(i)(λ)τi

(
λI2n−ni

O

O Ini

)
. (6.76)

Ïîñêîëüêó ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïðèáëèæåíèé ïîðÿäêà i + 1 âëîæåíî

â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ïðèáëèæåíèé ïîðÿäêà i , ïîðîæä¼ííîå ñòîëáöàìè

G(i)(λ)τi , òî èç (6.75) ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû G(i+1)(λ) îáðàçóþò áàçèñ ïðèáëèæåíèé

ïîðÿäêà i+ 1 .

Åñëè îáîçíà÷èòü

G(i)(λ) =

(
Q(i)(λ)

P (i)(λ)

)
, Q(i)(λ), P (i)(λ) ∈ Fn×2n[λ], (6.77)

òî ïî ïîñòðîåíèþ degQ(i)(λ) ≤ i− 1 è

Q(i+1)(λ) = λQ(i)(λ)τi1 +Q(i)(λ)τi2 = λQ(i)(λ)τi1 ⊕ (Q(i)(λ)τi2 +O2nλ
degQ(i)+1),

äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö τi1, τi2 ∈ F2n×2n , ãäå O2n ∈ Fn×2n - íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Ïîýòîìó

Q(i+1)(A,B)+ = Q(i)(A,B)+τi1 + AQ(i)(A,B)+τi2.

Ïîñêîëüêó degQ(i)(λ) = i− 1 , òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(Q(1)(A,B)+)TAQ(i+1)(A,B)+ = (Q(1)(λ), Q(i+1)(λ))+ = Q
(1)
0

T
Ci+1 =

(
Ci+1

On

)
(6.78)

ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñàì êîýôôèöèåíò Ci+1 , à

òàêæå

Q(i+1)(A,B)+, AQ(i+1)(A,B)+, . . . , Ak−1Q(i+1)(A,B)+

íåïîñðåäñòâåííî èç áëîêîâ

Q(i)(A,B)+, AQ(i)(A,B)+, A2Q(i)(A,B)+, . . . , AkQ(i)(A,B)+,
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íå èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäà α(λ) , êîòîðûå â äàííîé âåðñèè âû÷èñëÿòü íå

íóæíî. Òàêèì îáðàçîì â øàãå àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíî óìíîæåíèå

íà ìàòðèöó A áëîêà Ak−1Q(i+1)(A,B)+ ∈ FN×2n äëÿ ïîëó÷åíèÿ î÷åðåäíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëîêîâ Q(i+1)(A,B)+, AQ(i+1)(A,B)+, . . . , AkQ(i+1)(A,B)+ .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà â âèäå îïèñàííûõ âûøå áëîêîâ

íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé

˜̃G
(r)

(λ) =

 ˜̃Q
(r)

(λ)

˜̃P
(r)

(λ)

 ∈ F2n×n[λ], deg ˜̃G
(r)

= r, r = 0, 1, . . . ,≈ N

n
, (6.79)

âåðõíÿÿ ÷àñòü ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.

Äëÿ ýòîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèÿ G(2r+1)(λ) , ïîñòðîåííûå â øàãàõ ñ

íå÷¼òíûìè íîìåðàìè, ñ êîòîðûìè áóäåì äåëàòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

Ïóñòü d(j, 2r + 1) � ñòåïåíü j -îãî ñòîëáöà G(2r+1)(λ) êàê ìàòðè÷íîãî

ìíîãî÷ëåíà.

Èòåðàöèÿ 1: Ðàññìîòðèì ñòîëáöû, ñòåïåíè êîòîðûõ d(j, 2r + 1) ≤ r . Åñëè

âåðõíèå ÷àñòè èõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îáðàçóþò ìàòðèöó ðàíãà n , òî ˜̃G(r)(λ) ìîæíî

ñîñòàâèòü èç òåõ èç íèõ, âåðõíèå ÷àñòè ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ êîòîðûõ ëèíåéíî

íåçàâèñèìû.

Èòåðàöèÿ 2: Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàä

F[λ] , îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ, ñòîëáöîâ ñ d(j, 2r + 1) ≤ r + 1 , âåðõíèå

÷àñòè ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ êîòîðûõ íóëåâûå. Ïîñêîëüêó ýòè ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ

ïðèáëèæåíèÿìè, èõ ñâîáîäíûå ÷ëåíû ïîëíîñòüþ íóëåâûå. Â ýòî ïðîñòðàíñòâî

âîéäóò óìíîæåííûå íà λ ñòîëáöû, âûáðàííûå íà ïåðâîì øàãå. Åñëè îíè

íå ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì âñåãî ðàcñìàòðèâàåìîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, âûáåðåì â í¼ì

ñòîëáöû, îáðàçóþùèå áàçèñ äîïîëíåíèÿ. Ðàçäåëèâ ýòè ñòîëáöû íà λ , ïîëó÷èì

ñòîëáöû ñòåïåíè r , ïîðÿäêà 2r . Äîïîëíèì èìè ñòîëáöû, âûáðàííûå íà 1 øàãå.

Åñëè ÷èñëî âûáðàííûõ ñòîëáöîâ ðàâíî n , ìû íàøëè ˜̃G
(r)

(λ) .

Èòåðàöèÿ 3: Åñëè íà âòîðîì øàãå íàáðàòü íóæíûå ñòîëáöû íå óäàëîñü,
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àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåì ñòîëáöû ñ óñëîâèåì d(j, 2r + 1) ≤ r + 2 è âåðõíèìè

÷àñòÿìè äâóõ ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ, ðàâíûìè íóëþ, è ò.ä.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî íåîáõîäèìûõ èòåðàöèé v(r) è ðàññìîòðèì åãî êàê ñëó÷àéíóþ

âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ îò ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåìûõ çäåñü

ïðèáëèæåíèé, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Òåîðåìà 6.9. Ìàòîæèäàíèå v(r) ≤ 1, 76 . Ïðè log2
N
n > 10 ñ âåðîÿòíîñòüþ

0,99 maxs v(s) ≤ 4 log2
N
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [72] áûëî ïîêàçàíî, êàê ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ

Q̃(s)(λ) ∈ Fn×n[λ], degQ̃(s) = s ñ íåâûðîæäåííûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè

Q̃
(s)
s ê ðÿäó α̇(λ) =

∑∞
i=0 αiλ

−i òàê, ÷òîáû

α̇(λ)Q̃(s)(λ)− P̃ (s)(λ) =
∞∑

i=s+1−δ(s)

α̃
(s)
i λ−i, (6.80)

äëÿ íåêîòîðîãî P̃ (s)(λ) ∈ Fn×n[λ], degP̃ (s) = s . Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ δ(s) .

Ïðè ýòîì íåíóëåâûå ñòîëáöû â ìàòðèöàõ α̃
(s)
s+1−l, l > 0 ðàñïîëîæåíû ñïðàâà, à èõ

÷èñëî u(s)(l) íå âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì l .

Èìååì

α(λ) ˙̃Q(s)(λ)− ˙̃P (s)(λ) =
∞∑

i=2s+1−δ(s)

α̃
(s)
i λi. (6.81)

Îáîçíà÷èì

˙̃G
(r)

=

 ˙̃Q
(r)

˙̃P
(r)

 . (6.82)

Ýòîò ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí èìååò íåâûðîæäåííóþ âåðõíþþ ÷àñòü ñâîáîäíîãî

÷ëåíà è ìîæåò áûòü âçÿò â êà÷åñòâå ˜̃G
(r)

. Îäíàêî øàãè 1-3 íåïîñðåäñòâåííî ñòðîÿò

ïîäîáíûé ìíîãî÷ëåí ñ çàâåäîìî íå áîëüøèì çíà÷åíèåì δ(r) .
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Ñòîëáöû ìíîãî÷ëåíîâ λ ˙̃G(r)(λ) , íàõîäÿùèåñÿ íà ïîçèöèÿõ

u(r)(2) + 1, . . . , u(r)(1), (6.83)

ñ÷èòàÿ ñïðàâà, áóäóò ëåæàòü â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îïèñàííûõ â øàãå 2.

Ïîýòîìó, â ñëó÷àå δ(r) = 1 , èìååì: u(r)(2) = 0 , è âåðõíèå ÷àñòè ñòîëáöîâ

ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà ˙̃G(r)(λ) íà ïîçèöèÿõ (6.83) äîïîëíÿþò âåðõíèå ÷àñòè

ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñòîëáöîâ, âûáðàííûõ íà 1 øàãå äî ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà n ,

òàê êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F ñòîëáöîâ, âûáðàííûõ íà ïåðâîì øàãå â

ýòîì ñëó÷àå, ñîäåðæèò ñòîëáöû ìíîãî÷ëåíà ˙̃G(r)(λ) , íàõîäÿùèåñÿ íà ïîçèöèÿõ

u(r)(1) + 1, . . . , n , ñ÷èòàÿ ñïðàâà.

Ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöû, íàõîäÿùèåñÿ íà ïîçèöèÿõ u(r)(3) + 1, . . . , u(r)(2), â

ìíîãî÷ëåíå λ2 ˙̃G(r)(λ) íàõîäÿòñÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñàííîì â øàãå

3, è òàê äàëåå. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà

ñòðîèò ìàòðè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ, ñòîëáöû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì íàä F[λ] ,
îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ, âñåõ ïðèáëèæåíèé äàííîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó

ðàññìàòðèâàåìûå îáðàçû ìîãóò áûòü âûáðàíû â øàãàõ 2 è 3. Òåì ñàìûì,

÷èñëî èòåðàöèé v(r) , ïîäîáíûõ øàãàì 2 è 3 äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ñ

íåâûðîæäåííûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, íå ïðåâîñõîäèò δ(r) .

Êàê áûëî âû÷èñëåíî â [152], ïðè log2
N
n > 10 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,99, maxs δ(s) ≤

4 log2
N
n , â òî âðåìÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå δ(s) íå ïðåâîñõîäèò 1,76.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáùåå ÷èñëî øàãîâ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé â íàøåì àëãîðèòìå ïðèìåðíî

ðàâíî 2N
n . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà áóäåò èñïîëüçîâàíà ïîëîâèíà

èç íèõ.

Ïîñòðîåííûå ˜̃Q(i)(λ) èìåþò ñòåïåíü i è íåâûðîæäåííûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû.

Ïîðÿäîê èõ áóäåò ìåíüøå, ÷åì 2i+ 1 íà ÷èñëî δ′(i) ≤ δ(i) :
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α(λ) ˜̃Q(i)(λ)− ˜̃P (i)(λ) =
∞∑

l=2i+1−δ′(l)

˜̃α
(i)
l λ

l, (6.84)

Ïîýòîìó, ïðè j < i− δ′(i) ,

( ˜̃Q(j)(A,B)+)TA ˜̃Q(i)(A,B)+ = 0,

à ïðè i− δ′(i) ≤ j ≤ i :

( ˜̃Q(j)(A,B)+)TA ˜̃Q(i)(A,B)+ = ( ˜̃Q(j)(λ), ˜̃Q(i)(λ))+ =
∑

k+l=j+i+1

˜̃Q
(j)T
k

˜̃α
(i)
l , (6.85)

ãäå ˜̃Q(j)(λ) =
∑j

l=0
˜̃Q
(j)
l λl , è ñóììà ñïðàâà â (6.85) ñîäåðæèò íå áîëåå δ′(l) + 1

ñëàãàåìûõ.

Ïî ïîñòðîåíèþ ˜̃Q(r)(λ) = Q(2r+1)(λ)(τr0+
1
λτr1+ · · ·+ 1

λδ′(r)τrδ′(r)) äëÿ íåêîòîðûõ

τri ∈ F2n×2n . Ïîýòîìó

˜̃Q(r)(A,B)+ =

δ′(r)∑
i=0

AiQ(2r+1)(A,B)+τri,

è ïðè k = maxi δ
′(i) ìû, èñïîëüçóÿ èìåþùóþñÿ íà êàæäîì øàãå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q(2r+1)(A,B)+, AQ(2r+1)(A,B)+, . . . , AkQ(2r+1)(A,B)+ ,

ìîæåì âû÷èñëèòü ˜̃Q(r)(A,B)+ .

Íåñëîæíàÿ äîîðòîãîíàëèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïîñòðîåíèþ A

îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà Wi ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà îäíîâðåìåííî ñ î÷åðåäíûì

ñëàãàåìûì â ñóììå:

X =

≈N
n∑

i=0

Wi(W
T
i AWi)

−1W T
i B, (6.86)

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ðåøåíèå ñèñòåìû ñòðîèòñÿ òàêæå, êàê â àëãîðèòìå

Ìîíòãîìåðè [145].
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Äîîðòîãîíàëèçàöèÿ òðåáóåò âðåìåííîãî õðàíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ áëîêîâ

ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà, íå îðòîãîíàëüíûõ äðóã äðóãó, è âû÷èñëåíèÿ èõ ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé. ×èñëî ýòèõ áëîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé δ′(s) ≤ δ(s) . Åñëè

îãðàíè÷èòüñÿ õðàíåíèåì â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ëèøü k ≈ 7 ïîñëåäîâàòåëüíûõ

áëîêîâ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà, à ïðåäûäóùèå O(lnN) õðàíèòü â äîëãîâðåìåííîé

ïàìÿòè íà æ¼ñòêîì äèñêå, òî, ââèäó ðåäêîãî
(
≈ N

2k

)
ê íåé îáðàùåíèÿ, îíî íå

ïîâëèÿåò íà ñêîðîñòü ðàáîòû âñåãî àëãîðèòìà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, åñòü âñå îñíîâàíèÿ

ïîëàãàòü, ÷òî ðåàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû íàøåãî àëãîðèòìà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå: øàã

3 íå íóæåí, à èíîãäà íå íóæåí è øàã 2.

Ãðóáàÿ îöåíêà ñíèçó òðåáóåìîãî îáú¼ìà èñïîëüçóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

äà¼ò

max
s
δ(s) ·Nn = O(nNlnN),

÷òî ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàåò ñ òðåáîâàíèèÿìè äëÿ àëãîðèòìà Òîìý [161]. Îäíàêî,

åñëè δ(s) ∈ {0, 1} , ýòè òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâåííî ñíèæàþòñÿ.
Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì

Êîýôôèöèåíòû Ci â øàãå àëãîðèòìà ìîæíî ñòðîèòü, êàê â [146], ïðè ïîìîùè

ñâ¼ðòêè ïîëèíîìà G(i) è ðÿäà α . Ââèäó ôîðìóë (6.85), äîîðòîãîíàëèçàöèþ òîæå

ìîæíî ïðîâîäèòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ˜̃Q(i)(λ) , à ˜̃α
(i)
l (λ) ñòðîèòü ïðè ïîìîùè ñâ¼ðòîê

ñ ðÿäîì α . Â ðåçóëüòàòå, áóäåì ïîëó÷àòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà Wi â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ Wi(λ) , äëÿ êîòîðûõ Wi = Wi(A,B)+ .

Ïîýòîìó ôîðìóëà (6.86) äàñò X(λ), degX ≈ N
n , òàêîé, ÷òî X = X(A,B)+ ,

êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîâòîðíîãî ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì áëî÷íîãî ôàêòîðà ýëåìåíòîâ AiB, i = 0, 1, . . . ,≈ N
n .

Êîììåíòàðèè

Ïðåäëîæåííûé â ýòîì ïàðàãðàôå ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì, ïî ñóùåñòâó,

âûïîëíÿåò òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè [145]. Êîëè÷åñòâî
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óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A â í¼ì âäâîå áîëüøå. Ïðèìåíåíèå òåõíèêè

ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé [146] ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âðåìÿ íà äîîðòîãîíàëèçàöèþ

ïîëó÷àåìûõ áëîêîâ îòíîñèòåëüíî óæå ïîñòðîåííûõ, ñîêðàòèâ èõ ÷èñëî ñ 3 äî

íå áîëåå, ÷åì îäíîãî. Ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì â ýòîì ñëó÷àå ñêîâàíî

íåîáõîäèìîñòüþ ñîáèðàòü íà êàæäîì øàãå ìàòðèöû Ci (6.78).

Îïèñàííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðàáîòàåò ïî ñõåìå àëãîðèòìà Âèäåìàíà-

Êîïïåðñìèòà è ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî óìíîæåíèé íà ìàòðèöó A ïðè

ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ â ïîñëåäíåì øàãå (èñêëþ÷èòü âû÷èñëåíèå f â øàãå 4 (ñì.

Ïðèëîæåíèå)) çà ñ÷¼ò íåêîòîðîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé íà ïîñòðîåíèå

åãî êîîðäèíàò. N
n äâîéíûõ óìíîæåíèé íà A è íà AT , êàê ìû âèäåëè âûøå,

áóäåò ïðîùå 2N
n îäíîêðàòíûõ óìíîæåíèé íà A , à ðåøåíèå áóäåò ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé AiB, i = 0, 1, . . . ,≈ N
n . Êðîìå òîãî, åñëè ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíûå

ïðèáëèæåíèÿ êóñêàìè ñ âû÷èñëåíèåì ÷àñòè êîîðäèíàò ðåøåíèÿ, òî ìîæíî ñîâñåì

îòêàçàòüñÿ îò 3 è 4 øàãîâ, çàïîìèíàÿ òîëüêî êóñîê ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Â ýòîì

ñëó÷àå íå áóäåò íåîáõîäèìîñòè èìåòü áîëüøóþ ïàìÿòü è ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò

èñïîëüçîâàíèÿ êëàñòåðîâ áîëüøîé ìîùíîñòè â ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Åñëè ñðàâíèâàòü òðóäî¼ìêñòü ýòîãî àëãîðèòìà ñ òðóäî¼ìêîñòüþ àëãîðèòìà

Ìîíòãîìåðè, òî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëåâûé ìíîæèòåëü â ôîðìóëå äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (6.78) íå ìåíÿåòñÿ, è, çíà÷èò, ìîæåò

õðàíèòüñÿ íà âû÷èñëèòåëüíîì óçëå, âû÷èñëÿþùåì ïðàâûé ìíîæèòåëü.

Òåì ñàìûì, ýêîíîìèòñÿ âðåìÿ íà ïåðåñûëêè ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé, êîòîðîå èìååò äîìèíèðóþùóþ ðîëü. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ çàìåíåíî íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðîå ïðîùå è

òðåáóåò ìåíüøå îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Êîëè÷åñòâî ñëîæåíèé âåêòîðîâ â êàæäûõ

äâóõ øàãàõ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðèìåðíî â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì â

îäíîì øàãå àëãîðèòìà Ìîíòãîìåðè, èìåþùåãî â äâà ðàçà ìåíüøå øàãîâ. ×èñëî

âåêòîðîâ, êîòîðûå íàäî õðàíèòü, ïðèìåðíî â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå. Àíàëîãè÷íûå

ïîñòðîåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è äëÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ σ -áàçèñà

207



[157]. Êîíå÷íî, ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò âäâîå áîëüøåå ÷èñëî

óìíîæåíèé íà áîëüøóþ ðàçðåæåííóþ ìàòðèöó, ÷åì àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè.

Îäíàêî, ýòè óìíîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â ïðîöåäóðå ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíÿ

êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà, êîòîðàÿ ëåãêî ïàðàëëåëèçóåòñÿ íà âû÷èñëèòåëüíûå

ðåñóðñû, íå ñâÿçàííûå áûñòðûìè êàíàëàìè, òî åñòü ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû

â èíòåðíåòå. Ýòî óäåøåâëÿåò âû÷èñëåíèÿ. Âèäèìî ïîýòîìó ìàòåìàòèêàìè,

ïîñòàâèâøèìè ðåêîðä öåëîé ôàêòîðèçàöèè 12 äåêàáðÿ 2009 ãîäà áûë âûáðàí

àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà, à íå àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè.

Â ïåðñïåêòèâå ýòîò àëãîðèòì ìîæíî äîïîëíèòü ïðîöåäóðîé ñèíõðîíèçàöèè, ÷òî

äàñò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü åù¼ îäèí ïàðàìåòð äëÿ íàñòðîéêè ïðîãðàììû ïîä

êîíêðåòíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñåòü.
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Ãëàâà 7

Ðåøåíèå ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé íàä GF (p)

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ

ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè

ïîëÿìè ñ áîëüøèì ïðîñòûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Àëãîðèòì

ðàçðàáîòàí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ

ðàçíîîáðàçíîé ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðîé è õàðàêòåðèñòèêàìè. Íîâûé ìåòîä

íàñëåäóåò ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ìåòîäà Ëàíöîøà, ïîçâîëÿÿ, îäíàêî, ãèáêî

óïðàâëÿòü ñëîæíîñòüþ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé è êîëè÷åñòâîì îáìåíîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðåäè ìåòîäîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ

áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî

óïîìèíàåìûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ëàíöîøà (ñì., íàïðèìåð [168], [171], [169], [170],

[172], [173], [174], [72], [175], [176]). Ïðîñòîòà àëãîðèòìà � ãëàâíîå äîñòîèíñòâî

ìåòîäà. Îäíàêî ïî ñâîåé ïðèðîäå ìåòîä Ëàíöîøà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

àëãîðèòìîì, íà êàæäîé èòåðàöèè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò áîëüøîé îáìåí äàííûìè

ìåæäó ðàçëè÷íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå áëî÷íûõ âåðñèé àëãîðèòìà Ëàíöîøà

íåñêîëüêî óëó÷øàåò ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì (ñì. íàïðèìåð,
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[176]), íî òàê èëè èíà÷å íå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå

ñèñòåìû ñ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ áîëåå 100 TFlops, ïðè÷åì íåäîñòàòêè âñåõ

ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäà Ëàíöîøà ñòàíîâÿòñÿ òåì áîëåå çàìåòíûìè,

÷åì íèæå ñêîðîñòü îáìåíà äàííûìè â êîììóíèêàöèîííîé ñåòè âû÷èñëèòåëüíîé

ñèñòåìû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ óíèâåðñàëüíîãî

áëî÷íîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ñ áîëüøèì (íà ïðàêòèêå ïîðÿäêà

10150 ) ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Òåðìèí ¾óíèâåðñàëüíûé¿ èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå êàê

çàìåíà âûðàæåíèþ ¾ýôôåêòèâíûé íà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ

ðàçëè÷íîé àðõèòåêòóðîé è õàðàêòåðèñòèêàìè¿. Â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå èìååòñÿ

âîçìîæíîñòü ãèáêî óïðàâëÿòü ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèé è ðàçìåðîì îáìåíèâàåìûõ

äàííûõ. Ïðè ïîñòðîåíèè óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå ìû ñëåäóåì

ðàáîòàì [167], [72], [77].

7.1 A -îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà è ìåòîä

Ëàíöîøà

Ïóñòü A ∈ Fn×n � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, à B ∈ Fn×K � áëîê, ñîñòàâëåííûé èç

K âåêòîðîâ, ñ ýëåìåíòàìè èç ¾áîëüøîãî¿ êîíå÷íîãî ïðîñòîãî ïîëÿ F . Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A è ïðàâîé ÷àñòüþ B

AX = B. (7.1)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7.1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü áëî÷íûé ìåòîä Ëàíöîøà, k+1 -

àÿ èòåðàöèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

1. âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå AQk ìàòðèöû A íà áëîê Qk ∈ Fn×K

2. ïîñòðîèòü íîâûé áëîê íàïðàâëåíèé Qk+1 ∈ Fn×K ïðè ïîìîùè êîðîòêèõ
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ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

Qk+1 = AQk −QkCk −Qk−1Ck−1, (7.2)

ñ ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ Ck è Ck−1 ðàçìåðà K ×K , âû÷èñëÿåìûìè ïî

ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

Ck =
(
QT

kAQk

)−1
QT

kA
2Qk, Ck−1 =

(
QT

k−1AQk−1

)−1
QT

k−1A
2Qk.

Çàìå÷àíèå.Äëÿ áëîêîâ íàïðàâëåíèé Qs ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ A -

îðòîãîíàëüíîñòè (òî åñòü QT
l AQr = 0 äëÿ l ̸= r ) [171]. Êðîìå

òîãî, â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ìàòðèöû âèäà

QT
sAQs, s ∈ {1, . . . , n

K − 1} ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè. Ýòî ñïðàâåäëèâî

ñ âåðîÿòíîñòüþ áëèçêîé ê 1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöû QT
sAQs

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè ñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè ñ

ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ F . Ñïðàâåäëèâîñòü òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ðàçìåð èñõîäíîé

ìàòðèöû ñóùåñòâåííî ìåíüøå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ, è ïîäòâåðæäàåòñÿ

ìíîãî÷èñëåííûìè ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè (ñì. íàïðèìåð, [173], [174]);

3. âû÷èñëåíèå íîâîãî ¾ïðèáëèæåííîãî¿ ðåøåíèÿ Xk+1 â âèäå

Xk+1 =
k+1∑
i=1

Qi

(
QT

i AQi

)−1
QT

i B

= Xk +Qk+1

(
QT

k+1AQk+1

)−1
QT

k+1B.

Èç ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ìàòðèöû QT
sAQs íåâûðîæäåííûå, ñëåäóåò,

÷òî êàæäûé áëîê íàïðàâëåíèé Qs èìååò ïîëíûé ðàíã K (ò.å., ÷òî ñòîëáöû,

îáðàçóþùèå Qs , ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè), à ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà

ñòîëáöîâ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû áëîêè Q1 , Q2 , · · · , Qs , ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé

áîëî÷êîé ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â áëîêè B , AB , · · · , As−1B .
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Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ïîëåé ìåòîä Ëàíöîøà ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé

ëèøü óñëîâíî. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (7.1) òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü

ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà (áëî÷íîå ïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà) ïîëíîé ðàçìåðíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ëàíöîøà � ýòî ñóùåñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà

ïîñòðîåíèÿ A -îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà Q1 , Q2 , · · · , Qn/K ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà

K(A,B)

K(A,B) = Span{B,AB,A2B, · · · , A
n
K−1B}

è îäíîâðåìåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ X â

ïîñòðîåííîì áàçèñå. Êàæäûé íîâûé áëîê íàïðàâëåíèé Qs+1 ìîæåò áûòü

âû÷èñëåí òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíû ïðåäûäóùèå áëîêè Q1 , Q2 , ..., Qs .

Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìà Ëàíöîøà ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî

ðåñóðñ íåçàâèñèìûõ âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûé ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà íà

ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, âåñüìà îãðàíè÷åí. Áîëåå òîãî,

ÿâíîå (íåïîñðåäñòâåííîå) âû÷èñëåíèå âåêòîðîâ íàïðàâëåíèé Qs , êàê ïðàâèëî

(ñì. íàïðèìåð, [176]), ñîïðîâîæäàåòñÿ ñóùåñòâåííûì îáìåíîì äàííûìè ìåæäó

ðàçëè÷íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè, ÷òî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà

íà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ìåäëåííûìè ìåæóçëîâûìè ñâÿçÿìè.

Èäåÿ óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íå âû÷èñëÿòü áëîêè

Qs ÿâíî, à èñïîëüçîâàòü îòðåçêè ñòåïåííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.

Îòíîñèòåëüíî áîëüøîé îáìåí äàííûìè â óíèâåðñàëüíîì àëãîðèòìå áóäåò èìåòü

ìåñòî òîëüêî â íåêîòîðûå ìîìåíòû èíèöèàëèçàöèè íîâûõ îòðåçêîâ ñòåïåííîãî

áàçèñà. ×àñòîòà òàêèõ èíèöèàëèçàöèé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà. Èìåííî

âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü ðàçìåðîì îáìåíèâàåìûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé

îñîáåííîñòüþ íîâîãî àëãîðèòìà.
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7.2 A -îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà è

ìàòðè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä êîíñòðóêöèé, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ìàòðè÷íûìè

ïðèáëèæåíèÿìè Ïàäå íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî ðÿäà è A -îðòîãîíàëüíûìè

áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà K(A,B) .

Èòàê, ïóñòü α(x) � ôîðìàëüíûé ìàòðè÷íûé ðÿä

α(x) =
∞∑
i=0

αix
−i, (7.3)

êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû αi ∈ FK×K . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ïàðà ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ Q(s)(x) è P (s)(x) ñòåïåíè s

Q(s)(x) = Q(s)
0 +Q(s)

1 x+ · · ·+Q(s)
s xs,

P (s)(x) = P (s)
0 + P (s)

1 x+ · · ·+ P (s)
s xs,

ñ êîýôôèöèåíòàìè Q(s)
i ,P (s)

j ∈ FK×K , çàäàåò ìàòðè÷íîå ïðèáëèæåíèå Ïàäå

ñòåïåíè s äëÿ ðÿäà (7.3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

α(x)Q(s)(x)− P (s)(x) =
∞∑

i=s+1

ρ
(s)
i x−i. (7.4)

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (7.4) áóäåì íàçûâàòü îñòàòî÷íûì ðÿäîì ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå

P (s)(x) , Q(s)(x) ñòåïåíè s è îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç R(s)(x) .

Äàëåå, äëÿ ðÿäà (7.3) è ïàðû ïðîèçâîëüíûõ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ îïðåäåëèì

áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. À èìåííî, ïóñòü Q1(x) è Q2(x) äâà ìàòðè÷íûõ

ïîëèíîìà. Ðàññìîòðèì ðÿä, ïîëó÷åííûé ôîðìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì QT
1 (x) ,

α(x) è Q2(x) ,

QT
1 (x)α(x)Q2(x) =

∞∑
i=−t

γix
−i. (7.5)

Òîãäà çíà÷åíèå áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ < Q1,Q2 >∈ FK×K äëÿ ïàðû

ïîëèíîìîâ Q1 è Q2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà γ1 ôîðìàëüíîãî
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ðÿäà (7.5):

< Q1,Q2 >= γ1. (7.6)

Íàêîíåö, óñòàíîâèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áëîêà Q ðàçìåðà n×K ïî çàäàííîìó

ìàòðè÷íîìó ïîëèíîìó Q(x) , êâàäðàòíîé n × n ìàòðèöå A è n × K áëîêó B .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëèíîì Q(x) ñòåïåíè s ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè

Q0 , Q1 , · · · , Qs :

Q(x) = Q0 +Q1x+ · · ·+Qsx
s.

Îïðåäåëèì áëîê Q = Q(A,B) ∈ Fn×K ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó (ñì. íàïðèìåð,

[72]):

Q = Q(A,B) = BQ0 + ABQ1 + · · ·+ AsBQs. (7.7)

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî òå ðÿäû α(x) âèäà (7.3),

êîýôôèöèåíòû αi êîòîðûõ çàäàþòñÿ íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à èìåííî

αi = αT
i = BTAiB,

ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé A , è íåêîòîðûì áëîêîì B . Òî åñòü, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî

ìîìåíòà è âñþäó äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ââåäåííûé íàìè ðàíåå ðÿä α(x) èìååò

âèä

α(x) =
∞∑
i=0

(
BTAiB

)
x−i. (7.8)

Ñëåäóùàÿ ëåììà ñâÿçûâàåò çíà÷åíèå áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ < Q1,Q2 >

äëÿ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ Q1 è Q2 ñ ìàòðè÷íûì ïðîèçâåäåíèåì áëîêîâ Q1 =

Q1(A,B) è Q2 = Q2(A,B) , ïîðîæäåííûõ äëÿ òåìè æå ñàìûìè ïîëèíîìàìè.

Ëåììà 1. [72]Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

< Q1,Q2 >= QT
1AQ2 (7.9)

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ìàòðè÷íûå

ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ñ íåêîòîðûì A -îðòîãîíàëüíûì

áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà K(A,B) .
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü A ∈ Fn×n ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, B ∈ Fn×K áëîê

èç K ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, à αi ∈ FK×K êâàäðàòíûå ìàòðèöû âèäà

αi = αT
i = BTAiB. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå P (s)(x) , Q(s)(x) ðÿäà (7.8)

ñòåïåíåé 0 , · · · , l ,

α(x)Q(0)(x)− P (0)(x) =
∞∑
i=1

ρ
(0)
i x−i,

α(x)Q(1)(x)− P (1)(x) =
∞∑
i=2

ρ
(1)
i x−i,

· · · · · · · · · ,

α(x)Q(l)(x)− P (l)(x) =
∞∑

i=l+1

ρ
(l)
i x

−i,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìàòðèöû Q(s)(A,B)TAQ(s)(A,B) ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè.

Òîãäà, äëÿ ëþáîãî s , 0 ≤ s ≤ l áëîêè Q0 = Q(0)(A,B) , · · · , Ql = Q(l)(A,B) ,

ïîñòðîåííûå ïî Q -ïîëèíîìàì ïðèáëèæåíèé Ïàäå, çàäàþò A -îðòîãîíàëüíûé

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà Kl(A,B)

Kl(A,B) = Span
(
B,AB, · · · , AlB

)
.

Êðîìå òîãî, Q(s)(A,B)TAQ(s)(A,B) = Q
(s)T
s ρ

(s)
s+1 , è ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû

ìàòðè÷íûõ Q -ïîëèíîìîâ è ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ

îñòàòî÷íûõ ðÿäîâ, ñòîÿùèå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñïðàâà, ÿâëÿþòñÿ

íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà Q ïîëèíîìà Q(m)(x) è Q(k)(x) ñòåïåíè m

è k , ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì m ̸= k . Íå òåðÿÿ â îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî m >

k . Ðàññìîòðèì îñòàòî÷íûé ðÿä R(m)(x) äëÿ ïðèáëèæåíèÿ Q(m)(x),P (m)(x)

ñòåïåíè m

α(x)Q(m)(x)− P (m)(x) =
∞∑

i=m+1

ρ
(m)
i x−i. (7.10)
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Ñòàðøèé íåíóëåâîé ÷ëåí ðÿäà (7.10) èìååò ñòåïåíü íå âûøå −(m + 1) ,

ñëåäîâàòåëüíî, ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ R(m)(x) íà ìàòðè÷íûé ïîëèíîì

(Q(k)(x))T áóäåò èìåòü ñòåïåíü íå âûøå k − m − 1 . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,

÷òî k < m , à, ñëåäîâàòåëüíî, k−m−1 < −1 , çàêëþ÷àåì, ÷òî < Q(m),Q(k) >=

0 . Òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1 âûòåêàåò A-îðòîãîíàëüíîñòü áëîêîâ

Q(m)(A,B) è Q(k)(A,B) . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòè âåêòîðíûõ

ïðîñòðàíñòâ, îáðàçîâàííûõ âåêòîðàìè â áëîêàõ Q(0)(A,B) , · · · , Q(l)(A,B) è

B , AB , · · · , AlB , áóäóò ñîâïàäàòü, åñëè òîëüêî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû Q -

ïîëèíîìîâ ïðèáëèæåíèé Ïàäå ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Îñòàëüíîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 2

Óòâåðæäåíèå 1 ïðåäîñòàâëÿåò èíîé ("íåÿâíûé") ñïîñîá îïèñàíèÿ A

� îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà K(A,B) . À èìåííî,

÷òîáû çàäàòü A -îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, äîñòàòî÷íî çíàòü ñîîòâåòñòâóþùèå

Q � ïîëèíîìû ïðèáëèæåíèé Ïàäå. Âîïðîñû âû÷èñëåíèÿ Q -ïîëèíîìîâ ñ

ïîìîùüþ êîðîòêèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå 7.3.

7.3 Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå èçâåñòíû ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå P (s−1) , Q(s−1) è P (s) ,

Q(s) ïîðÿäêîâ s− 1 è s , ñîîòâåòñòâåííî, ñ îñòàòî÷íûìè ðÿäàìè R(s−1)(x) è

R(s)(x)

R(s−1)(x) = α(x)Q(s−1)(x)− P (s−1)(x) =
∞∑
i=s

ρ
(s−1)
i x−i,

R(s)(x) = α(x)Q(s)(x)− P (s)(x) =
∞∑

i=s+1

ρ
(s)
i x−i.
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Íîâîå ïðèáëèæåíèå Ïàäå Q(s+1)(x), P (s+1)(x) ñòåïåíè s + 1 áóäåì èñêàòü â

âèäå

Q(s+1)(x) = xQ(s)(x) +Q(s)(x)ν0 +Q(s−1)(x)ν1, (7.11)

P (s+1)(x) = xP (s)(x) + P (s)(x)ν0 + P (s−1)(x)ν1, (7.12)

R(s+1)(x) = xR(s)(x) +R(s)(x)ν0 +R(s−1)(x)ν1, (7.13)

ãäå ν0 è ν1 � K ×K ìàòðèöû, òðåáóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà

íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ρ
(s+1)
s è ρ

(s+1)
s+1 îñòàòêà ðÿäà Ïàäå R(s+1)(x) , ñëåäóåò, ÷òî

ìàòðèöû ν0 è ν1 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ρ
(s)
s+1 + ρ(s−1)

s ν1 = ρ(s+1)
s = 0, (7.14)

ρ
(s)
s+2 + ρ

(s)
s+1ν0 + ρ

(s−1)
s+1 ν1 = ρ

(s+1)
s+1 = 0. (7.15)

Îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû ρ
(s+1)
s+k+1 îñòàòêà R(s+1)(x) c k > 0 ïîëó÷àþòñÿ

ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

ρ
(s+1)
s+k+1 = ρ

(s)
s+k+2 + ρ

(s)
s+k+1ν0 + ρ

(s−1)
s+k+1ν1.

Ñëåäóÿ (7.11), çàïèøåì äëÿ ïîëèíîìà Q(s+1)(x)

Q(s+1)(x) = Q(s)(x) (Ix+ ν0) +Q(s−1)(x)ν1. (7.16)

Ïðèìåíÿÿ äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå t ðàç, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëèíîìà

Q(s+t)(x) â âèäå:

Q(s+t)(x) = Q(s)(x)H(t)
1s (x) +Q(s−1)(x)H(t)

0s (x), (7.17)

ãäå H(t)
1s (x) � ìàòðè÷íûé ïîëèíîì ñòåïåíè t , ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êîòîðîãî

åäèíè÷íàÿ K×K ìàòðèöà, à H(t)
0s (x) � íåêîòîðûé ìàòðè÷íûé ïîëèíîì ñòåïåíè

íå âûøå t− 1 .

Íàêîíåö, íå ñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîãëàñíî (7.11) ÿâíîå âû÷èñëåíèå

ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà Q(s+1)(x) äàåòñÿ ñëåäóþùåé
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ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé:

Q(s+1)
s+1

Q(s+1)
s

Q(s+1)
s−1

Q(s+1)
s−2

· · ·
Q(s+1)

1

Q(s+1)
0


=



Q(s)
s 0 0

Q(s)
s−1 Q(s)

s 0

Q(s)
s−2 Q(s)

s−1 Q(s−1)
s−1

Q(s)
s−3 Q(s)

s−2 Q(s−1)
s−2

· · · · · · · · ·
Q(s)

0 Q(s)
1 Q(s−1)

1

0 Q(s)
0 Q(s−1)

0




I

ν0

ν1

 . (7.18)

Çàìåòèì, ÷òî çíàÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðè÷íîãî Q -ïîëèíîìà Q(s+1)(x) ,

ìîæíî ôîðìàëüíî ïîñòðîèòü áëîê Qs+1 = Q(s+1)(A,B) , êîòîðûé, â ñèëó

äîêàçàííîãî ðàíåå, áóäåò A -îðòîãîíàëåí ïðåäûäóùèì Q -áëîêàì Q0 , · · · ,
Qs . Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå êîðîòêèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ïàäå ïðèáëèæåíèé ìàòðè÷íîãî ðÿäà äàåò àëüòåðíàòèâíûé

àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ A -îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà K(A,B) , ïðè÷åì

â ýòîì ñëó÷àå áëîêè Q(A,B) A -îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà çàäàþòñÿ íåÿâíî, ÷åðåç

êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ Q -ïîëèíîìîâ.

Ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ A -îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà, îñíîâàííûé íà

ïðèáëèæåíèÿõ Ïàäå, èìååò âèäèìûå ïðåèìóùåñòâà ñ òî÷êè çðåíèÿ

ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå Ëàíöîøà ñàìàÿ ¾òÿæåëàÿ¿

îïåðàöèÿ àëãîðèòìà � ýòî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A íà áëîêè

Qi . Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì, â àëãîðèòìå, îñíîâàííîì íà âû÷èñëåíèè

ïðèáëèæåíèé Ïàäå (äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü îá àëãîðèòìå Ëàíöî-

øà-Ïàäå), ýòà îïåðàöèÿ ïðèñóòñòâóåò ëèøü ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ

αi = BTAiB ðÿäà (7.3). Âû÷èñëåíèå K ×K ìàòðèö αi íå ñëîæíî ðåàëèçîâàòü

ñ èñïîëüçîâàíèåì K âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, òî åñòü, êîãäà êîëè÷åñòâî óçëîâ

ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì áëîêà. Îáùèé îáìåí äàííûìè ïðè òàêîì âû÷èñëåíèè

íå ïðåâîñõîäèò cnK (ãäå n � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, K � ðàçìåð áëîêà, à

c � êîíñòàíòà, îáîçíà÷àþùàÿ êîëè÷åñòâî ìàøèííûõ ñëîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ
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õðàíåíèÿ îäíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ F ), ÷òî ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå

ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Ëàíöîøà.

Ïðîáëåìà îäíàêî â òîì, ÷òî ìû åùå íå ïðåäúÿâèëè ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ

ðåøåíèÿ X ñèñòåìû AX = B . Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî êàê

ïðîâåñòè îñòàâøèåñÿ âû÷èñëåíèÿ, íå âû÷èñëÿÿ ÿâíûì îáðàçîì A -îðòîãîíàëü-

íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà K(A,B) . Íîâûé ìåòîä ìû áóäåì íàçûâàòü áëî÷íûì

ìåòîäîì Ëàíöîøà-Ïàäå.

7.4 Áëî÷íûé ìåòîä Ëàíöîøà-Ïàäå

Áóäåì ñòðîèòü àëãîðèòì òèïà Ëàíöîøà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé,

íå âû÷èñëÿÿ A -îðòîãîíàëüíûõ áëîêîâ Q ÿâíî, à ðàáîòàÿ òîëüêî ñ

êîýôôèöèåíòàìè Q -ïîëèíîìîâ Ïàäå.

Íå ñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëèíîìû Q(0)(x) è Q(1)(x) , âçÿòûå â âèäå

Q(0)(x) = I è Q(1)(x) = Ix − α−1
1 α2 , ñ α1 = BTAB è α2 = BTA2B , ÿâëÿþòñÿ

Q -ïîëèíîìàìè Ïàäå íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ

÷àñòíûé ñëó÷àé ñîîòíîøåíèÿ (7.17), ïðåäñòàâèì Q -ïîëèíîì Ïàäå ñòåïåíè

s+ 1 â âèäå

Q(s+1)(x) = Q(1)(x)H(s+1)
1 (x) +Q(0)(x)H(s+1)

0 (x), (7.19)

ñ ìàòðè÷íûì ïîëèíîì H(s+1)
1 (x) ñòåïåíè s è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì

åäèíè÷íîé ìàòðèöå è íåêîòîðûì ìàòðè÷íûì ïîëèíîì H(s+1)
0 (x) ñòåïåíè

íå âûøå s − 1 . Èç (7.16) è (7.19) ñëåäóåò, ÷òî H(s+1)
1 (x) è H(s+1)

0 (x)

óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

H(s+1)
1 (x) = H(s)

1 (x) (Ix+ ν0) +H(s−1)
1 (x)ν1 (7.20)

H(s+1)
0 (x) = H(s)

0 (x) (Ix+ ν0) +H(s−1)
0 (x)ν1, (7.21)

îòëè÷àÿñü òîëüêî âûáîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. À èìåííî, íà÷àëüíûå ïîëèíîìû

âûáèðàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: H(0)
1 (x) = 0 , H(1)

1 (x) = I , H(0)
0 (x) = I , H(1)

0 (x) =

0 .

219



Ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåé çàïèñè àëãîðèòìîâ

îïðåäåëèì ñïåöèàëüíûå ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñîñòàâèì èç êîýôôèöèåíòîâ

ïîëèíîìîâ H(s)
1 (x) è H(s)

0 (x) áëîêè H
(s)
1 è H

(s)
0 ðàçìåðà n × K , ðàñïîëîæèâ

êîýôôèöèåíòû ìåíüøèõ ñòåïåíåé â ñòðîêàõ ñ áîëüøèìè íîìåðàìè:

H
(s)
1 =



0

· · ·
0

H(s)
1(s−1)

H(s)
1(s−2)

· · ·
H(s)

11

H(s)
10


, H

(s)
0 =



0

· · ·
0

0

H(s)
0(s−2)

· · ·
H(s)

01

H(s)
00


. (7.22)

Â òàêîì ñëó÷àå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (7.20) è (7.21) ýêâèâàëåíòíû

ñëåäóþùèì ìàòðè÷íûì ðàâåíñòâàì:

H
(s+1)
1 =

[
ZH

(s)
1 H

(s)
1 H

(s−1)
1

]
I

ν0

ν1

 ,

H
(s+1)
0 =

[
ZH

(s)
0 H

(s)
0 H

(s−1)
0

]
I

ν0

ν1

 ,
(7.23)

ãäå Z ∈ Fn×n � ìàòðèöà áëî÷íîãî ñäâèãà âèäà

Z =



0 Ik 0 · · · 0

0 0 Ik · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · Ik

0 0 0 · · · 0


.
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Íàðÿäó ñ áëîêàìè H
(s)
0 è H

(s)
1 îïðåäåëèì áëîê R(s) ðàçìåðà 2n × K , êîòîðûé

ñîîòâåòñòâóåò îñòàòî÷íîìó ðÿäó Ïàäå ñòåïåíè s (çàìåòèì, ÷òî ðàçìåð

áëîêîâ R âäâîå ïðåâîñõîäèò ðàçìåð áëîêîâ H ). ßâíûé âèä áëîêà R(s) çàäàäèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(s) =



⋆

⋆

ρ
(s)
2 n
K−s

· · ·
ρ
(s)
s+1

0

· · ·
0


, (7.24)

ãäå ñèìâîëîì ⋆ îáîçíà÷àþòñÿ òå ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

ñóùåñòâåííûìè (äðóãèìè ñëîâàìè çíà÷åíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ íå áóäóò âëèÿòü

íà âû÷èñëåíèÿ â àëãîðèòìå). ×èñëî íóëåâûõ ìàòðèö â R(s) â òî÷íîñòè ðàâíî

s , è îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî R(s) ñîîòâåòñòâóåò îñòàòî÷íîìó ðÿäó Ïàäå

ñòåïåíè s . Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè (7.23) çàïèøåì

R(s+1) =
[
ZTR(s) R(s) R(s−1)

]
I

ν0

ν1

 (7.25)

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ÷èñëî ¾íåñóùåñòâåííûõ¿

ýëåìåíòîâ â R(s+1) óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì

¾íåñóùåñòâåííûõ¿ ýëåìåíòîâ â R(s) . Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (7.25) ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî äëÿ ¾ñóùåñòâåííûõ¿ êîìïîíåíò

R(s+1) .

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Q1 è Q0 áëîêè Q1(A,B) è Q0(A,B) ,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ Q0 = B , à Q1 = AB − Bα−1
1 α2 . Ñîñòàâèì

ìàòðèöû K0, K1 ∈ Fn×n èç áëîêîâ âèäà AjQ0 è AjQ1 ñ j îò 0 äî n
K − 1
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çàïèñàííûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå,

K0 =
[
A

n
K−1Q0 A

n
K−2Q0 · · · AQ0 Q0

]
(7.26)

K1 =
[
A

n
K−1Q1 A

n
K−2Q1 · · · AQ1 Q1

]
Èç (7.17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áëîêà Qs+1 = Q(s+1)(A,B) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå:

Qs+1 =
s∑

i=0

AiQ1H(s+1)
1i +

s−1∑
i=0

AiQ0H(s+1)
0i , (7.27)

êîòîðîå óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

Qs+1 = K0H
(s+1)
0 +K1H

(s+1)
1 . (7.28)

Ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. óòâåðæåäíèå 1) áëîêè Qs îáðàçóþò A -îðòîãîíàëü-

íûé áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà, à, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ñèñòåìû X n
K

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áëîêîâ Qi

X n
K
=

n
K−1∑
i=0

Qi

(
QT

i AQi

)−1
QT

i B.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå Zi äëÿ ìàòðèö

Zi =
(
QiAQ

T
i

)−1
QT

i B,

ïðèäåì ê êðàòêîé çàïèñè äëÿ X n
K

X n
K
=

n
K−1∑
i=0

QiZi. (7.29)

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ â (7.29) âûðàæåíèå äëÿ Qi èç (7.28), íàéäåì, ÷òî

X n
K

=

n
K−1∑
i=0

QiZi =

n
K−1∑
i=0

(
K0H

(i)
0 +K1H

(i)
1

)
Zi

= K0

 n
K−1∑
i=0

H
(i)
0 Zi

+K1

 n
K−1∑
i=0

H
(i)
1 Zi

 .
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×òîáû åùå íåìíîãî óïðîñòèòü çàïèñü è ïîëó÷èòü ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ

X n
K
, îïðåäåëèì ñèñòåìó áëîêîâ G

(s)
0 è G

(s)
1 ðàçìåðà n×K ñëåäóþùåãî âèäà

G
(s)
0 =

s∑
i=0

H
(i)
0 Zi = G

(s−1)
0 +H

(s)
0 Zs; (7.30)

G
(s)
1 =

s∑
i=0

H
(i)
1 Zi = G

(s−1)
1 +H

(s)
1 Zs, (7.31)

ãäå s ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî n
K − 1 . Èñïîëüçóÿ (7.30) è (7.31),

îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì X n
K
êàê

X n
K
= K0G

( n
K−1)

0 +K1G
( n
K−1)

1 . (7.32)

Ïðåèìóùåñòâà ïîëó÷åííîé çàïèñè äëÿ X n
K

ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé íåò

ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò áëîêîâ Qi , à èìååòñÿ çàâèñèìîñòü ëèøü îò ñèñòåì

K0 è K1 áëî÷íî êðûëîâñêîãî òèïà. Âû÷èñëåíèå K0 è K1 ëåãêî ïðîèçâîäèòü íà

ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ýòîãî êàæäûé èç 2K âåêòîðîâ,

âõîäÿùèõ â áëîê Q0 èëè Q1 ìîæíî óìíîæàòü íà ìàòðèöó A íåçàâèñèìî,

òåì ñàìûì äîñòèãàÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ýôôåêòà. ×òîáû çàâåðøèòü

îïèñàíèå ìåòîäà, íåîáõîäèìî ïðåäúÿâèòü ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ áëîêîâ G
( n
K )

0 è

G
( n
K )

1 , êîòîðûå íå èñïîëüçîâàëè áû ÿâíûé âèä áîêîâ Qi .

Âû÷èñëåíèå QT
i B Èñïîëüçóÿ äëÿ áëîêà Qi âûðàæåíèå

Qi = K0H
(i)
0 +K1H

(i)
1 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî

QT
i B =

(
K0H

(i)
0 +K1H

(i)
1

)T
B

= (H
(i)
0 )TKT

0 B + (H
(i)
1 )TKT

1 B.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû KT
0 B è KT

1 B . Èç (7.26) ñëåäóåò, ÷òî KT
0 B ÿâëÿåòñÿ

áëîêîì (òî åñòü ìàòðèöåé ðàçìåðà n×K ), ñîñòàâëåííûì èç K ×K ìàòðèö
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αi = BTAiB . À èìåííî,

KT
0 B =


α n

K

· · ·
α1

α0

 .
Åñëè äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëèòü ìàòðèöû βi = QT

1A
iB , òî äëÿ áëîêà KT

1 B

áóäåò ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî

KT
1 B =


β n

K

· · ·
β1

β0

 .
Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ìàòðèö αi è βi ìîæíî äåëàòü íåçàâèñèìî, íå

èçìåíÿÿ òåì ñàìûì ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ

QT
i B ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

QT
i B =

i−2∑
j=0

(
H(i)

0j

)T
αj +

i−1∑
j=0

(
H(i)

1j

)T
βj. (7.33)

Ñëîæíîñòü òàêîãî âû÷èñëåíèÿ, êàê íå òðóäíî ïðîâåðèòü, îöåíèâàåòñÿ

âåëè÷èíîé O((2i− 1)K3) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ ìàòðèö

QT
i B îöåíèâàåòñÿ êàê

{
ñëîæíîñòü âñåõ QT

i B
}
=

n
K∑
i=0

(
O((2i− 1)K3)

)
≈ O(n2K).

Çàìå÷àíèå.Óêàçàííîå âû÷èñëåíèå ìîæíî ñäåëàòü áûñòðåå ïî ðåêóððåíòíîé

ôîðìóëå, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (7.2) òðàíñïîíèðîâàíèåì è óìíîæåíèåì

ñïðàâà íà B . Ïðè ýòîì, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà

áóäåò ðàâíî íóëþ èç-çà îðòîãîíàëüíîñòè ñòðîÿùèõñÿ áëîêîâ ïåðâîìó èç íèõ.

Âû÷èñëåíèå QT
i AQi
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×òîáû âû÷èñëèòü QT
i AQi âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 1:

QT
i AQi =

(
Q(i)

i

)T
ρ
(i)
i+1

Ïîñêîëüêó, ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû Q(i)
i ó Q ïîëèíîìîâ íå èçìåíÿþòñÿ ñ

íîìåðîì i , òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö QT
i AQi íå ïðåâîñõîäèò

{
ñëîæíîñòü âñåõ QT

i AQi

}
=

n
K−1∑
i=0

(
O(K3)

)
= O(nK2).

Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû Q(i)
i òîæäåñòâåííî ðàâíû 1 ,

è â òàêîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå QT
i AQi íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò.

Âû÷èñëåíèå Zi Ïîñêîëüêó

Zi =
(
QT

i AQi

)−1
QT

i B,

òî ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ âñåõ ìàòðèö Zi ñêëàäûâàåòñÿ èç ñëîæíîñòè

âû÷èñëåíèÿ âñåõ K×K ìàòðèö QT
i B , ìàòðèö QT

i AQi , à òàêæå èç ñëîæíîñòè

âû÷èñëåíèÿ îáðàòíûõ ê ìàòðèöàì QT
i AQi . Ñóììèðóÿ âñå ñêàçàííîå âûøå,

ïîëó÷àåì

{ñëîæíîñòü âñåõ Zi } = O
(
n2K

)
+O

(
nK2

)
, (7.34)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò çà îïåðàöèþ îáðàùåíèèÿ óæå âû÷èñëåííûõ

ìàòðèö QT
i AQi è îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (QT

i AQi)
−1 è QT

i B .

Àëãîðèòì Ëàíöîøà-Ïàäå Âûïèøåì àëãîðèòì Ëàíöîøà-Ïàäå.

Øàã 0:

(a) âû÷èñëèòü α0 , α1 , α2 ;

(b) îïðåäåëèòü n×K áëîêè Q0 è Q1

Q0 = B;

Q1 = AB −Bα−1
1 α2;
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(c) îïðåäåëèòü n×K áëîêè H
(0)
1 è H

(0)
0

H
(0)
1 = H

(1)
0 =


0

· · ·
0

0

 H
(0)
0 = H

(1)
1 =


0

· · ·
0

Ik


Øàã 1:

(a) âû÷èñëèòü αi = QT
0A

iQ0 , βi = QT
1A

iQ0 äëÿ âñåõ i îò 0 äî 2 n
K ;

(b) ïðèñâîèòü ýëåìåíòàì áëîêîâ R
(0)
0 è R

(0)
1 çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

R(0) =



α2 n
K

α2 n
K−1

· · ·
α2

α1

0


, R(1) =



0

α2 n
K
− α2 n

K−1α
−1
1 α2

· · ·
α3 − α2α

−1
1 α2

0

0


,

Øàã 2: äëÿ âñåõ s îò 2 äî n
K + 1 ïîâòîðÿòü (a), (b), (c), (d) è (e)

(a) íàéòè K×K ìàòðèöû ν0 , ν1 , ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.14), (7.15);

(b) âû÷èñëèòü H
(s)
0 è H

(s)
1 ïî ôîðìóëå (7.23);

(c) âû÷èñëèòü îñòàòîê ðÿäà Ïàäå R(s) äëÿ ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå ñòåïåíè s

ïî ôîðìóëå (7.25);

(d) âû÷èñëèòü Zs = (QT
sAQs)

−1QT
sB

i. âû÷èñëèòü QT
sB ïî ôîðìóëå (7.33) èëè ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé èç

(7.2) òðàíñïîíèðîâàíèåì è óìíîæåíèåì ñïðàâà íà B ;

ii. âû÷èñëèòü QT
sAQs ïî ôîðìóëå (7.34);
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(e) âû÷èñëèòü G
(s)
0 è G

(s)
1 ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì:

G
(s)
0 = G

(s−1)
0 +H

(s)
0 Zs, G

(s)
1 = G

(s−1)
1 +H

(s)
1 Zs. (7.35)

Øàã 3: Âû÷èñëèòü X n
K
ïî ôîðìóëå (7.32).

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ è ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà Ëàíöîøà-

Ïàäå Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Ëàíöîøà-Ïàäå ñêëàäûâàåòñÿ èç

ñëîæíîñòè íåñêîëüêèõ ãðóïï âû÷èñëåíèé. Ïåðâàÿ òàêàÿ ãðóïïà âû÷èñëåíèé

(Øàã 1 àëãîðèòìà Ëàíöîøà-Ïàäå) ñâÿçàíà ñ âû÷èñëåíèÿìè êâàäðàòíûõ

K ×K ìàòðèö αi è βi , ãäå èíäåêñ i èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2 n
K . Ïðÿìîé ïóòü

ê ïîëó÷åíèþ ýòèõ ìàòðèö ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíî

âû÷èñëèòü áëîêè Q0 , AQ0 , · · · , A2 n
KQ0 è áëîêè Q1 , AQ1 , · · · , A2 n

KQ1 ,

çàòðàòèâ O(4pn2) îïåðàöèé (p � îöåíêà ñâåðõó íà ÷èñëî íåíóëåé â ñòðîêàõ

ìàòðèöû A ), à çàòåì îïðåäåëèòü ñàìè ìàòðèöû, çàòðàòèâ åùå íå áîëåå

O(n2K) îïåðàöèé ñ ýëåìåíòàìè ïîëÿ F . Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî îïèñàííûå

âû÷èñëåíèÿ èäåàëüíî ðåàëèçóþòñÿ íà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ K âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåä íà÷àëîì âû÷èñëåíèé íà êàæäîì óçëå èìåþòñÿ êàê ìàòðèöà

ñèñòåìû A òàê è áëîêè Q0 è Q1 , ðàçìåðà n × K . Ïóñòü âû÷èñëèòåëüíûé

óçåë ñ íîìåðîì J ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòîëáöîâ (Q0)J , A(Q0)J , · · · ,
A2 n

K (Q0)J è (Q1)J , A(Q1)J , · · · , A2 n
K (Q1)J ðàçìåðà n . Àëãîðèòìè÷åñêàÿ

ñëîæíîñòü òàêîãî âû÷èñëåíèÿ íå âûøå O(2pn
2

K ) . Ðàññìàòðèâàÿ âûðàæåíèÿ

âèäà QT
0

(
Ai(Q0)J

)
, QT

0

(
Ai(Q1)J

)
, QT

1

(
Ai(Q1)J

)
, çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå

î÷åâèäíûõ âû÷èñëåíèé íà J -îì óçëå ïîëó÷àþòñÿ J -ûå ñòîëáöû ìàòðèö αi è

βi , ïðè÷åì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîì óçëå íå ïðåâîñõîäèò O(n
2

K ) .

Òàêèì îáðàçîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì K âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ êîëè÷åñòâî

âû÷èñëåíèé íà îäíîì óçëå äëÿ Øàãà 1 ñîêðàòèëîñü â K ðàç.

Ðàññìîòðèì Øàã 2. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ îäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìàòðèö ν0 , ν1 íå ïðåâîñõîäèò O(K3) îïåðàöèé â ïîëå
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F . Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå âñåõ òàêèõ ñèñòåì òðåáóåò O(nK2) îïåðàöèé.

Äàëåå, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî s ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ áëîêîâ H
(s)
0 è H

(s)
1 íå

áîëåå O(nK2) . Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå âñåõ áëîêîâ H0 è H1 ïîòðåáóåò

íå áîëåå O(n2K) äåéñòâèé ñ ýëåìåíòàìè ïîëÿ F , è àíàëîãè÷íóþ ñëîæíîñòü

èìååò âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëîêîâ R(s) .

Íàêîíåö, ñëîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ìàòðèö Zs ðàññìàòðèâàëàñü íàìè â

ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, à ñëîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áëîêîâ G(s) , êàê íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé O(n2K) . Îòìåòèì, íå îáñóæäàÿ

äåòàëåé, ÷òî êàê è íà Øàãå 1 íà Øàãå 2 âñå âû÷èñëåíèÿ èäåàëüíî

ìàñøòàáèðóþòñÿ íà ñèñòåìàõ ñ K íåçàâèñèìûìè óçëàìè, à ïàðàëëåëüíàÿ

ñëîæíîñòü Øàãà 2 â K ðàç ìåíüøå àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (7.32) Øàã 3 ÿâëÿåòñÿ íè ÷åì èíûì êàê

äâóêðàòíûì ïðîèçâåäåíèåì ïëîòíûõ n× n ìàòðèö K0 è K1 íà n×K áëîêè

G0 È G1 . Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü òàêîãî âû÷èñëåíèÿ íå âûøå O(n2K) .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå íà ñèñòåìå ñ K óçëàìè âû÷èñëåíèÿ

ìîæíî ïðîèçâîäèòü â K ðàç áûñòðåå.

Ñîáèðàÿ âìåñòå ñêàçàííîå âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîæíîñòü áëî÷íîãî ìåòîäà

Ëàíöîøà-Ïàäå c ðàçìåðîì áëîêà K íå ïðåâîñõîäèò

{ñëîæíîñòü} = O
(
pn2 + n2K + nK2

)
, (7.36)

ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ìåòîäà íà âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ñ

K óçëàìè, äëÿ êîòîðîé ñëîæíîñòü íå âûøå

{ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü} = O
(
p
n2

K
+ n2 + nK

)
. (7.37)

Çàìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç (7.37), ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà

Ëàíöîøà-Ïàäå ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, îäíî èç êîòîðûõ n2 íå çàâèñèò îò

K , à äðóãîå nK ðàñòåò ñ ðàçìåðîì áëîêà K . Íà ïðàêòèêå ïðè ìàëûõ K

ýòè ñëàãàåìûå ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì. Îäíàêî ñ ðîñòîì K
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ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ. Ïîñëåäíåå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä èìååò

îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ ïðè åãî ðåàëèçàöèè íà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ñèñòåìàõ. Îäíàêî îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû âû÷èñëåíèé

ñîñòîèò â ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîì îáìåíå äàííûìè ìåæäó óçëàìè (ïîñêîëüêó

íåò ÿâíûõ âû÷èñëåíèé ñ âåêòîðàìè íàïðàâëåíèé). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìåòîä

Ëàíöîøà-Ïàäå îñîáåííî ýôôåêòèâåí äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ ìåäëåííûìè

ìåæóçëîâûìè êîììóíèêàöèÿìè. Îäíàêî, åñëè âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ

îáëàäàåò âûñîêîñêîðîñòíîé êîììóíèêàöèîííîé ñåòüþ, òî îðãàíèçàöèþ

âû÷èñëåíèé â ìåòîäå Ëàíöîøà-Ïàäå ìîæíî èçìåíèòü, óìåíüøèâ ïàðàëëåëüíóþ

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà çà ñ÷åò îïðåäåëåííîãî óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà îáìåíîâ.

Â ýòîì ñîñòîèò èäåÿ óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå, ê îïèñàíèþ

êîòîðîãî ñåé÷àñ ïåðåõîäèì.

7.5 Óíèâåðñàëüíûé áëî÷íûé ìåòîä Ëàíöîøà-Ïàäå

Îòíîñèòåëüíî âûñîêàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ (ïàðàëëåëüíàÿ) ñëîæíîñòü áëî÷íîãî

ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ

ñ áëîêàìè H
(s)
0 , H

(s)
1 , R

(s)
0 , R

(s)
1 , ðàçìåð êîòîðûõ n × K è 2n × K Èäåÿ

óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê áîëåå êîðîòêèì áëîêàì. Äëÿ ýòîãî

âåñü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ.

Èòàê, ôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå t è q òàêèå, ÷òî tq = n
K . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

öåëîãî p ≤ n
K çàïèøåì åãî â âèäå p = jt+ s , ãäå s � îñòàòîê îò äåëåíèÿ p íà

t , è, ñëåäîâàòåëüíî, s < t . Ïðèíèìàíèÿ âî âíèìàíèå (7.17), ïîëèíîì Q(p)(x)

ñòåïåíè p áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå

Q(p)(x) = Q(jt+s)(x) = Q(jt+1)(x)H(s)
1j (x) +Q(jt)(x)H(t)

0j (x), (7.38)

ãäå, êàê è ñëåäóåò, ñòåïåíü ïîëèíîìà H(s)
1j (x) íå âûøå s−1 , à ñòåïåíü ïîëèíîìà

H(s)
0j íå âûøå s − 2 . Áóäåì ñòðîèòü âû÷èñëåíèÿ â àëãîðèòìå òàêèì îáàçîì,

÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìû H(s)
1j (x) , H(s)

0j . Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ñ
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ïîëèíîìàìè ìàëûõ ñòåïåíåé èìåþò ìåíüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.

Ýòî íàáëþäåíèå è ñîñòàâëÿåò îñíîâó óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j ïîëèíîìû H(s)
0j è H(s)

1j

óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

H(s+1)
1j (x) = H(s)

1j (x) (Ix+ ν0) +H(s−1)
1j (x)ν1 (7.39)

H(s+1)
0j (x) = H(s)

0j (x) (Ix+ ν0) +H(s−1)
0j (x)ν1, (7.40)

îòëè÷àÿñü òîëüêî âûáîðîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. À èìåííî, íà÷àëüíûå ïîëèíîìû

âûáèðàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: H(0)
1j (x) = 0 , H(1)

1j (x) = I , H(0)
0j (x) = I ,

H(1)
0j (x) = 0 . Êîíå÷íî, ÷òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (7.39), (7.40) íåîáõîäèìî

åùå ïðåäîñòàâèòü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ äëÿ êàæäîãî s ìàòðèö ν0 è ν1 ,

çàâèñÿùèõ îò s . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýòèõ öåëåé ìû íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ

íàïðÿìóþ ôîðìóëàìè (7.24), (7.25). Èõ èñïîëüçîâàíèå ïðèâåëî áû ê òîìó, ÷òî

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îñòàëàñü áû íåèçìåííîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ

îò íåîáõîäèìîñòè ðàáîòàòü ñ áîëüøèìè áëîêàìè R(p) íàì ïîòðåáóåòñÿ

ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3 Ïóñòü l > t > 0 , è ïóñòü ñðåäè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ Q -ïîëèíîìà

Ïàäå Q(l)(x) èçâåñòíû òîëüêî ïåðâûå t , òîãäà êîýôôèöèåíòû ρ
(l)
l+1 , ρ

(l)
l+2 ,

· · · , ρ(l)l+t îñòàòî÷íîãî ðÿäà Ïàäå R(l)(x) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ðåøåíèÿ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé áëî÷íîé òåïëèöåâîé ìàòðèöåé

Q(l)T
l

Q(l)T
l−1 Q(l)T

l

· · · · · · · · · · · · · · ·
Q(l)T

l−t+2 Q(l)T
l−t+3 Q(l)T

l

Q(l)T
l−t+1 Q(l)T

l−t+2 Q(l)T
l−1 Q(l)T

l





ρ
(l)
l+1

ρ
(l)
l+2

· · ·
ρ
(l)
l+t−1

ρ
(l)
l+t


=



QT
l AQl

QT
l A

2Ql

· · ·
QT

l A
t−1Ql

QT
l A

tQl


, (7.41)

ãäå Ql � áëîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîìó Q(l)(x) , Ql = Q(l)(A,B) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q(l)(x) � Q -ïîëèíîì Ïàäå ñòåïåíè l

Q(l)(x) = Q(l)
l x

l +Q(l)
l−1x

l−1 + · · · Q(l)
1 x+Q(l)

0 .
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Ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. ðàçäåë 7.2) çíà÷åíèå áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ <

Q(l)(x),Q(l)(x) > ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè x−1 ôîðìàëüíîãî ðÿäà(
Q(l)(x)

)T
α(x)Q(l)(x) . Òàê êàê Q(l) � ýòî Q -ïîëèíîì Ïàäå, òî

< Q(l)(x),Q(l)(x) > = coe�−1

((
Q(l)(x)

)T
α(x)Q(l)(x)

)
= coe�−1

((
Q(l)(x)

)T (
α(x)Q(l)(x)− P (l)(x)

))
= coe�−1

((
Q(l)(x)

)T ( ∞∑
i=l+1

ρ
(l)
i x

−i

))
= (Q(l)

l )Tρ
(l)
l+1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1

< Q(l)(x),Q(l)(x) >= QT
l AQl.

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ïåðâóþ ñòðîêó â óðàâíåíèè

(7.41). ×òîáû ïîëó÷èòü k -óþ ñòðîêó â óðàâíåíèè (7.41), ðàññìîòðèì

áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íà ïîëèíîìàõ xkQ(l)(x) è Q(l)(x) . Èñïîëüçóÿ òåæå

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

< xkQ(l)(x),Q(l)(x) > = coe�−1

((
xkQ(l)(x)

)T
α(x)Q(l)(x)

)
= coe�−1

((
xkQ(l)(x)

)T ( ∞∑
i=l+1

ρ
(l)
i x

−i

))
= (Q(l)

l−k)
Tρ

(l)
l+1 + (Q(l−k+1)

l )Tρ
(l)
l+2 + · · ·+ (Q(l)

l )Tρ
(l)
l+k.

Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 èç ðàçäåëà 7.2

< xkQ(l)(x),Q(l)(x) >= QT
l A

k+1Ql.

2

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 3 âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ H(s)
0j è H(s)

1j áóäåì ïðîèçâîäèòü ïî

ñëåäóþùåé ñõåìå.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî j îäíîâðåìåííî

èçâåñòíû áëîêè Qjt = Q(jt)(A,B) è Qjt+1 = Q(jt+1)(A,B) , à òàêæå

2(t + 1) ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ Q(jt)(x) è Q(jt+1)(x) .

Ïîñêîëüêó áëîê Qjt èçâåñòåí ÿâíî òî ìîæíî íàéòè ìàòðèöû αjt,s = QT
jtA

sQjt ,

ãäå s èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2(t+1) . Ðåøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (7.41),

íàéäåì 2(t+1) ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ρ
(jt)
jt+s îñòàòêà ðÿäà Ïàäå ïðèáëèæåíèÿ

Ïàäå ñòåïåíè jt . Èñïîëüçóÿ íàéäåííóþ ÷àñòü îñòàòêà ðÿäà Ïàäå, âû÷èñëÿåì

ìàòðè÷íûå ïîëèíîìû H(s)
0j (x) è H(s)

1j (x) äëÿ âñåõ s îò 0 äî t+ 1 .

Ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå t è q òàêèå, ÷òî tq =
n
K . Îïðåäåëèì êâàäðàòíûå n× n ìàòðèöû K0 è K1 ñëåäóþùåãî âèäà:

K0 =
[
K0

q−1 K0
q−2 · · · K0

0

]
, K1 =

[
K1

q−1 K1
q−2 · · · K1

0

]
, (7.42)

ãäå n × tK ìàòðèöû K0
j è K1

j , j = 0, · · · , q − 1 ÿâëÿþòñÿ öåïî÷êàìè èç

êðûëîâñêèõ áëîêîâ:

K0
j =

[
At−1Qtj At−2Qtj · · · AQtj Qtj

]
(7.43)

K1
j =

[
At−1Qtj+1 At−2Qtj+1 · · · AQtj+1 Qtj+1

]
(7.44)

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ôîðìóëû (7.42), (7.43) è (7.44) çàäàþò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà K(A,B) . Áëîêè K0
j è K1

j ñàìè ÿâëÿþòñÿ öåïî÷êàìè

èç áëîêîâ êðûëîâñêîãî òèïà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî K0 è K1 � ýòî êóñî÷íî

êðûëîâñêèå áàçèñû ïðîñòðàíñòâà K(A,B) .

Ïîìèìî ìàòðèö K0
j è K1

j , îïðåäåëèì n× (t+ 1) ìàòðèöû K̂0
j è K̂1

j âèäà

K̂0
j =

[
AtQtj At−1Qtj · · · AQtj Qtj

]
(7.45)

K̂1
j =

[
AtQtj+1 At−1Qtj+1 · · · AQtj+1 Qtj+1

]
. (7.46)

Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíîå p ≤ n
K â âèäå p = jt+s , ãäå s � îñòàòîê îò äåëåííèÿ

p íà t , s < t . Òîãäà, ïðèíèìàíèÿ âî âíèìàíèå (7.17),

Q(p)(x) = Q(jt+s)(x) = Q(jt+1)(x)H(s)
1j (x) +Q(jt)(x)H(s)

0j (x), (7.47)
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ïðè÷åì ñòåïåíü ïîëèíîìîâ H(s)
1j (x) íå âûøå s− 1 , à ñòåïåíü ïîëèíîìà H(s)

0j íå

âûøå s− 2 . Îïðåäåëèì (t+ 1)K ×K áëîêè H
(s)
0j è H

(s)
1j , ýëåìåíòàìè êîòîðûõ

áóäóò K ×K ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ H(s)
0j è H(s)

1j ,

H
(s)
1j =



0

· · ·
0

H(s)
1j(s−1)

H(s)
1j(s−2)

· · ·
H(s)

1j1

H(s)
1j0


, H

(s)
0j =



0

· · ·
0

0

H(s)
0j(s−2)

· · ·
H(s)

0j1

H(s)
00


. (7.48)

Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ áëîêà Qp = Q(p)(A,B) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

ïðåäñòàâëåíèå

Qp = Qjt+s = K̂0
jH

(s)
0j + K̂1

jH
(s)
1j . (7.49)

Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì (7.49) îò (7.28) ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð âõîäÿùèõ â íèõ

ìàòðèö.

Çàìå÷àíèå 1. Ðàçìåð áëîêîâ H
(s)
0j è H

(s)
1j áûë âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

èìåòü âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ áëîêîâ Qt(j+1) è Qt(j+1)+1 ÷åðåç áëîêè Qtj

è Qtj+1

Qt(j+1) = K̂0
jH

(t)
0j + K̂1

jH
(t)
1j

Qt(j+1)+1 = K̂0
jH

(t+1)
0j + K̂1

jH
(t+1)
1j
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Âñëåä çà áëîêàìè H
(s)
0j , H

(s)
1j îïðåäåëèì áëîê R

(s)
j ðàçìåðà 2(t+ 1)K ×K

R
(s)
j =



⋆

⋆

ρ
(jt+s)
2(t+1)−s

· · ·
ρ
(jt+s)
s+1

0

· · ·
0


, (7.50)

ãäå ñèìâîëîì ⋆ îáîçíà÷àþòñÿ òå ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

ñóùåñòâåííûìè (äðóãèìè ñëîâàìè çíà÷åíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ íå áóäóò âëèÿòü

íà âû÷èñëåíèÿ â àëãîðèòìå). ×èñëî íóëåâûõ ìàòðèö â áëîêå R
(s)
j ðàâíî s .

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî s èçâåñòíû ìàòðèöû ν0 è ν1 , òî ñëåäñòâèåì ôîðìóë

(7.39) è (7.40) áóäóò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ áëîêîâ H
(s+1)
0j è H

(s+1)
1j :

H
(s+1)
1j =

[
ZH

(s)
1j H

(s)
1j H

(s−1)
1j

]
I

ν0

ν1

 ,

H
(s+1)
0j =

[
ZH

(s)
0j H

(s)
0j H

(s−1)
0j

]
I

ν0

ν1

 ,
(7.51)

ñ ìàòðèöåé áëî÷íîãî ñäâèãà Z ∈ FK(t+1)×K(t+1) âèäà

Z =



0 Ik 0 · · · 0

0 0 Ik · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · Ik

0 0 0 · · · 0


.
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Â òîæå âðåìÿ áëîê R
(s+1)
j îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R(s+1) =
[
ZTR(s) R(s) R(s−1)

]
I

ν0

ν1

 (7.52)

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ÷èñëî ¾íåñóùåñòâåííûõ¿

ýëåìåíòîâ â R
(s+1)
j óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì

¾íåñóùåñòâåííûõ¿ ýëåìåíòîâ â R
(s)
j . Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (7.52) ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî äëÿ ¾ñóùåñòâåííûõ¿ êîìïîíåíò

R
(s+1)
j .

Òàê êàê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû X n
K
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

X n
K
=

n
K−1∑
i=0

QiZi, (7.53)

ñ ìàòðèöàìè Zi =
(
QiAQ

T
i

)−1
QT

i B , òî ïîäñòàâèâ â (7.53) âûðàæåíèå äëÿ Qi

èç (7.49), íàéäåì, ÷òî

X n
K

=

n
K−1∑
i=0

QiZi =

n
Kt−1∑
j=0

t−1∑
s=0

(
K̂0

jH
(s)
0j + K̂1

jH
(s)
1j

)
Zjt+s

=

n
Kt−1∑
j=0

K̂0
j

(
t−1∑
s=0

H
(s)
0j Zjt+s

)
+

n
Kt−1∑
j=0

K̂1
j

(
t−1∑
s=0

H
(s)
1j Zjt+s

)

=

n
Kt−1∑
j=0

(
K̂0

jG
(t−1)
0j + K̂1

jG
(t−1)
1j

)

=

n
Kt−1∑
j=0

X̂j,

ãäå (t + 1)K × K áëîêè G
(s)
0j è G

(s)
1j îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ
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ñîîòíîøåíèé

G
(s)
0j =

s∑
i=0

H
(i)
0j Zjt+s = G

(s−1)
0j +H

(s)
0j Zjt+s, (7.54)

G
(s)
1j =

s∑
i=0

H
(i)
1j Zjt+s = G

(s−1)
1j +H

(s)
1j Zjt+s, (7.55)

ñ ïàðàìåòðîì s , ìåíÿþùèìñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî t− 1 , à n×K áëîêè X̂j íè

÷òî èíîå êàê

X̂j = K̂0
jG

(t−1)
0j + K̂1

jG
(t−1)
1j .

×òîáû çàâåðøèòü îïèñàíèå óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå è îöåíèòü

åãî ñëîæíîñòü (ïàðàëëåëüíóþ ñëîæíîñòü), òðåáóåòñÿ ïðåäúÿâèòü ñïîñîáû

âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ âåëè÷èí àëãîðèòìà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå ìåòîäà

Ëàíöîøà-Ïàäå èç ðàçäåëà 7.4.

Âû÷èñëåíèå QT
i B Ïóñòü i = jt + s , ãäå 0 ≤ s < t � îñòàòîê. Èñïîëüçóÿ

ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Qi ,

Qi = K̂0
jH

(s)
0j + K̂1

jH
(s)
1j , (7.56)

çàïèøåì

QT
i B = Qjt+s = (H

(s)
0j )

T K̂0T
j B + (H

(s)
1j )

T K̂1T
j B.

Àíàëèç ðàâåíñòâà íà÷íåì ñ áëîêîâ K̂0T
j B è K̂1T

j B . Ðàçìåð êàæäîãî èç áëîêîâ

K̂0T
j B è K̂1T

j B ðàâåí (t + 1)K × K , à ñàìè áëîêè èìåþò âåñüìà ñïåöèàëüíûé

âèä:

K̂0T
j B =


QT

jtA
tB

QT
jtA

t−1B

· · ·
QT

jtB

 , K̂1T
j B =


QT

jt+1A
tB

QT
jt+1A

t−1B

· · ·
QT

jt+1B

 . (7.57)

Áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ, êîãäà j = 0 è êîãäà j ̸= 0 . Åñëè j = 0 , òî

Qjt = Q0 , à Qjt+1 = Q1 . ×òîáû íàéòè K̂0T
0 B è K̂1T

0 B íàäî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ
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áèëèíåéíûõ ôîðì αi è βi äëÿ âñåõ i îò 0 äî t− 1 . Îêîí÷àòåëüíî,

QT
i B =

i−2∑
j=0

(
H(i)

0j

)T
αj +

i−1∑
j=0

(
H(i)

1j

)T
βj, (7.58)

äëÿ âñåõ i < t .

Åñëè j > 0 , òî âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî â áëîêàõ

K̂0T
j B è K̂1T

j B òîëüêî ìàòðèöû QjtB è QT
jt+1B ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïîñòðîåíèÿ, áëîê Qjt = Q(jt)(A,B) ÿâëÿåòñÿ A -

îòîãîíàëüíûì äëÿ âñåõ áëîêîâ èç ëèíåéíîé îáîëî÷êè < B,AB, · · · , Ajt−1B > ,

à çíà÷èò è äëÿ âñåõ áëîêîâ < B,AB, · · · , At−1B > . Àíàëîãè÷íî, áëîê Qjt+1

ÿâëÿåòñÿ A -îðòîãîíàëüíûì êî âñåì áëîêàì < B,AB, · · · , AjtB > , à çíà÷èò

è äëÿ ëþáîãî áëîêà < B,AB, · · · , At−1B > . Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ïðåäñòàâèì

áëîêè (7.57) â âèäå

K̂0T
j B =


0

0

· · ·
QT

jtB

 , K̂1T
j B =


0

0

· · ·
QT

jt+1B

 . (7.59)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûðàæåíèÿ QT
i B = QT

jt+sB , â ñëó÷àå t > 0 âåðíî ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî:

QT
i B = QT

jt+sB = H(s)T
0j0 Q

T
jtB +H(s)T

1j0 Q
T
jt+1B.

Ñëîæíîñòü òàêîãî âû÷èñëåíèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé O(K3) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ âñåõ òàêèõ âûðàæåíèé äëÿ i = jt + s

c t > 0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê O
(
nK2

)
. Äëÿ j = 0 ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé âñåõ

âûðàæåíèé QT
i B îãðàíè÷èâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(t2K3) = O(n

2K
q2 ) . Îêîí÷àòåëüíî,

{
ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ QT

i B
}
= O

(
nK2 +

n2K

q2

)
. (7.60)

Çàìå÷àíèå.Òàêæå êàê è â ðàçäåëå 5, ýòîì ìåñòå ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ

ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé (7.2).
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Âû÷èñëåíèå QT
i AQi Âû÷èñëåíèå QT

i AQi â ñëó÷àå óíèâåðñàëüíîãî

àëãîðèòìà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò âû÷èñëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî ðàíåå

â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿåòñÿ è ñëîæíîñòü òàêîãî

âû÷èñëåíèÿ {
ñëîæíîñòü âñåõ QT

i AQi

}
= O

(
nK2

)
.

Âû÷èñëåíèå Zi Ïîñêîëüêó

Zi =
(
QT

i AQi

)−1
QT

i B,

òî ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ âñåõ ìàòðèö Zi ñêëàäûâàåòñÿ èç ñëîæíîñòè

âû÷èñëåíèÿ âñåõ K×K ìàòðèö QT
i B , ìàòðèö QT

i AQi , à òàêæå èç ñëîæíîñòè

âû÷èñëåíèÿ îáðàòíûõ ê ìàòðèöàì QT
i AQi . Òàêèì îáðàçîì,

{ñëîæíîñòü âñåõ Zi } = O
(
n2K

q2
+ nK2

)
, (7.61)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò çà îïåðàöèþ îáðàùåíèèÿ óæå âû÷èñëåííûõ

ìàòðèö QT
i AQi è îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (QT

i AQi)
−1 è QT

i B .

Îïèñàíèå óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà Ëàíöîøà-Ïàäå Ôèêñèðóåì

ïîëîæèòåëüíûå öåëûå t è K . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå

tK áåç îñòàòêà è íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå q , ÷òî q = n
tK . Âûïèøåì

óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì Ëàíöîøà-Ïàäå.

Øàã 0:

(a) ïîëîæèòü j = 0

(b) âû÷èñëèòü α0 , α1 , α2 ;

(c) ïîëîæèòü

Q0 = B;

Q1 = AB −Bα−1
1 α2;
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(d) ïîëîæèòü (t+ 1)K áëîêè H
(0)
10 , H

(0)
00 , H

(1)
10 , H

(1)
00 ðàâíûìè

H
(0)
10 = H

(1)
00 =


0

· · ·
0

0

 , H
(0)
00 = H

(1)
10 =


0

· · ·
0

Ik

 ;

(e) îïðåäåëèòü áëîêè Q0,0 , Q1,0 ðàçìåðà 2(t+1)×K , êîìïîíåíòû êîòîðûõ

ñòàðøèå 2t+ 1 êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Q(0)(x) è Q(1)(x) â âèäå

Q1,0 =


0

· · ·
Ik

−α−1
1 α2

 , Q0,0 =


0

· · ·
0

Ik

 .
Øàã 1:

(a) âû÷èñëèòü K̂0
0 è K̂1

0

(b) âû÷èñëèòü αi = QT
0A

iQ0 , βi = QT
1A

iQ0 , äëÿ âñåõ i îò 0 äî 2(t+ 1) ;

(c) ïðèñâîèòü ýëåìåíòàì áëîêîâ R
(0)
0 è R

(1)
0 çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

R
(0)
0 =



α0,2(t+1)

α0,2t+1

· · ·
α0,2

α0,1

0


, R

(1)
0 =



0

α0,2(t+1) − α0,2t+1α
−1
0,1α0,2

· · ·
α0,3 − α0,2α

−1
0,1α0,2

0

0


, (7.62)

Øàã 2: Loop s := 2 , · · · , t+ 1

(a) íàéòè K×K ìàòðèöû ν0 , ν1 , ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.14), (7.15);

(b) âû÷èñëèòü H
(s)
00 è H

(s)
10 ;
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(c) âû÷èñëèòü îñòàòîê ðÿäà Ïàäå R
(s)
0 äëÿ ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå ñòåïåíè s

ïî ôîðìóëå (7.52);

(d) âû÷èñëèòü áëîê Qs,0 , ñîñòîÿùèé èç 2(t+ 1) ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ

ïîëèíîìà Q(s) ;

(e) âû÷èñëèòü K × K ìàòðèöû Zs , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Zs =

(QT
sAQs)

−1QT
sB :

i. âû÷èñëèòü QT
sB ïî ôîðìóëå (7.58);

ii. âû÷èñëèòü QT
sAQs ïî ôîðìóëå (7.34);

(f) âû÷èñëèòü G
(s)
0 è G

(s)
1 :

G
(s)
00 = G

(s−1)
00 +H

(s)
00 Zs, G

(s)
10 = G

(s−1)
10 +H

(s)
10 Zs. (7.63)

Øàã 3: Âû÷èñëèòü X̂0 ïî ôîðìóëå

X̂0 = K̂0
0G

(t−1)
00 + K̂1

0G
(t−1)
10

Øàã 4: Loop j := 1, · · · , n
Kt − 1

(a) âû÷èñëèòü n×K áëîêè Qj(t+1) è Qj(t+1)+1 ïî ôîðìóëå

Qj(t+1) = K̂0
jH

(t)
0j + K̂1

jH
(t)
1j ,

Qj(t+1)+1 = K̂0
jH

(t+1)
0j + K̂1

jH
(t+1)
1j .

(b) âû÷èñëèòü K̂0
j è K̂1

j

(c) âû÷èñëèòü αi = QT
jtA

iQjt , βi = QT
jt+1A

iQjt , äëÿ âñåõ i îò 0 äî 2(t+1) ;

(d) âû÷èñëèòü 2(t + 1) × K áëîêè R
(0)
j è R

(1)
j , èñïîëüçóÿ ëåììó 3 èç

ðàçäåëà 7.5

(e) Loop s := 2 , · · · , t+ 1

i. íàéòè K × K ìàòðèöû ν0 , ν1 , ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (7.14),

(7.15);
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ii. âû÷èñëèòü H
(s)
0j è H

(s)
1j ïî ôîðìóëå (7.51);

iii. âû÷èñëèòü îñòàòîê ðÿäà Ïàäå R
(s)
j äëÿ ïðèáëèæåíèÿ Ïàäå ñòåïåíè

s ïî ôîðìóëå (7.52);

iv. âû÷èñëèòü áëîê Qs,j , ñîñòîÿùèé èç 2(t + 1) ñòàðøèõ

êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà Q(jt+s) ;

v. âû÷èñëèòü K×K ìàòðèöû Zjt+s , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Zjt+s =

(QT
jt+sAQjt+s)

−1QT
jt+sB :

A. âû÷èñëèòü QT
jt+sB ;

B. âû÷èñëèòü QT
jt+sAQjt+s ïî ôîðìóëå (7.34);

vi. âû÷èñëèòü G
(s)
0j è G

(s)
1j :

G
(s)
0j = G

(s−1)
0j +H

(s)
0j Zjt+s, G

(s)
1j = G

(s−1)
1j +H

(s)
1j Zjt+s. (7.64)

(f) Âû÷èñëèòü X̂j ïî ôîðìóëå

X̂j = K̂0
jG

(t−1)
0j + K̂1

jG
(t−1)
1j

Øàã 5: Âû÷èñëèòü X n
K
ïî ôîðìóëå

X n
K
= X̂0 + X̂1 + · · ·+ X̂q−1.

Ñëîæíîñòü óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå

Àíàëèç ñëîæíîñòè óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå ìàëî ÷åì

îòëè÷àåòñÿ îò àíàëèçà ñëîæíîñòè ïðîñòîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå. Áîëüøàÿ

÷àñòü âû÷èñëåíèé â óíèâåðñàëüíîì ìåòîäå Ëàíöîøà-Ïàäå ÿâëÿåòñÿ êàëüêîé

ñ âû÷èñëåíèé â ïðîñòîì ìåòîäå Ëàíöîøà-Ïàäå. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò

îïðåäåëåííûå îòëè÷èÿ.

Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëåíèÿ ñ áëîêàìè H
(s)
0j , H

(s)
1j è R

(s)
0j , R

(s)
1j ñòàíîâÿòñÿ ïðîùå,

òàê êàê áëîêè ñòàíîâÿòñÿ êîðî÷å. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j

ñëîæíîñòü âû÷ècëåíèé ñ òàêèìè áëîêàìè äëÿ s îò 0 äî t+1 íå ïðåâîñõîäèò
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O(t2K3) , à ïîñêîëüêó ñàì ïàðàìåòð j èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî n
Kt , òî

ñëîæíîñòü îáùåé ðàáîòû ñ áëîêàìè íå ïðåâîñõîäèò O(ntK2) = O(n
2K
q ) , ÷òî â

q ðàç ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ïðîñòîãî ìåòîäà Ëàíöîøà-Ïàäå.

Âî-âòîðûõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì Ëàíöîøà-Ïàäå â óíèâåðñàëüíûé

àëãîðèòì äîáàâëÿåòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ îñòàòêà ðÿäà Ïàäå äëèíû 2(t + 1) äëÿ ïîëèíîìîâ âèäà

Q(jt)(x) c j îò 0 äî q − 1 . Ñëîæíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû îïðåäåëÿåòñÿ

ñëîæíîñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íèæíåé òðåóãîëüíîé

áëî÷íî òåïëèöåâîé ìàòðèöåé ðàçìåðà 2(t + 1) × 2(t + 1) (ñì. ëåììó 3).

Ñëîæíîñòü îäíîãî òàêîãî âû÷èñëåíèÿ íå âûøå O(t2K3) . Âñåãî æå òàêèõ

âû÷èñëåíèé q , q = n
Kt . Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñëîæíîñòü âñåõ òàêèõ

âû÷èñëåíèé O(ntK2) = O(n
2K
q ) .

Êðîìå òîãî, â óíèâåðñàëüíîì àëãîðèòìå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü 2(t +

1) ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ âñåõ Q -ïîëèíîìîâ. Ñëîæíîñòü ýòîé ãðóïïû

âû÷èñëåíèé, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, òàêæå îöåíèâàåòñÿ âûðàæåíèåì

O(n
2K
q ) .

Íàêîíåö, îñòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ è èõ ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàëèñü íàìè

â ýòîì ðàçäåëå âûøå. Ñîáèðàÿ âìåñòå îöåíêè ñëîæíîñòè, ïðèõîäèì ê

óòâåðæäåíèþ, ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

{ ñëîæíîñòü óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà} = O
(
pn2 +

n2K

q
+ nK2

)
. (7.65)

Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, óêàæåì, ÷òî íå ñëîæíî ïðåäúÿâèòü ñïîñîá ïàðàëëåëüíûõ

âû÷èñëåíèé íà ñèñòåìå ñ K óçëàìè, äëÿ êîòîðîé ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü

óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà Ëàíöîøà-Ïàäå ïðèìåò âèä

{ ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà} = O
(
pn2

K
+
n2

q
+ nK

)
. (7.66)

Ñðàâíèâàÿ (7.66) ñ (7.37), îòìåòèì, ÷òî â óíèâåðñàëüíîì ìåòîäå ñëàãàåìîå
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âèäà n2 ïåðåõîäèò â ñëàãàåìîå âèäà n2

q , ÷òî è äåëàåò íîâûé ìåòîä áîëåå

ýôôåêòèâíûì.

×åì æå ìû ïëàòèì? Íàïîìíèì, ÷òî óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïðåäïîëàãàåò

ÿâíîå âû÷èñëåíèå áëîêîâ âèäà Qjt è Qjt+1 . Êàæäîå òàêîå âû÷èñëåíèå ñâÿçàíî

ñ áîëüøèì îáìåíîì äàííûìè ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè. ×åì ìåíüøå t ,

òåì ÷àùå ïðîèñõîäèò òàêîé îáìåí, è âðåìÿ íà îáìåí óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ÷åì ìåíüøå t , òåì áîëüøå q è òåì ìåíüøå ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü

àëãîðèòìà.
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×àñòü IV

Çàêëþ÷åíèå
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Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ðÿä íîâûõ àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî óïðîùàþùèõ

çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è ôàêòîðèçàöèè è íåêîòîðûõ ñìåæíûõ

çàäà÷, à òàêæå ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå äîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ñåðòèôèöèðîâàííîé çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è çàäà÷è Äèôôè-

Õåëëìýíà ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ îïåðàöèè íå ñëîæíåå

ãðóïïîâîé è ðàáîòàþùèõ â èñõîäíîé ãðóïïå è ñâÿçàííûõ ñ íåþ ïî äåðåâó

Ïðàòòà ãðóïïàõ, â ñëó÷àå, êîãäà ðàñòóùèé ïîðÿäîê èñõîäíîé ãðóïïû

èìååò äåðåâî Ïðàòòà ñ îãðàíè÷åííûìè äëèíàìè âåòâåé. Â îáùåì ñëó÷àå,

ïîëó÷åíà ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ñëîæíîñòè ýòèõ çàäà÷. Ïðåäëîæåííûé â

äàííîé ãëàâå ïîäõîä ïðèìåí¼í ê àíàëèçó ñòîéêîñòè Ðîññèéñêîãî ñòàíäàðòà

öèôðîâîé ïîäïèñè ÃÎÑÒ Ð 34.10-2012 ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â

ñëó÷àå, êîãäà p − 1 "õîðîøî"ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ è Äèôôè-Õåëëìýíà â ãðóïïå ïðîñòîãî ïîðÿäêà

p , íà ñòàíäàðòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíû.

Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ñòàíäàðòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Äàííûå ðåçóëüòû

ìîãóò ñâèäåòåëüñòâàòü î ñëàáîñòè äåéñòâóþùåãî ñòàíäàðòà ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû åãî óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíû îöåíêè íà âåëè÷èíó è êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ

äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà p − 1 , êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò äåðåâî Ïðàòòà è ìîãóò

áûòü ïðèìåíåíû ê îïèñàííûì àòàêàì íà ÃÎÑÒ Ð 34.10-2012, à òàêæå ê àòàêàì

íà åãî ñòàðóþ âåðñèþ: ÃÎÑÒ Ð 34.10-94, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â ÷åòâ¼ðòîé

ãëàâå.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîàíàëèçèðîâàíû íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûå â àëãåáðå

íåêîììóòàòèâíûå îïåðàöèè íà ïðåäìåò ïðèìåíåíèÿ èõ â ñõåìå îòêðûòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Â.Ì.Ñèäåëüíèêîâà. Ïîñòðîåíû ïîëèíîìèàëüíûå

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìûõ
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îïåðàöèé. Òåì ñàìûì äîêàçàíà íåñòîéêîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû ïðè

èñïîëüçîâàíèè ýòèõ îïåðàöèé. Ïðåäëîæåíà íîâàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëîâ ñòåïåííîãî âû÷åòà, ñòîéêàÿ îòíîñèòåëüíî

ðàññìîòðåííûõ àòàê.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïðåäëîæåíà àòàêà íà ñòàðûé ñòàíäàðò öèôðîâîé

ïîäïèñè ÃÎÑÒ Ð 34.10-1994. Óíèâåðñàëüíàÿ ïîääåëêà ïîäïèñè â ýòîì ñòàíäàðòå

ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèÿ x = Rx(modp) îòíîñèòåëüíî x ∈ {0, . . . , p −
1} . Ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè íà ÷èñëî ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ïàð (R, x) . Äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê êîíñòðóêòèâíûå, òî åñòü ïîçâîëÿþò

ñòðîèòü óêàçàííûå ïàðû âåðîÿòíîñòíûì ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì. Ýòî

äåëàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé (modp) , íàèìåíüøèé

ïîëîæèòåëüíûé âû÷åò êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñò ñ p− 1 . Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ïîëó÷åíû òî÷íûå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå òàêèå ïàðû. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî

ÃÎÑÒ Ð 34.10-1994 ÿâëÿëñÿ îñíîâîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ñòàíäàðòîâ

ÃÎÑÒ Ð 34.10-2001 è ÃÎÑÒ Ð 34.10-2012, äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìîå

ñðàâíåíèå ìîäèôèöèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òî÷åê íà

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé è ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóòî àíàëîãè÷íîìó àíàëèçó.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ àëãîðèòìà ñïóñêà Âåéëÿ äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ãðóïïå òî÷åê ýëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ Ìàìôîðäà äèâèçîðîâ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçàíà òåîðåìà, õàðàêòåðèçóþùàÿ

ÿäðî ñïóñêà Âåéëÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2. Ýòà òåîðåìà

âûäåëÿåò ñëó÷àé, â êîòîðîì îáðàç ãîìîìîðôèçìà, íàçûâàåìîãî ñïóñêîì Âåéëÿ,

ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì è äàæå ñîäåðæèò òó æå ñòåïåíü äâîéêè, ÷òî

è ïðîîáðàç. Ïîýòîìó ñïóñê Âåéëÿ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåí¼í äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.

Â øåñòîé ãëàâå ïîëó÷åíû íîâûå áëî÷íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ áîëüøèõ

246



ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåííûå íîâûå àëãîðèòìû

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé Ïàäå ê ïðîèçâîëüíûì ôîðìàëüíûì

ðÿäàì ïî îòðèöàòåëüíûì è ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ôîðìàëüíîé

ïåðåìåííîé ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèìåíåíû ê ïîñòðîåíèþ

îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà è ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ áëî÷íûõ ïðèáëèæåíèé

äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà âûñêàçàíà è ðåàëèçîâàíà

âïåðâûå. Óêàçàííûå àëãîðèòìû äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî

èñïîëüçîâàíèÿ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ îòäåëüíî

íà ïîñëåäîâàòåëüíîé îðòîãîíàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà (àëãîðèòì

Ìîíòãîìåðè) è íà ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèé ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ñ ìàòðè÷íûìè

êîýôôèöèåíòàìè (àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà). Äàííûé ïîäõîä èìååò

õîðîøèå ïàðàëëåëüíûå ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ

áîëüøîãî êëàñòåðà ïðè ðåøåíèè áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé. Ïîýòîìó, ïðè àíàëèçå ñòîéêîñòè ñèñòåì çàùèòû èíôîðìàöèè,

îñíîâàííûõ íà ñëîæíîñòè çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë, íàäî ó÷èòûâàòü

âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ íîâîãî ìåòîäà íà áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñàõ,

ñâÿçàííûõ ìåäëåííûìè êàíàëàìè (Èíòåðíåò).

Ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì èç øåñòîé ãëàâû, êîòîðóþ ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ àòàêè íà ñõåìó RSA, âíåäðåíà â ÎÀÎ ”Êîíöåðí

”Àâòîìàòèêà” , î ÷åì èìååòñÿ àêò âíåäðåíèÿ.

Â ñåäüìîé ãëàâå òåõíèêà 6 ãëàâû ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àé áîëüøîãî êîíå÷íîãî

ïîëÿ. Ïîëó÷åííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì íàä òàêèì

ïîëåì ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í ê ðåøåíèþ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

â êîíå÷íîì ïîëå.
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×àñòü V

Ïðèëîæåíèå
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû â

ìåòîäå ñïóñêà Âåéëÿ

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ â ýòîì ïîäðàçäåëå óòâåðæäåíèé ìîæíî

íàéòè â [48, ãë.2, ÷àñòü 1]. Áëèçêèå èçëîæåíèÿ � â [132, 133, 134].

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàññìîòðåííûõ îáúåêòîâ ìîæíî ïîñìîòðåòü [135,

136, 137, 138, 139, 103]. Èçëîæåííûå çäåñü îïðåäåëåíèÿ è èõ ñâîéñòâà äàíû â

åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ è íåîáõîäèìû äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïÿòîé

ãëàâû.

Òî÷êè

Ïóñòü K - ïîëå ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè, K(x) - ïîëå ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé îò ïåðåìåííîé x , F - àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå K(x) êîíå÷íîé

ñòåïåíè. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòî â F , ò.å. êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ F � àëãåáðàè÷åñêèé íàä K ,

ïðèíàäëåæèò K . Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè ïîëå K áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîëåì

êîíñòàíò F .

Ïîäêîëüöî v ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ, åñëè îíî

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) v ñîäåðæèò ïîëå K ;
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2) v íå ñîâïàäàåò ñ F ;

3) åñëè ýëåìåíò z èç F íå ñîäåðæèòñÿ â v , òî z−1 ñîäåðæèòñÿ â v .

Íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ v îáðàçóþò ìàêñèìàëüíûé

èäåàë p â êîëüöå v .

Òî÷êîé ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî p ïîëÿ F , ÿâëÿþùååñÿ èäåàëîì

íåêîòîðîãî êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ v ïîëÿ F , ñîñòîÿùèì èç âñåõ íåîáðàòèìûõ

ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà.

Êîëüöî v îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì p . Ôàêòîðêîëüöî Σ = v/p

åñòü ïîëå. Ýòî ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëåì âû÷åòîâ â òî÷êå p . Îíî âñåãäà

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K êîíå÷íîé ñòåïåíè. Ñòåïåíü

ýòîãî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ òî÷êè è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ d(p) .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîë ∞ óäîâëåòâîðÿåò îáû÷íûì àëãåáðàè÷åñêèì

ïðàâèëàì. Òî÷êà p ïîëÿ F çàäàåò îòîáðàæåíèå

ψ : F −→ {Σ,∞}

ïîëÿ F â ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç Σ è ∞ , óäîâëåòâîðÿþùåå îáû÷íûì

ïðàâèëàì äëÿ ãîìîìîðôèçìîâ

ψ(a+ b) = ψ(a) + ψ(b), ψ(ab) = ψ(a)ψ(b),

(åñëè òîëüêî âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ôîðìóë, îïðåäåëåíû)

è òàêîå, ÷òî ψ(1) = 1 . Ýëåìåíòû èç F , êîòîðûå íå ïåðåâîäÿòñÿ â ∞ ,

íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè â ýòîé òî÷êå, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ

áåñêîíå÷íûìè.

Ýëåìåíòû ïîëÿ F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå òî÷åê

ýòîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü èõ ôóíêöèÿìè.

Êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ v òî÷êè p ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò t , ÷òî p = tv è

∩∞
n=1t

nv = {0} . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ F ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n (îíî

ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì), ÷òî a ∈ tnv . Íàèáîëüøåå èç òàêèõ ÷èñåë
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íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà t â òî÷êå p è îáîçíà÷àåòñÿ νp(a) . Äëÿ ëþáûõ

íå ðàâíûõ íóëþ ýëåìåíòîâ a, b ∈ F ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

νp(ab) = νp(a) + νp(b), νp(a+ b) ≥ min{νp(a), νp(b)}. (1.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ νp(0) = ∞ . Ôóíêöèÿ νp íå çàâèñèò îò âûáîðà

ýëåìåíòà t , ñ óñëîâèåì p = tv . Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé

ïîðÿäêà â òî÷êå p . Ýëåìåíòû t ïîëÿ F , äëÿ êîòîðûõ νp(t) = 1 , íàçûâàþòñÿ

óíèôîðìèçèðóþùèìè ïåðåìåííûìè, èëè ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè â òî÷êå p .

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ ñì. â [140], ãë.1, òåîðåìà 2.

Ïóñòü p - òî÷êà ïîëÿ F . Åñëè ýëåìåíò a ∈ F ïðèíàäëåæèò p , òî ãîâîðÿò,

÷òî p ÿâëÿåòñÿ íóëåì ýëåìåíòà a . Åñëè æå a−1 ∈ p , òî ãîâîðÿò, ÷òî p

ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì a . Áîëåå òîãî, ïðè νp(a) > 0 ãîâîðÿò, ÷òî p ÿâëÿåòñÿ íóëåì

ïîðÿäêà νp(a) äëÿ ýëåìåíòà a è ïðè νp(a) < 0 � ïîëþñîì ïîðÿäêà −νp(a) .
Òî÷êè ïîëÿ K(x)

Ïóñòü f(x) - íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí êîëüöà K(x) è vf - ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ u = g/h , ãäå g, h ∈ K[x] , ïðè÷åì h íå äåëèòñÿ íà f . Ìíîæåñòâî

vf åñòü êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ K(x) . Îáîçíà÷èì pf ñîîòâåòñòâóþùóþ

òî÷êó. ßñíî, ÷òî pf ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà (fg)/h , ãäå g è h �

ìíîãî÷ëåíû îò x , ïðè÷åì h íå äåëèòñÿ íà f .

Åùå îäèí ïðèìåð. Îáîçíà÷èì v∞ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ u = g/h , ãäå g, h ∈
K[x] , ïðè÷åì deg g ≤ deg h . Ýòî ìíîæåñòâî òàêæå åñòü êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ

ïîëÿ K(x) . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òî÷êà ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà

g/h , ãäå g è h � ìíîãî÷ëåíû îò x , ïðè÷åì deg g < deg h .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè x′ = x−1 èìååì K(x′) = K(x) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

êàæäîìó íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó îò x′ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K òàêæå

ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà ïîëÿ K(x) . Â ÷àñòíîñòè, vx′ = v∞ .

Óêàçàííûìè ïðèìåðàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå òî÷êè ïîëÿ K(x) .

Äèâèçîðû

Â îòëè÷èå îò êíèãè [140] ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ àääèòèâíîé çàïèñè
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äèâèçîðîâ.

Êàæäîé òî÷êå p ïîëÿ F ñîïîñòàâèì öåëîå ÷èñëî n(p) òàê, ÷òîáû n(p) ̸=
0 òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê p . Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ

äèâèçîðîì ïîëÿ E è îáîçíà÷àåòñÿ D =
∑

p n(p)p .

Åñëè p1, . . . , ph � âñå òî÷êè ïîëÿ F , âõîäÿùèå â äèâèçîð D , ò.å. âñå òî÷êè

ïîëÿ F , äëÿ êîòîðûõ ni = n(pi) ̸= 0 , òî óïîòðåáëÿåòñÿ çàïèñü D =
∑h

i=1 nipi .

Äèâèçîðû êàê ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå òî÷åê ïîëÿ F ìîæíî ñêëàäûâàòü, è

òîãäà îíè îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ Div(F ) .

Ñòåïåíüþ äèâèçîðà íàçûâàåòñÿ ñóììà

degD =
∑
p

d(p)n(p),

ãäå d(p) - ñòåïåíü òî÷êè p .

Äèâèçîðû ñòåïåíè 0 îáðàçóþò ïîäãðóïïó â Div(F ) , êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ

Div0(F ) . Äèâèçîð íàçûâàåòñÿ öåëûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè p ïîëÿ F

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n(p) ≥ 0 . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ F, a ̸= 0

ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê p , äëÿ êîòîðûõ νp(a) > 0 (ñì.

[140], ãë.1, ëåììà 1).

Åñëè p1, . . . , ph - âñå ðàçëè÷íûå íóëè ýëåìåíòà a ̸= 0 èç ïîëÿ F , è ni =

νpi(a) , òî äèâèçîð
∑h

i=1 nipi íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì íóëåé ýëåìåíòà a .

Òåîðåìà 1.1. Åñëè ýëåìåíò a èç F íå ïðèíàäëåæèò K , òî ñòåïåíü äèâèçîðà

íóëåé ýòîãî ýëåìåíòà ðàâíà [F : K(a)] .

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. [140], ãë.1, òåîðåìà 4.

Åñëè ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìåíèòü ê ýëåìåíòó a−1 (âìåñòî a ), òî ïîëó÷èì,

÷òî ýëåìåíò a èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëþñîâ. Åñëè q1, . . . , qℓ - âñå

ðàçëè÷íûå ïîëþñà ýëåìåíòà a , è mi = −νqi(a) , òî öåëûé äèâèçîð
∑ℓ

i=1miqi

íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì ïîëþñîâ ýëåìåíòà a . Òàê êàê K(a−1) = K(a) , òî

ñïðàâåäëèâî
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Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè ýëåìåíò a èç F íå ïðèíàäëåæèò K , òî ñòåïåíü

äèâèçîðà ïîëþñîâ ýòîãî ýëåìåíòà ðàâíà [F : K(a)] .

Âî ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ äèâèçîð

h∑
i=1

nipi −
ℓ∑

i=1

miqi

íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì ýëåìåíòà a . Ýòîò äèâèçîð îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (a) .

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà è åå ñëåäñòâèå îçíà÷àþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.2. Ñòåïåíü äèâèçîðà ëþáîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ýëåìåíòà ïîëÿ F

ðàâíà 0 .

Â ñèëó (1.1) äèâèçîðû âèäà (a) (ãëàâíûå äèâèçîðû) îáðàçóþò ïîäãðóïïó P (F )

â ãðóïïå Div0(F ) äèâèçîðîâ íóëåâîé ñòåïåíè. Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû Div0(F )

ïî ïîäãðóïïå ãëàâíûõ äèâèçîðîâ P (F ) áóäåò íàçûâàòüñÿ ÿêîáèàíîì ïîëÿ F è

îáîçíà÷àòüñÿ J(F ) .

Äâà äèâèçîðà áóäóò íàçûâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíûìè äðóã äðóãó, åñëè èõ

ðàçíîñòü åñòü ãëàâíûé äèâèçîð.

Êâàäðàòè÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ K(x)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òåïåðü, ÷òî [F : K(x)] = 2 , ò.å. ïîëå F åñòü

êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé K(x) . Â ýòîì ñëó÷àå

íàéäåòñÿ ýëåìåíò y ∈ F óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

y2 + f(x)y + h(x) = 0, (1.2)

ãäå f(x), h(x) ∈ K[x] è òàêîé, ÷òî F = K(x, y) . Ìíîãî÷ëåí H(Y ) = Y 2 +

f(x)Y + h(x) , î÷åâèäíî, íåïðèâîäèì íàä ïîëåì K(x) .

Â ñëó÷àå, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K ðàâíà 2, áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå,

÷òî f(x) ̸= 0 . Ïîñëåäíåå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå êðàòíûõ êîðíåé

ó ìíîãî÷ëåíà H(Y ) . Îíî òàêæå îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå êðàòíûõ êîðíåé

ó ìèíèìàëüíîãî íàä K(x) ìíîãî÷ëåíà ëþáîãî ýëåìåíòà ïîëÿ F . Äðóãèìè
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ñëîâàìè, ýòî ñâîéñòâî ðàñøèðåíèÿ F ⊃ K(x) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíîñòüþ.

Ïîäðîáíîñòè ñì. [141], ãë.7, ï.4.

Ëåììà 1.1. Êàæäûé èäåàë êîëüöà K[x, y] èìååò K[x] - áàçèñ âèäà (a, b+ cy) ,

ãäå a, b, c ∈ K[x] , a ̸∈ K , ïðè÷åì

1. ìíîãî÷ëåíû a, b äåëÿòñÿ íà c , deg b < deg a è ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíîâ a, c ðàâíû 1;

2. ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

b2 − fbc+ hc2 ≡ 0 (mod ac).

Îáîçíà÷èì áóêâîé A ïîäêîëüöî ïîëÿ F , ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ F öåëûõ

íàä K[x] (öåëîå çàìûêàíèå êîëüöà K[x] â F (ñì. [141], ãë.9, ï.1).

Ëåììà 1.2. Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K ðàâíà 2, ìíîãî÷ëåí f(x) â (1.2)

îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò ω ∈ A , ÷òî F = K(x, ω)

è A = K[x] + ωK[x] .

Óìíîæåíèå èäåàëîâ

Çàìåíèâ îáðàçóþùóþ ïîëÿ F íàä K(x) , ìîæíî ñ÷èòàòü â ñèëó ëåììû

1.2, ÷òî êîëüöî K[x, y] åñòü öåëîå çàìûêàíèå K[x] â F è ñëåäîâàòåëüíî

öåëîçàìêíóòî â ïîëå F .

Êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ A íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâûì,

åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

1. A íåòåðîâî, ò.å. êàæäûé èäåàë â A èìååò êîíå÷íûé áàçèñ êàê A ìîäóëü.

2. Êàæäûé íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â A ìàêñèìàëåí.

3. A öåëîçàìêíóòî â ñâîåì ïîëå ÷àñòíûõ.

Òåîðåìà 1.3. Êîëüöî A = K[x, y] äåäåêèíäîâî.

Òåîðåìà 1.4. Ëþáîé íåíóëåâîé èäåàë äåäåêèíäîâîãî êîëüöà îäíîçíà÷íî

ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [142], ñëåäñòâèå 9.4.

Ñîîòâåòñòâèå èäåàëîâ è äèâèçîðîâ

Ïóñòü p - ïðîñòîé èäåàë êîëüöà A , L - ïîëå ÷àñòíûõ A . Ñèìâîëîì Ap

îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ a/s ∈ L , ÷òî a ∈ A, s ̸∈ p .

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî è p ⊂ A � íåíóëåâîé ïðîñòîé

èäåàë. Òîãäà Ap åñòü êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êîé p ïîëÿ

÷àñòíûõ L ñëóæèò ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ a/s , a ∈ p , s ̸∈ p , ò.å.

ìíîæåñòâî p = pAp .

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [142], òåîðåìà 9.3.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü A - êîëüöî, ñîäåðæàùååñÿ â ïîëå L . Ýëåìåíò α ïîëÿ

L òîãäà è òîëüêî òîãäà öåë íàä A , êîãäà α ëåæèò âî âñÿêîì êîëüöå

íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ L , ñîäåðæàùåì A .

Ñì. [141], ãë.13, ïðåäëîæåíèå 16.

Ïóñòü äàëåå A = A = K[x, y] è L = F . Òåîðåìà 1.5 ñîïîñòàâëÿåò

êàæäîìó ïðîñòîìó èäåàëó p êîëüöà K[x, y] íåêîòîðóþ òî÷êó p = pAp ïîëÿ F .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ðàçëè÷íûì èäåàëàì p1, p2 ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå

òî÷êè p1, p2 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýëåìåíò a ∈ K[x, y] òàêîâ, ÷òî a ∈ p1 ,

a ̸∈ p2 , òî a ∈ p1 , a ̸∈ p2 .

Ëåììà 1.3. Åñëè v êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ F è m - ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òî÷êà F , ïðè÷åì x ∈ v , òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé èäåàë p ⊂ A = K[x, y] òàêîé,

÷òî v = Ap è m = pA .

Ëåììà 1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f(x), h(x) , ñì. (1.2),

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

deg h = 2g + 1, deg f(x) ≤ g, (1.3)

ãäå g - íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà â ïîëå F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êîëüöî

íîðìèðîâàíèÿ (îíî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ v∞ ), íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíò x .
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Òî÷êà ïîëÿ F , ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîëüöó íîðìèðîâàíèÿ v∞ , áóäåò

îáîçíà÷àòüñÿ p∞ .

Ïóñòü a - íåòðèâèàëüíûé èäåàë êîëüöà A = K[x, y] , öåëîçàìêíóòîãî â

ïîëå K(x, y) . Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð ïðîñòûõ

èäåàëîâ p1, . . . , pr êîëüöà A è åäèíñòâåííûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, . . . , nr

òàêèå, ÷òî

a = pn1

1 · · · pnr
r . (1.4)

Îáîçíà÷èì pj òî÷êè ïîëÿ F , ñîîòâåòñòâóþùèå èäåàëàì pj , (ñì. òåîðåìó 1.5

è ëåììó 1.3.). Â äàëüíåéøåì ñèìâîëîì div(a) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ äèâèçîð

div(a) =
r∑

j=1

njpj ∈ Div(F ).

ßñíî, ÷òî ýòî îáîçíà÷åíèå çàâèñèò îò âûáîðà êîëüöà A ⊂ F . Îäíàêî âûáðàâ è

ôèêñèðîâàâ ýòî êîëüöî, ìû ñìîæåì îáîçíà÷àòü òàêèì ñïîñîáîì ëþáîé öåëûé

äèâèçîð (ò.å. nj ≥ 0 ) ñ óñëîâèåì, ÷òî âñå âõîäÿùèå â íåãî òî÷êè êîíå÷íû, ò.å.

ñîäåðæàò êîëüöî A .

Åñëè èäåàë a èìååò âèä a = {a, y+b} (ñì. ëåììó 1), òî âìåñòî div(a) áóäåì

òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå div(a, b) .

Î÷åâèäíî, ðàâåíñòâî

div(ab) = div(a) + div(b),

ò.å. îòîáðàæåíèå div åñòü èçîìîðôèçì ïîëóãðóïïû èäåàëîâ êîëüöà A íà

ïîëóãðóïïó öåëûõ äèâèçîðîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ â êîíå÷íûõ òî÷êàõ.

Ãðóïïà êëàññîâ èäåàëîâ

Äâà íåòðèâèàëüíûõ (îòëè÷íûõ îò (0) è A ) èäåàëà a, b êîëüöà A
íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè (ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå

ýëåìåíòû α, β ∈ A , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(α)a = (β)b. (1.5)
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Ïîäîáèå åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è êëàññû ïîäîáíûõ èäåàëîâ

îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ

èäåàëîâ ïîëÿ F . Îòíîøåíèå ïîäîáèÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ a s b , à êëàññ

ïîäîáíûõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèé èäåàë a , � ñèìâîëîì [a] .

ßêîáèàí è ãðóïïà êëàññîâ èäåàëîâ

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü êîëüöî K[x, y] öåëîçàìêíóòî â ïîëå K(x, y) è ýòî ïîëå

îáëàäàåò îäíîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé p∞ ñòåïåíè 1. Òîãäà ÿêîáèàí ïîëÿ

F èçîìîðôåí ãðóïïå êëàññîâ èäåàëîâ êîëüöà A .

Ýòîò èçîìîðôèçì çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îòîáðàæåíèåì. Ñîïîñòàâèì èäåàëó

a äèâèçîð D ∈ Div0(F ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ : a −→ D =
r∑

j=1

njpj − np∞ = div(a)− dega · p∞,

ãäå n = n1 + · · ·+ nr .

Êîíîðìà è íîðìà

Ïóñòü E ⊂ F � äâà ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èõ ïîëÿ êîíñòàíò

îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî L è K . Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî

L = K ∩E . Íèæå ìû óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äèâèçîðàìè

ïîëåé E è F .

Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà P ïîëÿ F ëåæèò íàä òî÷êîé p ïîëÿ E , åñëè p ⊂ P .

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì p , à p ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì

P íà E , è ýòî îáîçíà÷àåòñÿ P |p .

Ëåììà 1.5. Âî ââåäåííûõ âûøå óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ýêâèâàëåíòíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. P |p ;
2. vp ⊂ vP ;

3. ñóùåñòâóåò öåëîå e ≥ 1 òàêîå, ÷òî νP (α) = eνp(α) äëÿ âñåõ α ∈ E .
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Áîëåå òîãî, åñëè P |p , òî

p = P ∩ E, vp = vP ∩ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [143], ãë. 3, ïðåäëîæåíèå III.1.4.

Öåëîå ÷èñëî e èç ôîðìóëèðîâêè ëåììû íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì âåòâëåíèÿ

P íàä p . Ýòîò èíäåêñ îáîçíà÷àåòñÿ e(P |p) . Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò âëîæåíèå ïîëåé âû÷åòîâ Ep = vp/p −→ FP = vP/P , ïðè êîòîðîì

α (mod p) ïåðåâîäèòñÿ â α (mod P ) . Ðàñøèðåíèå FP ⊃ Ep ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,

àëãåáðàè÷åñêèì, è åãî ñòåïåíü f(P |p) = [FP : Ep] íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé

ñòåïåíüþ òî÷êè P íàä p .

Ëåììà 1.6. 1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P ïîëÿ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

p ïîëÿ E ñ óñëîâèåì P |p , à èìåííî p = P ∩ E .

2. Îáðàòíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè p ïîëÿ E ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà,

ïðîäîëæàþùàÿ åå òî÷êà P ïîëÿ F . Ìíîæåñòâî òàêèõ ïðîäîëæåíèé êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [143], ãë. 3, Ïðåäëîæåíèå III.1.7.

Îïðåäåëèì òåïåðü îòîáðàæåíèå êîíîðìû èç ãðóïïû äèâèçîðîâ Div (E) ïîëÿ

E â ãðóïïó Div (F ) äèâèçîðîâ ïîëÿ F .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ïîëÿ E îïðåäåëèì åå êîíîðìó ðàâåíñòâîì

ConF/E(p) =
∑
P |p

e(P |p) · P,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì P ïîëÿ F , ïðîäîëæàþùèì òî÷êó

p . Äëÿ êàæäîãî äèâèçîðà D =
∑

p n(p)p ∈ Div (E) îïðåäåëèì åãî êîíîðìó

ðàâåíñòâîì

ConF/E(D) =
∑
p

n(p)ConF/E(p).

Ëåììà 1.7. Åñëè a � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ E è (a)E ∈ Div (E) , (a)F ∈
Div (F ) � ãëàâíûå äèâèçîðû, îïðåäåëåííûå ýëåìåíòîì a â ïîëÿõ E è F

ñîîòâåòñòâåííî, òî

ConF/E((a)
E) = (a)F .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [143], ãë. 3, Ëåììà III.1.10.

Â ÷àñòíîñòè, ýòà ëåììà îçíà÷àåò, ÷òî îáðàçîì ãëàâíîãî äèâèçîðà ïðè

îòîáðàæåíèè êîíîðìû âëÿåòñÿ ãëàâíûé äèâèçîð, è ïîòîìó ýòî îòîáðàæåíèå

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ.

Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ äèâèçîðà ïî áàçå.

Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü k � ïîëå èç q = 2r ýëåìåíòîâ, u(x) è v(x) � ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì

k, degv(x) ≤ g, degv(x) = 2g + 1 , ãäå g � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1 . Òîãäà

óðàâíåíèå

y2 + u(x)y + v(x) = 0 (1.6)

çàäàåò ãèïåðýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ðîäà g , îïðåäåëåííóþ íàä ïîëåì k .

Íàçîâåì áàçîé äèâèçîðîâ ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî B , ñîñòîÿùåå

èç ïàð ìíîãî÷ëåíîâ (a(x), b(x)) , îïðåäåëåííûõ íàä ïîëåì k è îáëàäàþùèõ

ñâîéñòâàìè:

deg b(x) < deg a(x) ≤ g (1.7)

b2 + ub+ v = 0 (moda), (1.8)

è ìíîãî÷ëåí a(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì k .

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 5, ýòè ïàðû âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò

êëàññàì äèâèçîðîâ ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè div(a, b) .

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü äàí äèâèçîð D = (a, b) è òðåáóåòñÿ ðàçëîæèòü åãî ïî áàçå B = {Di}
(Di � äèâèçîð, i ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ), èëè óñòàíîâèòü,

÷òî ýòî íåâîçìîæíî.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà.

Øàã 1. Ïðîâåðèòü, ðàñêëàäûâàåòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí a íà ìíîæèòåëè ai , ãäå

ai � ïåðâûå êîìïîíåíòû äèâèçîðîâ Di èç áàçû B . Åñëè ðàçëîæèòü íå óäàåòñÿ,
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òî ýòî çíà÷èò, ÷òî äàííûé äèâèçîð íå ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçå. Åñëè íàéäåíî

ïðåäñòàâëåíèå a =
s∏

i=1

akii , èäåì íà øàã 2.

Øàã 2. Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå D =
s∑

i=1

εikiDi , ãäå εi ∈ {−1, +1}.

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü çíàêè: εi = 1 , åñëè b = bi (mod ai) , è εi = −1 , åñëè

b = bi + u (mod ai) .

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà.

Åñëè a íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ai , çíà÷èò, ñóùåñòâóåò x0 ∈ F q

òàêîé, ÷òî a(x0) = 0, ai(x0) ̸= 0 äëÿ âñåõ i . Òî åñòü òî÷êà P (x0, y0) ,

ïðèíàäëåæàùàÿ ñïåêòðó äèâèçîðà D , íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðàì äèâèçîðîâ èç

áàçû B , è ïîýòîìó åãî ðàçëîæåíèå ïî ýòîé áàçå íåâîçìîæíî.

Ïóñòü òåïåðü ðàçëîæåíèå a(x) íà ìíîæèòåëè â øàãå 1 íàéäåíî. Óðàâíåíèå

t2+u(x)t+v(x) = 0 â ïîëå k[x]/ai(x) èìååò òîëüêî äâà, âîçìîæíî, îäèíàêîâûõ

ðåøåíèÿ: bi, bi + u , ïîýòîìó b(x) ≡ bi(x)(mod(ai(x))) , èëè b(x) ≡ bi(x) +

u(x)(mod(ai(x))) . Åñëè òî÷êà P (x0, y0) ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó äèâèçîðà D ,

òî a(x0) = 0, b(x0) = y0 , è äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíåíî: ai(x0) = 0, bi(x0) =

y0èëèbi(x0) = y0 + u(x0) . Òåïåðü bi(x0) = y0 ⇔ bi(x0) = b(x0) . Ïîñêîëüêó ýòî

äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî êîðíÿ x0 ìíîãî÷ëåíà ai , òîai|b− bi .

Ïîñòðîåíèå áàçû äèâèçîðîâ.

Áàçà äèâèçîðîâ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàþòñÿ âñå íåïðèâîäèìûå

ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì k ñòåïåíè íå âûøå c . Ïàðàìåòð c âëèÿåò íà ðàçìåðû

ìàòðèö, êîòîðûå íóæíî áóäåò ïðèâîäèòü, ïîýòîìó îí ìîæåò áûòü âûáðàí

ýìïèðè÷åñêè, èñõîäÿ èç õàðàêòåðèñòèê âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è âðåìåíè

ðàáîòû àëãîðèòìîâ. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü ðàçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêè, ýòîò

ïàðàìåòð íàäî âûáèðàòü òàê:

c = ⌈logq(L(ρ))⌉, L(ρ) = exp(ρ
√
g ln(q) ln(g ln(q))), (1.9)
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ρ = min

(√
2

4
;

1

2
√
θ

(√
θ + 3

3
− 1

))
, θ =

g

ln q
.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà a(x) íàõîäèì ìíîãî÷ëåí b(x) ,

óäîâëåòâîðÿþùèé ñðàâíåíèþ (1.8) (àëãîðèòì ïðîâåðêè îïèñàí íèæå). Åñëè

ìíîãî÷ëåí b(x) ñóùåñòâóåò, òî îïèñàííûé íèæå àëãîðèòì åãî íàõîäèò è

äèâèçîð D = (a, b) äîáàâëÿåòñÿ â áàçó.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (1.8) .

Ïóñòü k = Z2[t]
f(t) , ãäå deg f(t) = r . Îáîçíà÷èì L = k[x]

a(x) , ãäå ìíîãî÷ëåí

a(x) � íåïðèâîäèìûé ñòåïåíè n . Òîãäà L � êîíå÷íîå ïîëå èç 2n ýëåìåíòîâ.

Ôàêòè÷åñêè íàì íàäî òåïåðü ðåøèòü óðàâíåíèå (1.8) â ýòîì ïîëå. Çàìåòèì,

÷òî åñëè a(x) íå äåëèò u(x) , òî, äîìíîæàÿ (1.8) íà (u−1)
2
, ñâåäåì (1.8) ê âèäó

z2 + z + w = 0 (mod a), (1.10)

ãäå z = bu−1 , w = vu−2 .

Íåèçâåñòíûé ýëåìåíò z ïîëÿ L ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó 1, x, . . . , xn−1 ,

à çàòåì êàæäûé êîýôôèöèåíò â ïîëó÷åííîì ðàçëîæåíèè ðàññìîòðåòü êàê

ýëåìåíò ïîëÿ k è ðàçëîæèòü ïî áàçèñó 1, t, . . . , tr−1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

z =
∑
i,j

zijt
ixj, (1.11)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî i = 0, . . . , r− 1 è j = 0, . . . , n− 1 ,

à zij ∈ Z2 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íàáîð âåëè÷èí αl
ij ∈ Z2 , i = 0, . . . , r−1 , j = 0, . . . , n−

1 , l = 0, . . . , 2n − 2 , îïðåäåëÿåìûå ðàçëîæåíèåì (àíàëîãè÷íûì ðàçëîæåíèþ

(1.11)) ñòåïåíåé xl ïî áàçèñó tixj :

xl =
∑
i,j

αl
ijt

ixj, l = 0, . . . , 2n− 2. (1.12)
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Cóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî i = 0, . . . , r − 1 , j = 0, . . . , n− 1 .

Íàáîð βk
s ∈ Z2 îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèÿìè:

tk =
∑
s

βk
s t

s, k = 0, . . . , 3(r − 1), (1.13)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè èäåò ïî s = 0, . . . , r − 1 .

Çàìåòèì, ÷òî íàáîðû {αl
ij} è {βk

s} ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè, ò.ê. îíè

ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíû íà îñíîâå èçâåñòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(t) è

a(x) . Íà ñàìîì äåëå, ýòàï íàáîðà áàçû äèâèçîðîâ çàíèìàåò î÷åíü ìàëîå âðåìÿ â

ñðàâíåíèè ñ íàáîðîì ñîîòíîøåíèé, ïîýòîìó êàêîå-ëèáî îïòèìèçèðîâàíèå ýòîãî

ïðîöåññà íå èìååò áîëüøîãî ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (1.10). Ïåðåíåñåì w â ïðàâóþ ÷àñòü, òîãäà

ëåâàÿ ÷àñòü áóäåò ëèíåéíà ïî z . Ðàçëîæèì z è w ïî áàçèñó, êàê ýòî ñäåëàíî

â (1.11), çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ íàáîðàìè ÷èñåë (1.12) è (1.13) äëÿ ðàçëîæåíèÿ

ñòàðøèõ ñòåïåíåé x è t ïî áàçèñó. Òîãäà ìû ñâåäåì óðàâíåíèå (1.10) ê

ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ nr íåèçâåñòíûìè zij , ðåøåíèå

êîòîðîé íóæíî èñêàòü â ïîëå Z2 , ÷òî óæå íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòåé.

Ïðîäåëàåì âûêëàäêè:

z2 + z =
∑
i,j

((zijt
ixj)

2
+ zijt

ixj) =
∑
i,j

(zijt
2ix2j + zijt

ixj)

=
∑
i,j

(zijt
2iα2j

kst
kxs + zijt

ixj) =
∑
i,j

∑
k,s

(zijα
2j
ksx

st2i+k + zijt
ixj)

=
∑
i,j

∑
k,s

(zijα
2j
ksx

s
∑
l

(β2i+k
l tl) + zijt

ixj)

=
∑
i,j

∑
k,s

∑
l

zij(α
2j
ksβ

2i+k
l tlxs + zlst

lxs).

Çäåñü i, k, l èçìåíÿþòñÿ â èíòåðâàëå [0, r − 1] , à j, s � â èíòåðâàëå [0, n −
1] . Òåïåðü, ñ÷èòàÿ, ÷òî w =

∑
l,swlst

lxs , è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè

îäèíàêîâûõ ÷ëåíàõ tlxs , ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíóþ
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ñðàâíåíèþ 1.8:∑
i,j,k

zls + zijα
2j
ksβ

2i+k
l = wls, l = 0, . . . , r − 1, s = 0, . . . , n− 1 (1.14)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ zls . Íàõîäèì êàêîå-ëèáî å¼ ðåøåíèå è, åñëè îíî

ñóùåñòâóåò, âîññòàíàâëèâàåì âòîðóþ êîîðäèíàòó äèâèçîðà D = (a, b) .

Â ñëó÷àå, êîãäà ìû íå ìîæåì ðàçäåëèòü óðàâíåíèå (1.8) íà u , òî åñòü a

äåëèò u , îíî ñâîäèòñÿ ê âèäó

b2 + v = 0(mod a). (1.15)

Ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå â ïîëå èç 2n ýëåìåíòîâ. Ýòî ðåøåíèå

ðàâíî v2
n−1

. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü âîçâåäåíèåì v â êâàäðàò n−1 ðàç ïî ìîäóëþ

a .
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Ãëàâà 2

Àëãîðèòì Ëàíöîøà-Ìîíòãîìåðè

Àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áëîêîâ Vi èç n (äëèíà

ìàøèííîãî ñëîâà) âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ FN , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

áëîêîâ Wi èç ni ≤ n, âåêòîðîâ èç FN , ïîðîæäàþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâà,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òåîðåìû 6.4.

Íà i -ì øàãå àëãîðèòìà èìååòñÿ áëîê Vi , À-îðòîãîíàëüíûé âñåì Wj, 0 ≤
j < i . Â íà÷àëå àëãîðèòìà V0 âûáèðàåòñÿ ðàâíûì ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (6.2).

Áëîê Wi ñòðîèòñÿ èç áëîêà Vi ïðè ïîìîùè "Âñïîìîãàòåëüíîãî àëãîðèòìà"(ñì.

äàëåå) è ñîñòîèò èç ñòîëáöîâ áëîêà Vi , âîçìîæíî íå âñåõ, òàê, ÷òî

Wi = ViSi,

ãäå Si ∈ Fn×ni òàêîâà, ÷òî êàæäûé å¼ ñòîëáåö ñîñòîèò èç íóëåé è ðîâíî îäíîé

åäèíèöû, ïðè÷¼ì

(In − SiSi
T )(In − Si+1Si+1

T ) = 0. (2.1)

Ââèäó òàêîé ñòðóêòóðû Si
TSi = Ini

, à SiSi
T ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé ðàçìåðà N ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè â òåõ ìåñòàõ, êîòîðûå

ñîîòâåòñòâóþò îòîáðàííûì â Wi ñòîëáöàì. Ïîìèìî ìàòðèöû Si ,

"Âñïîìîãàòåëüíûé àëãîðèòì"âûäà¼ò ìàòðèöó
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Wi
inv = Si(Wi

TAWi)
−1Si

T = Si(Si
TVi

TAViSi)
−1Si

T . (2.2)

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ Vi+1 ïî ôîðìóëå:

Vi+1 = AViSiSi
T + Vi −

i∑
j=0

WjCi+1,j, (2.3)

ãäå Ci+1,j âûáðàíû òàê, ÷òîáû

Wj
TAVi+1 = 0, 0 ≤ j ≤ i, (2.4)

à èìåííî

Ci+1,j = (Wj
TAWj)

−1Wj
TA(AWiSi

T + Vi). (2.5)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî i , íàõîäèì

Wj
TAVi+1 = Wj

TA(AWiSi
T + Vi)−

i∑
k=0

Wj
TAWkCi+1,k =

Wj
TA(AWiSi

T + Vi)−Wj
TAWjCi+1,j = 0.

Èç ôîðìóëû (2.5) ïðè j < i òåïåðü ïîëó÷èì

Ci+1,j = (Wj
TAWj)

−1Wj
TA2WiSi

T ,

à ïî ôîðìóëå (2.3)

Wj
TA2Wi = Sj

TSjWj
TA2Wi = Sj

T (AWjSj
T )TAWi =

= Sj
T (Vj+1 − Vj +

j∑
k=0

WkCj+1,k)
TAWi =

Sj
TVj+1

TAWi −Wj
TAWi = Sj

TVj+1
TAWi.

Ïîýòîìó ïðè j < i
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Ci+1,j = (Wj
TAWj)

−1Sj
TVj+1

TAWiSi
T . (2.6)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (6.7), ôîðìóëó (2.3) ìîæíî óïðîñòèòü. Ïåðåïèøåì ýòó

ôîðìóëó â âèäå:

Vi+1 = (A+ In)ViSiSi
T + Vi(In − SiSi

T )−
i∑

j=0

WjCi+1,j.

Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíèöàì â ìàòðèöå In −
SiSi

T , ïîëó÷èì

⟨Vi(In − SiSi
T )⟩ ⊆ ⟨Vi+1⟩+ ⟨Wi⟩+ · · ·+ ⟨W0⟩,

îòêóäà, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ ⟨VkSkSk
T ⟩ = ⟨Wk⟩ äëÿ ëþáîãî k , à (In −

SiSi
T )Si+1Si+1

T = In − SiSi
T , äîìíîæàÿ íà Si+1Si+1

T , ïîëó÷èì

⟨Vi(In − SiSi
T )⟩ ⊆ ⟨Wi+1⟩+ ⟨Wi⟩+ · · ·+ ⟨W0⟩, ⟨ViSiSi

T ⟩ = ⟨Wi⟩.

Ïîñòðîåííûå â äàííîì àëãîðèòìå áëîêè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó

ñâîéñòâó:

Ëåììà 2.1. ⟨Vi⟩ ⊆ ⟨Wi+1⟩+ ⟨Wi⟩+ · · ·+ ⟨W0⟩ .

Ïðèìåíÿÿ ýòó ëåììó èç ôîðìóëû (2.6), ïîëó÷èì, ÷òî Ci+1,j = 0 ïðè j <

i− 2 . Òåïåðü ôîðìóëó (2.3), ïðèìåíÿÿ (2.6), (2.2), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Vi+1 = AViSiSi
T + Vi − ViWi

invVi
TA(AViSiSi

T + Vi)−

Vi−1Wi−1
invVi−1

TA2ViSiSi
T − Vi−2Wi−2

invVi−2
TA2ViSiSi

T .

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ïî ýòîé ôîðìóëå âûðàçèì ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ Vi−1
TA2Vi, Vi−2

TA2Vi ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà

Vi
TAVi, Vi

TA2Vi . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.3) è ñâîéñòâî (2.4), ïîëó÷èì
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Si−1
TVi−1

TA2Vi = (AWi−1)
TAVi = Si−1

TVi
TAVi,

Si−2
TVi−2

TA2Vi = (AWi−2)
TAVi = Si−2

TVi−1
TAVi =

= Si−2
TVi−1

TA(AWi−1Si−1
T + Vi−1 −Wi−1Ci,i−1) =

= Si−2
TVi−1

TA(IN − Vi−1Wi−1
invVi−1

TA)(AWi−1Si−1
T + Vi−1) =

= Si−2
T (In − Vi−1

TAVi−1Wi−1
inv)(Vi−1

TA2Vi−1Si−1Si−1
T + Vi−1

TAVi−1).

Òàêèì îáðàçîì,

Vi+1 = AViSiSi
T + ViDi+1 + Vi−1Ei+1 + Vi−2Fi+1,

ãäå ïðè i ≥ 0

Di+1 = In −W inv
i (Vi

TA2ViSiSi
T + Vi

TAVi),

Ei+1 = −W inv
i−1Vi

TAViSiSi
T ,

Fi+1 = −W inv
i−2(In − Vi−1

TAVi−1W
inv
i−1)(Vi−1

TA2Vi−1Si−1Si−1
T + Vi−1

TAVi−1)SiSi
T .

Çäåñü Wj
inv = Vj = 0, Sj = In ïðè j < 0 .

Äîïóùåíèå: Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííûå ïðîöåäóðû ñòðîÿò íóæíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áëîêîâ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.7), à èìåííî:

(In − SiSi
T )(In − Si+1Si+1

T ) = 0n, i ≥ 1. (2.7)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå A -îðòîãîíàëüíîñòè áëîêîâ Wi . Ýòî

ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç âåêòîð-ñòîëáöîâ áëîêà Vi A -

îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîð-ñòîëáöàì áëîêîâ Vi, Vi+1 .

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó ïðè óñëîâèè Vi
TAVi = 0 , ïðè íåêîòîðîì

i = m .

Åñëè ïðè ýòîì Vm = 0 , òî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû, è

ìû íàõîäèì ðåøåíèå ïî ôîðìóëå (6.7). Åñëè æå Vm ̸= 0 , òî äëÿ çàâåðøåíèÿ
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àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ìû

îïèøåì ÷óòü ïîçæå.

Çàâåðøåíèå àëãîðèòìà Ìîíòãîìåðè.

Ïóñòü àëãîðèòì Ìîíòãîìåðè äëÿ ìàòðèöû A è ïðàâîé ÷àñòè B = AY

çàâåðøèëñÿ ñ ïàðàìåòðàìè X,Vm .

Êàê óêàçàíî âûøå, åñëè Vm = 0 , òî X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

(6.2). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Vm ̸= 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ⟨Vm⟩
A -îðòîãîíàëüíî ïðîñòðàíñòâó W = ⟨W0⟩ + · · · + ⟨Wm−1⟩ , à òàêæå A -

îðòîãîíàëüíî ñåáå. Íà ïðàêòèêå ðàçìåðíîñòü ⟨Vm⟩ íåáîëüøàÿ (ïðèáëèçèòåëüíî
2). Äîïóùåíèå: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ⟨Vm⟩ ñîäåðæèò âñå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà V = ⟨V0⟩ + ⟨AV0⟩ + . . . , îðòîãîíàëüíûå âñåìó ýòîìó ïðîñòðàíñòâó.

Òîãäà AVm èìååò âèä w0+w1+ · · ·+wm, ⟨wi⟩ ⊆ ⟨Wi⟩, i = 1, 2, . . . ,m− 1; ⟨wm⟩ ⊆
⟨Vm⟩. Ïîëó÷àåì ïðè j ∈ {1, . . . ,m− 1} öåïî÷êó ðàâåíñòâ

wj
TAWj = (w0 + w1 + · · ·+ wm)

TAWj = (AVm)
TAWj =

(Vm)
TA(AWj) ⊆ (Vm)

TAV = {0},

êîòîðàÿ, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè A -ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà Wj ,

ïîêàçûâàåò, ÷òî wj = 0 ïðè j = 0, 1, . . . ,m − 1 , òî åñòü AVm ⊆ ⟨Vm⟩ .
Èç ôîðìóëû (6.7), êàê è ðàíüøå, ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîðà áëîêà AX − B A -

îðòîãîíàëüíû W , òî åñòü ⟨AX − B⟩ ⊆ ⟨Vm⟩ . Çíà÷èò, ëèíåéíûé îïåðàòîð

A îòîáðàæàåò ñóììó ïðîñòðàíñòâ ⟨X − Y ⟩ + ⟨Vm⟩ â ⟨Vm⟩ . Åñëè ⟨Y ⟩ ̸⊆ V,

òî ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü âòîðîãî, è

ïðè ïîìîùè Ãàóññîâûõ èñêëþ÷åíèé â ðàâåíñòâå A(X − Y ∥Vm) = Z, ⟨Z⟩ ⊆ ⟨Vm⟩
ìîæíî íàéòè ýëåìåíò èç ÿäðà A .

Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïðèìåíèòü ñðàçó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ

èñõîäíîé ñèñòåìû (6.1). Îáðàçóåì äâîéíîé áëîê Z = (X−Y ∥Vm) ∈ FN×2n ïóòåì

êîíêàòåíàöèè áëîêîâ X − Y è Vm (ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ Vm = 0 ). Âû÷èñëèì

äâîéíîé áëîê DZ è ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè U íàä ñòîëáöàìè
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ïðèâåäåì åãî ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Ïðè ýòîì íåíóëåâûå ñòîáöû äâîéíîãî áëîêà

ZU , ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì ñòîëáöàì òðåóãîëüíîé ìàòðèöû DZU , åñëè

òàêèå íàéäóòñÿ, äàäóò ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû (6.1).

Áëî÷íûé ôàêòîð.

Çàìåíèì â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ðàçìåð ìàòðèö, ðàâíûé n íà ns ,

à ïàðàìåòð s íàçîâ¼ì áëî÷íûì ôàêòîðîì. Ïðîñëåäèì, êàê èçìåíèòñÿ âðåìÿ

ðàáîòû ÷àñòåé àëãîðèòìà Ìîíòãîìåðè è èñïîëüçóåìàÿ ïðè ýòîì îïåðàòèâíàÿ

ïàìÿòü.

Ïðåæäå âñåãî, ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà ñîêðàòèòñÿ c N
ns äî N

ns . Êðîìå

òîãî, âû÷èëåíèå ýëåìåíòîâ αi = BTAiB ìîæíî ïðîâîäèòü íà íåçàâèñèìûõ

âû÷èñëèòåëÿõ, ðàçäåëèâ ïðàâûé ìíîæèòåëü B íà s ñòîëáöîâ. Îäíàêî ýòî

íå ãàðàíòèðóåò óìåíüøåíèå îáùåãî âðåìåíè ðàáîòû. Àëãîðèòì ïîñòðî÷íîãî

óìíîæåíèÿ ìàòðèö èç Fns×ns áóäåò èìåòü ñëîæíîñòü n2s3 . Äåéñòâèòåëüíî,

ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäÿ êàæäóþ èç ns ñòðîê ëåâîé ìàòðèöû, ìû äëÿ êàæäîé

âñòðå÷àþùåéñÿ åäèíèöû äîëæíû îñóùåñòâèòü ñëîæåíèå s ìàøèííûõ ñëîâ.

Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî åäèíèö â ñòðîêå îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ns . Àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî è òðóäî¼ìêîñòü óìíîæåíèÿ ïëîòíûõ áëîêîâ,

òî åñòü ñëó÷àéíî çàïîëíåííûõ íóëÿìè è åäèíèöàìè áëîêîâ èç Ftns×ns äðóã

íà äðóãà ñ ðîñòîì s òàêæå ðàñò¼ò, êàê s3 . Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòîò

âûâîä ìîæåò áûòü ñêîððåêòèðîâàí â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ íî íå áîëåå, ÷åì

äî s2 äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ñ ïðîöåññîðàìè, âûïîëíÿþøèìè çà îäèí

òàêò íåñêîëüêî (s ) îäíîòèïíûõ îïåðàöèé ñ ìàøèííûìè ñëîâàìè. Òàêèì

îáðàçîì, ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà s âðåìÿ íà âûïîëíåíèå îäíèõ ÷àñòåé àëãîðèòìà

óìåíüøàåòñÿ, à íà âûïîëíåíèå äðóãèõ - óâåëè÷èâàåòñÿ. Âîçíèêàåò çàäà÷à

îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ áëî÷íîãî ôàêòîðà, ê êîòîðîé ìû âåðí¼ìñÿ

íåñêîëüêî ïîçæå. Òåïåðü æå îòìåòèì åù¼, ÷òî îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè

äëÿ õðàíåíèÿ òåêóùèõ áëîêîâ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà óâåëè÷èâàåòñÿ â s ðàç,

à íà õðàíåíèå òåêóùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè - òàêæå
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â s ðàç, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ðàññìàòðèâàåìûõ

ìíîãî÷ëåíîâ â s ðàç ìåíüøå ïðåæíåãî çíà÷åíèÿ N
n .
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Ãëàâà 3

Àëãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà

Àëãîðèòì èùåò íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = 0 äëÿ áîëüøîé ðàçðåæåííîé

ìàòðèöû A íàä êîíå÷íûì ïîëåì F = GF (2), A ∈ FN×N , x ∈ FN×n . Çäåñü n -

äëèíà ìàøèííîãî ñëîâà èëè êðàòíîå åé ÷èñëî.

Âõîä: A ∈ FN×N ; ∆,m′, n′ ∈ N,m ≥ n . Ïîëàãàåì, ÷òî m′, n′ êðàòíû äëèíå

ìàøèííîãî ñëîâà.

Øàã 1: Âûáèðàåì ñëó÷àéíûå ìàòðèöû X ∈ Fm×N , Y ∈ FN×n′
.

Øàã 2: Ïîëîæèì δ′ = [ Nm′ ], δ
′′ = [Nn′ ] . Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöû

Hi = XAiY ∈ Fm′×n′
; i = 0, . . . , δ′ + δ′′ +∆ .

Øàã 3: Âû÷èñëÿåì áëîêè gj ∈ Fn′×n, 0 ≤ j ≤ d, d ≤ δ′′ òàêèå, ÷òî

Hig0 +Hi+1g1 + · · ·+Hi+dgd = 0, 0 ≤ i ≤ δ′ +∆,

èëè

XAiω = 0, ãäå ω =
d∑

j=0

AjY gj.

Ýòè êîýôôèöèåíòû èùóòñÿ â àëãîðèòìå êàê êîýôôèöèåíòû ïðèáëèæåíèÿ ðÿäà∑∞
i=0Hiλ

i .

Øàã 4: Âû÷èñëÿåì ω . Åñëè ω ̸= 0 , âû÷èñëÿåì íàèìåíüøåå íåîòðèöàòåëüíîå

f òàêîå, ÷òî Afω = 0 .

Âûõîä: x = Af−1ω .
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Ãëàâà 4

Ðåàëèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèè

íîâîãî àëãîðèòìà

ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé

Â íàñòîÿùåì äîêóìåíòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïî ðåàëèçàöèè

ïîñëåäîâàòåëüíîé (íå ðàñïàðàëëåëåííîé) âåðñèè àëãîðèòìà ×åðåïí¼âà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü C ∈ FM×N
2 , ãäå M,N ∈ N,M < N . Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå X ∈

FN×n
2 îäíîðîäíîé ñèñòåìû CX = 0 , ãäå n ∈ N � áëî÷íûé ôàêòîð.

Â íàñòîÿùåé ðåàëèçàöèè ïðèíÿòî çíà÷åíèå áëî÷íîãî ôàêòîðà n = 64 .

Ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèè àëãîðèòìà ×åðåïí¼âà áûëè ñîçäàíû

ñëåäóþùèå ïðîãðàììû:

• Áèáëèîòåêà äëÿ ðàáîòû ñ îñíîâíûìè îáúåêòàìè

• Ãåíåðàòîð òåñòîâûõ ìàòðèö

• Ïðîãðàììà-ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

• Ïðîãðàììà ïðîâåðêè ïîëíîòû ïîñòðîåííîãî ïðîñòðàíñòâà
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Âñå ïðîãðàììû íàïèñàíû íà ÿçûêå Ñè è ìîãóò áûòü ñîáðàíû íà ÎÑ Windows

èëè ÎÑ Linux.

Áèáëèîòåêà äëÿ ðàáîòû ñ îñíîâíûìè îáúåêòàìè.

Áèáëèîòåêà äëÿ ðàáîòû ñ îñíîâíûìè îáúåêòàìè ñîäæåðæèò ðåàëèçàöèþ

âñåõ îïåðàöèé íàä áàçîâûìè îáúåêòàìè, èñïîëüçóåìûìè â àëãîðèòìå ×åðåïí¼âà;

âñå îñòàëüíûå ïðîãðàììû èñïîëüçóþò åå âûçîâû.

Îñíîâíûå îïåðàöèè, ðåàëèçîâàííûå â áèáëèîòåêå:

• mat64x64 � ìàòðèöû èç Fn×n
2 (

”
ìàëåíüêèå“ ìàòðèöû),

� îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, ñðàâíåíèÿ, ïðèâåäåíèÿ ê

òðåóãîëüíîìó âèäó è âû÷èñëåíèÿ ðàíãà, îáðàùåíèÿ ïî Ìîíòãîìåðè è

äð.

• matNx64 � ìàòðèöû èç FN×n
2 (

”
ñðåäíèå“ ìàòðèöû èëè ìàòðèöû-

“âåêòîðà“),

� îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñðàâíåíèÿ, ïðèâåäåíèÿ ê

òðåóãîëüíîìó âèäó è âû÷èñëåíèÿ ðàíãà, óìíîæåíèå íà
”
ìàëåíüêèå“

ìàòðèöû è äð.

• poly64x64 � ìíîãî÷ëåíû èç Fn×n
2 [λ] (ìíîãî÷ëåíû íàä

”
ìàëåíüêèìè“

ìàòðèöàìè)

� îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (íà ðÿä), ñðàâíåíèÿ,

ïðèâåäåíèÿ ê òðåóãîëüíîìó âèäó è âû÷èñëåíèÿ ðàíãà, óìíîæåíèå íà

”
ìàëåíüêèå“ ìàòðèöû è íà λ è äð.

• matNx6N � ðàçðåæåííûå ìàòðèöû èç FN×N
2 (

”
áîëüøèå“ ìàòðèöû)

� îïåðàöèè ïîðîæäåíèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö ñ çàäàíûûìè ïàðàìåòðàìè,

ñîõðàíåíèå èëè âîññòàíîâëåíèå èç ôàéëà, óìíîæåíèå íà ìàòðèöû-

273



“âåêòîðà“, äâîéíîå (ñèììåòðè÷íîå) óìíîæåíèå íà ìàòðèöû-

“âåêòîðà“ è äð.

Ïðîãðàììà-ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà.

Ïðîãðàììà algo ðåàëèçóåò ïîñëåäîâàòåëüíûé âàðèàíò àëãîðèòìà

×åðåïí¼âà.

Íà âõîä ïðîãðàììå ïîäàåòñÿ ôàéë, ñîäåðæàùèé ðàçðåæåííóþ ìàòðèöó, â

ôîðìàòå, ãåíåðèðóåìîì ïðîãðàììîé genmtx. Ïî õîäó ðàáîòû íà ýêðàí âûâîäèòñÿ

èíôîðìàöèÿ î ïîäïðîñòðàíñòâàõ íà òåêóùåì øàãå, à òàêæå èíôîðìàöèÿ

î ïðîâåðêå ðåøåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû íà ñòàíäàðòíûé ïîòîê îøèáîê

âûâîäèòñÿ ìàòðèöà-“âåêòîð"èç ÿäðà âõîäíîé ìàòðèöû. Òàêæå ïîðîæäàåòñÿ

áèíàðíûé ôàéë vec.bin, ñîäåðæàùèé âñå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà

Êðûëîâà, ïîñòðîåííûå àëãîðèòìîì.

Ôîðìàò âûçîâà ïðîãðàììû.

algo <matrix>

Çäåñü ïàðàìåòð matrix � èìÿ ôàéëà, ñîäåðæàùåãî òåñòîâóþ ðàçðåæåííóþ

ìàòðèöó.

Ïðèìåðíûé âûâîä ïðîãðàììû.

Seeding with 0x21356B1E

Starting with parameters: N = 1010, n = 64, max iterations = 79, N/n = 15.

Step 1/15 (64/0)

Step 2/15 (63/0)

Step 3/15 (64/1)

Step 4/15 (64/0)

Step 5/15 (63/0)

Step 6/15 (63/1)

Step 7/15 (64/1)

Step 8/15 (64/0)
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Step 9/15 (63/0)

Step 10/15 (64/1)

Step 11/15 (63/0)

Step 12/15 (63/1)

Step 13/15 (64/1)

Step 14/15 (62/0)

Step 15/15 (63/2)

Step 16/15 (38/1)

Q is the denominator!

rk W_0+...+W_m-1 = 998

rk U = 2

rk V_m = 2

rk U+V_m = 2

rk X+Y = 12

rk CtC(U+V_m) = 0

rk CtC(X+Y) = 2

rk CtC(U+V_m|X+Y) = 2

-----------

rk X' = 10

(Verified CtCX'=0 OK!)

-----------

rk CX' = 0

rk X = 10

(Verified CX=0 OK!)

Done in 0 sec.

Íà êàæäîì øàãå ðàáîòû â ñêîáêàõ âûâîäèòñÿ ðàçìåðíîñòü íîâîãî

ïîñòðîåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà (÷åðåç êîñóþ � êîëè÷åñòâî èñïîëüçîâàíûõ

âåêòîðîâ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà). Â êîíöå óêàçûâàþòñÿ ðàíãè: âåêòîðîâ,
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íå èñïîëüçîâàííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ, (U ); ïîñëåäíåãî ïîñòðîåííîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà (Vm ); èõ êîìáèíàöèè; ðàíã ðåøåíèÿ ñèñòåìû CtCX ′ = 0 (ñ

ïðîâåðêîé); ðàíã ðåøåíèÿ ñèñòåìû CX = 0 (ñ ïðîâåðêîé).

Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé.

Íèæå â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé, ïðîâåäåííûõ íà

êîìïüþåòåðå ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: Intel Core 2 Duo E8550, 4Ãá,

ÎÑ Linux.

Âñå ìàòðèöû èìåëè ïî 11 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòîëáöå.

Òåñò N M rkW1 + · · ·+Wm−1 rkU + Vm rkX Âðåìÿ, ñ

1 1010 1000 998 2 10 0

2 1010 1000 998 2 10 1

3 1010 1000 996 4 10 1

4 2010 2000 1998 1 11 1

5 2010 2000 1998 2 10 1

6 2010 2000 1996 4 10 1

7 5010 5000 5000 0 10 5

8 5010 5000 4998 2 10 5

9 5010 5000 4998 2 10 5

10 10010 10000 9997 3 10 18

11 10010 10000 9997 3 10 18

11 10010 10000 10000 0 10 18

12 50010 50000 49998 1 11 431

13 50010 50000 49998 1 10 430

14 50010 50000 49996 1 13 430
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