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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé â çàäà÷å êëàññè�è-

êàöèè (Verlinde: 1999, Gelman: 2006, Gr�un: 2007, Ge: 2006, Van: 2003,

Moerbeek: 2001, Muth�en: 1999, Yuksel: 2012). Çàäà÷à êëàññè�èêàöèè ÿâëÿåò-

ñÿ áàçîâîé â ìàøèííîì îáó÷åíèè, ïðè ýòîì çàäà÷è ìíîãîêëàññîâîé êëàññè-

�èêàöèè ìîãóò áûòü ý��åêòèâíî ñâåäåíû ê ðåøåíèþ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ

çàäà÷ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè (Motrenko: 2014, Joshi: 2015, Tax: 2002,

Liu: 2005, Rifkin: 2004). Çàäà÷àìè äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ çàáîëåâàíèÿ ó ïàöèåíòà ïî íàáîðó åãî àíàëè-

çîâ (Tolles: 2016, Bagley: 2001), çàäà÷à àíàëèçà òåêñòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàñòðî-

åíèÿ ñîîáùåíèé (Supriya: 2016) è çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà (Siddiqi: 2006,

Paleologo: 2010, Hosmer: 2000). Ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè â ñâÿçè ñ

ðàñïðîñòðàíåíèåì äèñòàíöèîííîé äèàãíîñòèêè, àâòîìàòè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèíÿ-

òèÿ ðåøåíèé.

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòàíäàðòîì â êðåäèòíîì ñêîðèí-

ãå (Paleologo: 2010, Ëóæáèí: 2013, Siddiqi: 2006), è äðóãèå îáîáùåííî-ëèíåéíûå

ìîäåëè íå ïîçâîëÿþò ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ, â ÷àñòíîñòè çàâèñè-

ìîñòü âàæíîñòè ïðèçíàêà îò îáúåêòà, à ïîòîìó íåîïòèìàëüíû ïðè åå íàëè÷èè.

Äëÿ ó÷åòà íåîäíîðîäíîñòåé â äàííûõ èñïîëüçóþò êîìïîçèöèè êëàññè�èêàòî-

ðîâ (Bishop: 2006, Van: 2003, Zakrzewska: 2015). Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèöèè

ìîäåëåé ïîçâîëÿþò ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòü â äàííûõ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìóëüòè-

ìîäåëè, ñîäåðæàùåé íåñêîëüêî îäèíî÷íûõ ìîäåëåé. Ìîäåëè â ìóëüòèìîäåëè

ìîãóò áûòü áëèçêè èëè ñîâïàäàòü, ÷òî âåäåò ê íåèíòåðïðåòèðóåìîñòè è ñíèæå-

íèþ êà÷åñòâà ïðîãíîçà. Â ðàáîòå (Margineantu: 1997) ïðåäëàãàþò ýâðèñòèêè äëÿ

ïðîðåæèâàíèÿ àíñàìáëÿ ìîäåëåé â áýããèíãå. Â ðàáîòàõ (Zhou: 2003, Zhou: 2002)

äëÿ âûáîðà ïîäìíîæåñòâà ìîäåëåé â áýããèíãå èñïîëüçóþò ãåíåòè÷åñêèå àëãî-

ðèòìû. Â ðàáîòàõ (Bakker: 2003, Gia
into: 2001) èñïîëüçóþò êëàñòåðèçàöèþ ìî-

äåëåé è âûáîð åäèíñòâåííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà. Â ðàáî-

òàõ (Mart��nez-Mu�noz: 2006, Martinez-Muoz: 2009) ïðåäëàãàþò æàäíóþ ñòðàòåãèþ

ïîñòåïåííîãî íàðàùèâàíèÿ ÷èñëà êëàññè�èêàòîðîâ â áýããèíãå. Äëÿ êîíòðîëÿ

÷èñëà ìîäåëåé èñïîëüçóþò àïðèîðíîå ïîîùðÿþùåå ðàçðåæåííîñòü ðàñïðåäåëå-

íèå âåñîâ ìîäåëåé â ñìåñè (Bishop: 2006). Ñòðóêòóðó ñìåñè îòûñêèâàþò ïóòåì

ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè (Ma
Kay: 1992, Ma
Kay: 1992, Yuksel: 2012). Îä-

íàêî ýòè ìåòîäû ïðîðåæèâàíèÿ ñìåñåé íå ó÷èòûâàþò áëèçîñòè ìåæäó ìîäå-

ëÿìè, à ïîòîìó ìóëüòèìîäåëü ïî-ïðåæíåìó ìîæåò ñîäåðæàòü áëèçêèå ìîäåëè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè èñïîëüçó-

þò âíåøíþþ ïðîöåäóðó ïðîðåæèâàíèÿ, îñíîâàííóþ íà ñòàòèñòè÷åñêîì ñðàâíå-

íèè ìîäåëåé ïóòåì ïîäñ÷åòà ðàññòîÿíèé ìåæäó àïîñòåðèîðíûìè ðàñïðåäåëåíè-

ÿìè ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ äèâåðãåíöèé Áðåã-

ìàíà èëè f-äèâåðãåíöèé (Basseville: 2013, Veyrat-Charvillon: 2009, Frigyik: 2008,

Petz: 2007). Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþùèå ìåðû ñõîäñòâà ðàçëè-
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÷àþò íåèí�îðìàòèâíóþ ìîäåëü è ñîâïàäàþùóþ èí�îðìàòèâíóþ, à ïîòîìó íå

ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ ìóëüòèìîäåëü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû

ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî

ðàçëè÷åíèÿ ìîäåëåé. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòè â

äàííûõ, ïîëó÷èòü àäåêâàòíóþ ìóëüòèìîäåëü, ñîäåðæàùóþ ìåíüøåå ÷èñëî ìî-

äåëåé è èìåþùóþ ëó÷øåå êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè.

Íàëè÷èå èçáûòî÷íûõ èëè ìóëüòèêîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ âëèÿåò íå

òîëüêî íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè ïîñòðîåííîé ìîäåëè, íî è íà åå óñòîé÷è-

âîñòü (Ñòðèæîâ: 2013, Katrutsa: 2015). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòáîðà ïðèçíàêîâ

â äàííîé ðàáîòå â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû ìîäåëåé (Ma
Kay: 1992,

Ma
Kay: 1992, Yuksel: 2012, Bishop: 2006). Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìóëüòèêîëëè-

íåàðíîñòè ïðèçíàêîâ ñòðîÿò íàáîð íåìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ ïóòåì îï-

òèìèçàöèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà, ïðåäëîæåííîãî â (Katrutsa: 2015, Gheyas: 2010).

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ, ÿâëÿ-

åòñÿ íåîïòèìàëüíûì. Äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè íå ïîç-

âîëÿåò ó÷åñòü çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè, ïîñêîëüêó îöåíêà ìàêñèìóìà

îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåñîâ ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêè âûðîæäåííîé. Äëÿ îïòèìàëüíîãî ó÷åòà èí�îðìàöèè îò ìóëüòèêîë-

ëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ ïðåäëàãàåòñÿ èõ êîìáèíèðîâàòü.

Öåëè ðàáîòû.

1. �àçðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé â ìóëü-

òèìîäåëÿõ.

2. Ïîñòðîåíèå è òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå �óíêöèè ñõîäñòâà ïëîòíîñòåé

àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîçâîëÿþùåé ðåøàòü çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ

ìîäåëåé.

3. �àçðàáîòêà ìåòîäîâ ïðîðåæèâàíèÿ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåê-

âàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé.

4. Ïîñòðîåíèå ìåòîäà ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè.

Çàäà÷è ðàáîòû.

1. �àçðàáîòàòü ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷å ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé â ìóëü-

òèìîäåëÿõ ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ñõîäñòâà àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

2. Ïîëó÷èòü îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â àäåêâàòíîé ìóëüòè-

ìîäåëè.

3. Ïðåäëîæèòü ìåòîä ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îòáîðà ïðèçíàêîâ äëÿ ñìåñè

ìîäåëåé.

4. �àçðàáîòàòü àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ

ìóëüòèìîäåëåé è ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ïðîâåðêè

óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà è èíòåðïðåòèðóåìîñòè ïîñòðîåííûõ ìóëüòèìîäåëåé,

à òàêæå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ.
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Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. �àçðàáîòàíû ìåòîäû âûáîðà àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ ìóëü-

òèìîäåëåé â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññè�èêàöèè, ñîäåðæàùèõ ïî-

ïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûå ìîäåëè.

2. Ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà ïëîòíîñòåé àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé.

3. Ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â

àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè.

4. Ïðåäëîæåí ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ. Äî-

êàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ âûðîæäåííîñòü íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè êîâàðèà-

öèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîëó÷åííîé èç ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé èñïîëüçó-

þòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêà-

öèè (Gr�un: 2007, Ge: 2006,Van: 2003, Moerbeek: 2001, Yuksel: 2012). Äëÿ îöåíêè

ïàðàìåòðîâ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû âûïóêëîé îïòèìè-

çàöèè (Boyd: 2004, Bishop: 2006). Äëÿ îáó÷åíèÿ ñìåñåé ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ

âàðèàöèîííûé EM-àëãîðèòì (Palmer: 2005, Ho�man: 2013, Wang: 2013), à äëÿ

ó÷åòà ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ìóëüòèñòàðòà (Morales-

En
iso: 2015). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé èñïîëü-

çóþòñÿ ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè îáîñíîâàííîñòè (Ma
Kay: 1992, Ma
Kay: 1992) ñ

ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà (Bishop: 2006) è âàðèàöèîííûõ íèæíèõ îöå-

íîê (Gibbs: 2000, Blei: 2016). Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ñìåñåé ìîäåëåé ïðîèçâî-

äèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî áàéåñîâñêîãî âûâîäà (Ho�man: 2013,

Palmer: 2005), à äëÿ àïïðîêñèìàöèè îáîñíîâàííîñòè èñïîëüçóþòñÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ Ëàïëàñà (Bishop: 2006) è ïîñòðîåíèå âàðèàöèîííûõ íèæíèõ îöå-

íîê (Gibbs: 2000, Blei: 2016).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. �àçðàáîòàíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìî-

äåëåé, âñå ìîäåëè â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûìè.

Ïðåäëîæåí ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè íà îñíî-

âàíèè ïðåäëîæåííîé �óíêöèè ñõîäñòâà àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-

íîé. Èññëåäîâàíû ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåìîé �óíê-

öèè ñõîäñòâà â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé. Ïðåäëî-

æåí ìåòîä ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ è îòáîðà ïðèçíàêîâ äëÿ ñìå-

ñåé ìîäåëåé. Ïîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ âûðîæäåííîñòü íåäèàãîíàëüíîé îöåí-

êè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåñîâ ïðèçíàêîâ.

Ïðåäëîæåí ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ íà îñíîâà-

íèè îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà êëàññè�èêàöèè.
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Ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷è-

ìûõ ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîñòðîåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîçâîëÿþùàÿ

ðåøèòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëîæåííîé �óíêöèè ñõîäñòâà â óñëîâèÿõ èñ-

òèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé. Íà îñíîâàíèè ýòèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ïîñòðîåíà òåîðèÿ âûáîðà (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé. Ïîëó-

÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â àäåêâàòíîé

ìóëüòèìîäåëè. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ñìå-

ñè ìîäåëåé è îòáîðà ïðèçíàêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî íåäèàãîíàëüíàÿ îöåíêà ìàêñè-

ìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåñîâ ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè âûðîæäåííîé, à ïîòîìó äëÿ ó÷åòà çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïðè-

çíàêàìè ïðåäëîæåí ìåòîä èõ êîìáèíèðîâàíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå âû÷èñëèòåëüíûå

ìåòîäû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ

ìóëüòèìîäåëåé çíà÷èìî ïîâûøàþò êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññè�èêàöèè è

ñíèæàþò ÷èñëî ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëÿõ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ñêîðèíãà.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëü-

òàòîâ ïîäòâåðæäåíà ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ýêñïåðèìåíòàëüíîé

ïðîâåðêîé ïîëó÷åííûõ ìåòîäîâ íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ; ïóáëèêàöèÿìè ðåçóëüòà-

òîâ èññëåäîâàíèÿ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, â òîì ÷èñëå ðåêîìåíäî-

âàííûõ ÂÀÊ. �åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ

íàó÷íûõ êîí�åðåíöèÿõ.

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾20th Conferen
e of the International

Federation of Operational Resear
h So
ieties¿, 2014. Multimodelling and

Obje
t Sele
tion for Banking Credit S
oring.

2. Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾57ÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ¿, 2014.

Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â çàäà÷å âûáîðà ìóëü-

òèìîäåëåé.

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾27th European Conferen
e for Operational

Resear
h¿, 2015. Multimodelling and Model Sele
tion in Bank Credit S
oring.

4. Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îá-

ðàçîâ¿ ÌÌ�Î-17, 2015. Àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ âû-

áîðà ìóëüòèìîäåëåé.

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èí�îðìà-

öèè¿, 2016. Àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ âûáîðà ìóëüòè-

ìîäåëåé.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèñ-

ñåðòàöèè èçëîæåíû â 14 ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ, äåâÿòü èç êîòîðûõ èçäàíû â æóð-

íàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
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Ëè÷íûé âêëàä. Âñå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû, êðîìå îòäåëüíî îãîâîðåí-

íûõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷åíû äèññåðòàíòîì ëè÷íî ïðè íàó÷íîì ðóêîâîäñòâå ä.�.-ì.í.

Â. Â. Ñòðèæîâà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäå-

íèÿ, ïÿòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èëëþñòðàöèé, ñïèñêà òàáëèö, ïåðå÷íÿ

îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 110 íàèìåíîâàíèé. Îñíîâíîé

òåêñò çàíèìàåò 157 ñòðàíèö.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñ�îðìó-

ëèðîâàíû öåëè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ïîñòàâëåíû îñíîâíûå çàäà÷è, îáîñíî-

âàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïî ãëàâàì.

Â ãëàâå 1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çà-

äà÷à êëàññè�èêàöèè, åå ðåøåíèå â îáùåì âèäå, à òàêæå ïîíÿòèå îïòèìàëüíî-

ñòè è îáó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè êëàññè�èêàöèè. Ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå

ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè è ñìåñè ìîäåëåé, à

òàêæå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëåé è âåñà ìîäåëåé â ìóëü-

òèìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 1. Îáúåêòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (x, y), ãäå x ∈ X ⊆ R
n
åñòü

âåêòîð ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ îáúåêòà, à y ∈ ±1 åñòü ìåòêà êëàññà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðèçíàêîâîé ìàòðèöåé äëÿ âûáîðêè D = {(xi, yi)}, i ∈ I =
{1, . . . , m} ðàçìåðà m íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà X = [x1, . . . , xm]

T ∈ R
m×n

.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðîì îòâåòîâ (âåêòîðîì çíà÷åíèé öåëåâîé ïåðåìåí-

íîé) äëÿ âûáîðêè D = {(xi, yi)}, i ∈ I = {1, . . . , m} ðàçìåðà m íàçûâàåòñÿ

âåêòîð y = [y1, . . . , ym]
T ∈ {−1, 1}m.

Îïðåäåëåíèå 4. Âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè íà-

çûâàåòñÿ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âèäà

p(y, w|x, µ) = p(y|x, w)p(w|µ) : Y ×W ×X → R
+,

ãäå w ∈ W åñòü íàáîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, p(y|x, w) çàäàåò ïðàâäîïîäîáèå

îáúåêòà, à µ ∈ Qµ åñòü íàáîð ãèïåðïàðàìåòðîâ, çàäàþùèõ àïðèîðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ïàðàìåòðîâ p(w|µ).
Îïðåäåëåíèå 5. Îáîñíîâàííîñòüþ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äâóõêëàññîâîé

êëàññè�èêàöèè äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y) = {xi, yi}, i ∈ {1, . . . , m}
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

p(y|X, µ) =

∫

p(w|µ)
m
∏

i=1

p(yi|w, xi)dw.
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Îïðåäåëåíèå 6. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè íàçû-

âàåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y), åñëè ãèïåðïàðàìåòðû

ìîäåëè âûáðàíû èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè, òî åñòü

µ∗ = argmax
µ∈Qµ

p(y|X, µ).

Îïðåäåëåíèå 7. Îáó÷åíèåì âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äâóõêëàññîâîé êëàññè�è-

êàöèè ïî ïðîñòîé âûáîðêåD = (X, y) íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê ìàêñèìóìà
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òî åñòü

w∗ = argmax
w∈W

p(y, w|X, µ)

p(y|X, µ)
= argmax

w∈W
p(w|µ)

m
∏

i=1

p(yi|w, xi).

Îïðåäåëåíèå 8. Îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ äâóõêëàñ-

ñîâîé êëàññè�èêàöèè äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëü-
íàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü (ñì. îïðåäåëåíèå 6), äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíî îáó÷å-

íèå ïî D äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ, òî åñòü

µ∗ = argmax
µ∈Qµ

p(y|X, µ), w∗ = argmax
w∈W

p(w|µ∗)
m
∏

i=1

p(yi|w, xi).

Îïðåäåëåíèå 9. Ìîäåëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè (èëè îäèíî÷íîé ìîäå-

ëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äâóõêëàññî-

âîé êëàññè�èêàöèè, äëÿ êîòîðîé

p(y, w|x, µ) = σ(ywTx)p(w|µ),
ãäå w ∈ W = R

n
, p(w|µ) åñòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ

w, à σ(x) = 1/(1 + exp(−x)).

Îïðåäåëåíèå 10. Ñìåñüþ ìîäåëåé íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ñîâ-

ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y) ðàçìåðà m
èìååò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) =

p(π|µ)
K
∏

k=1

pk(wk|Ak)
m
∏

i=1

(

K
∑

l=1

πlfl(wl, xi, yi)

)

,

ãäå K � ÷èñëî ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü, fl(wl, xi, yi) åñòü ïðàâäî-

ïîäîáèå äëÿ îáúåêòà (xi, yi) â ìîäåëè l; π = [π1, . . . , πK ]
T

åñòü âåñà ìîäåëåé,

âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü,

∑K
k=1 πk = 1; w1, . . . , wK åñòü ïàðàìåòðû ìîäå-

ëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü, à µ ∈ Qµ, A1 ∈ QA1
, . . . , AK ∈ QAK

åñòü

ãèïåðïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà âåñîâ π è

âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé w1, . . . , wK ñîîòâåòñòâåííî; Qµ, QA1
, . . . , QAK

åñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ãèïåðïàðàìåòðîâ.
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Îïðåäåëåíèå 11. Ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìî-

äåëü, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y)
ðàçìåðà m èìååò âèä

p(y, w1, . . . , wK |X, A1, . . . , AK) =

K
∏

k=1

pk(wk|Ak)

m
∏

i=1

K
∏

l=1

fl(wl, xi, yi)
[xi∈Xl],

ãäå K � ÷èñëî ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, fl(wl, xi, yi) åñòü
ïðàâäîïîäîáèå äëÿ îáúåêòà (xi, yi) â ìîäåëè l; Rn = X1 ⊔ . . . ⊔ XK åñòü ðàçáè-

åíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè äåéñòâèÿ ìîäåëåé; w1, . . . , wK åñòü ïàðàìåòðû

ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü; A1 ∈ QA1
, . . . , AK ∈ QAK

åñòü ãèïåðïàðà-

ìåòðû, îïðåäåëÿþùèå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé

w1, . . . , wK; QA1
, . . . , QAK

åñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ãèïåðïàðà-

ìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå ìîäåëåé, ñîñòàâëÿþùèõ ìóëüòèìîäåëü, èñïîëüçóþòñÿ îäèíî÷íûå

ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà âåñà

ìîäåëåé â ñìåñè ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå

p(π|µ) = Dir(π|µe), à íà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòè-

ìîäåëü íàêëàäûâàåì àïðèîðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì

p(wk|Ak) = N (wk|0, A−1
k ).

Îïðåäåëåíèå 12. Ñìåñü ìîäåëåé íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè îíà îáëàäàåò

íàèáîëüøåé îáîñíîâàííîñòüþ (ñì. îïðåäåëåíèå 5), òî åñòü ñîâìåñòíîå ïðàâäî-

ïîäîáèå ìóëüòèìîäåëè èìååò âèä p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ∗, A∗
1, . . . , A

∗
k), ãäå

[µ∗, A∗
1, . . . , A

∗
K] = argmax

µ∈Qµ,A1∈QA1
, ...,AK∈QAK

p(y|X, µ, A1, . . . , AK). (1)

Îïðåäåëåíèå 13. Ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé,

åñëè îíà îáëàäàåò íàèáîëüøåé îáîñíîâàííîñòüþ (ñì. îïðåäåëåíèå 5),

òî åñòü ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè èìååò âèä

p(y, w1, . . . , wK |X, A∗
1, . . . , A

∗
k), ãäå

[A∗
1, . . . , A

∗
K] = argmax

A1∈QA1
, ...,AK∈QAK

p(y|X, A1, . . . , AK).

Îïðåäåëåíèå 14. Îáó÷åíèåì ñìåñè ìîäåëåé, çàäàííîé ñîâìåñòíûì ïðàâäîïî-

äîáèåì p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak), íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê

ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íà âåñà ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ñìåñü, è

íà âåêòîðû èõ ïàðàìåòðîâ, òî åñòü

[π∗, w∗
1, . . . , w

∗
K ] = argmax

π,w1, ...,wK

p(π, w1, . . . , wK |y, X, µ, A1, . . . , AK).
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Îïðåäåëåíèå 15. Îáó÷åíèåì ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, çàäàííîé ñîâìåñòíûì

ïðàâäîïîäîáèåì p(y, w1, . . . , wK |X, A1, . . . , Ak), íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åíèå îöå-
íîê ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íà âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé,

âõîäÿùèõ â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, òî åñòü

[w∗
1, . . . , w

∗
K] = argmax

w1, ...,wK

p(w1, . . . , wK|y, X, A1, . . . , AK).

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ìóëüòèìîäåëè,

à òàêæå êîìáèíàöèè ïðèçíàêîâ äëÿ ó÷åòà âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè.

Òåîðåìà 1 (Àäóåíêî, 2016). Ïóñòü èìååòñÿ l ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ

è öåëåâîé âåêòîð ïàðàìåòðîâ v ∈ R
l
. Îáîçíà÷èì fi � âåêòîð çíà÷åíèé �àê-

òîðîâ äëÿ i�ãî îáúåêòà. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî îáúåêòà âìåñòî fi íàáëþäàåòñÿ

xi = Gfi + εi, ãäå G � ìàòðèöà ðàçìåðà n × l, n ≥ l ïîëíîãî ðàíãà, à εi �

öåíòðèðîâàííûé øóì ñ íåâûðîæäåííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ.

Òîãäà îïòèìàëüíîé â òåðìèíàõ äèñïåðñèè øóìà E(wTεi)
2
îöåíêîé w, òàêîé,

÷òî EwTxi = vTfi, ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âèäà

w = Σ−1G
(

GTΣ−1G
)−1

v.

Äëÿ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè îöåíêà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè

äëÿ ìàòðèöû êîâàðèàöèé A èìååò âèä

A∗ = argmax
A∈M

pγ(y|X, A) = argmax
A∈M

∫

pγ(y|X, w)p(w|A)dw, (2)

ãäåM � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ

ìàòðèö. ÅñëèA∗
jj = ∞, òî ïðèçíàê ñ íîìåðîì j ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èìûì. Îòìåòèì,

÷òî èíòåãðàë (2) àíàëèòè÷åñêè íå ñ÷èòàåòñÿ è äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ìàêñè-

ìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ ìàòðèöû êîâàðèàöèé A èñïîëüçóþò àïïðîêñèìàöèþ

Ëàïëàñà èëè âàðèàöèîííóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ñèãìîèäíîé �óíêöèè.

Àïïðîêñèìàöèÿ Ëàïëàñà ñîñòîèò â çàìåíå çàäà÷è (2) íà çàäà÷ó (3).

log I(A) = log pγ(y|X, wMP )+
1
2 log detA− 1

2w
T

MPAwMP − 1
2 log detH

−1 → max
A∈M

,

(3)

ãäå wMP åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà ïà-

ðàìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãî-

ðèòì, ñîñòîÿùèé â ïîî÷åðåäíîì ïåðåñ÷åòå îöåíîê A è wMP .

Îïðåäåëåíèå 16. Âàðèàöèîííîé îöåíêîé �óíêöèè f(x) : R → R íàçûâàåòñÿ

�óíêöèÿ g(x, ξ) : R
2 → R, òàêàÿ ÷òî:

f(x) ≥ g(x, ξ) ∀ x, ξ; f(ξ) = g(ξ, ξ) ∀ ξ.

Äëÿ ñèãìîèäû ñóùåñòâóåò âàðèàöèîííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âèäà

σ(x) ≥ σ(ξ) exp{(x− ξ)/2− λ(ξ)(x2 − ξ2)}, ãäå λ(ξ) =
1

2ξ

[

σ(ξ)− 1

2

]

.
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Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè (2) çàìåíÿåòñÿ çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè

íèæíåé îöåíêè íà åå ëîãàðè�ì

[A, ξ] = argmax
ξ,A∈M

[

1
2
log detA− 1

2
log detA′ +

m
∑

i=1

γi log σ(ξi)− 1
2

m
∑

i=1

γiξi+

m
∑

i=1

γiλ(ξi)ξ
2
i +

1
2v

TA′−1v

]

,

äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ñ ïîî÷åðåäíûì ïå-

ðåñ÷åòîì ξ ïðè �èêñèðîâàííîé A è A ïðè �èêñèðîâàííîì ξ.

Òåîðåìà 2 (Àäóåíêî, 2016). Ïóñòü èìååòñÿ îäèíî÷íàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü,

çàäàííàÿ ñîâìåñòíûì ïðàâäîïîäîáèåì

p(y, w|X, A) =

m
∏

i=1

σ(yiw
Txi)N (w|0, A−1),

ãäå yi ∈ {−1, 1}, xi ∈ R
2
, òî åñòü ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü

n = 2. Ïóñòü òàêæå w = [w1, w2], w1, w2 6= 0.
Îáîçíà÷èì

Σ = H−1 = XTRX =

(

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)

, A =

(

s21 κs1s2
κs1s2 s22

)

,

ãäå H åñòü ãåññèàí − log p(y|X, w) â òî÷êå ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿò-

íîñòè wMP = argmaxw p(y, w|X), à R = diag(σ(yiw
T

MPxi)σ(−yiw
T

MPxi)),
Òîãäà åñëè ïðè m → ∞ âûïîëíåíî

σ2
1, σ

2
2
ï.í.→ ∞, P(ω : ∃ cω > 0, ∃mω : ∀m ≥ mω 1− ρ2m ≥ cω) = 1,

òî s∗1, s
∗
2
ï.í.→ ∞, κ∗ ï.í.→ −sign(w1w2).

Îïðåäåëåíèå 17. Íàáîð ïðèçíàêîâ ñ èíäåêñàìè j ∈ J íàçûâàåòñÿ δ −
ìóëüòèêîëëèíåàðíûì äëÿ δ > 0 ñ âåêòîðîì âåñîâ θ, θj 6= 0 ⇐⇒ j ∈ J , åñ-

ëè ‖Σ̂θ‖1 < δ.

Äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ è ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèé àëãîðèòì, èìåþùèé äâà ïàðàìåòðà τ è δ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
êðîññ-âàëèäàöèè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

• Íàõîäèì íàèáîëåå ìóëüòèêîëëèíåàðíûé íàáîð ïðèçíàêîâ

θ∗ = argmax
θ

[

‖Σ̂θ‖1 + τ‖θ‖1
]

, ãäå τ > 0− êîý��èöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè.

• Åñëè ‖Σ̂θ∗‖1 ≥ δ, òî îñòàíàâëèâàåìñÿ, ïîñêîëüêó íàéäåííûé íàáîð íå

ÿâëÿåòñÿ δ-ìóëüòèêîëëèíåàðíûì. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.
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• Âû÷èñëÿåì íåâÿçêó ε = Xθ∗
è àêòèâíûå ïðèçíàêè J = {j : θ∗j 6= 0}.

• Ïóñòü j0 ∈ J . Ïîïðàâèì ïðèçíàêè ñ íîìåðàìè èç J òàê, ÷òî Xnewθ∗ = 0,

fj −
1

eTθ∗ε → fj, j ∈ J .

• Óäàëÿåì ïðèçíàê ñ íîìåðîì j0 è øêàëèðóåì ïðèçíàêè ñ íîìåðàìè j ∈
J \ {j0} äî äèñïåðñèè 1.

• Ïåðåñ÷èòûâàåì ìàòðèöó êîâàðèàöèè Σ̂. Âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 1.

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáó÷åíèÿ ìóëüòèìîäåëåé. Äëÿ îáó÷åíèÿ

ñìåñè ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé EM-àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò

îáó÷èòü ñìåñü ìîäåëåé ïðè èçâåñòíûõ ãèïåðïàðàìåòðàõ ñìåñè. Ïðåäëîæåí òàê-

æå àëãîðèòì ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îïòèìèçàöèè ñìåñè ìîäåëåé, îñíîâàííûé

íà àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà è âàðèàöèîííîì EM-àëãîðèòìå.

Çàäà÷à îáó÷åíèÿ îäèíî÷íîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè èìååò âèä

w∗ = argmin
w

− log p(y, w|X, A) = argmin
w

l(w), (4)

êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ñèëó âûïóêëîñòè l(w).
Îáó÷åíèå ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ñîñòîèò â ðåøåíèè K íåçàâèñèìûõ çàäà÷

îáó÷åíèÿ îäèíî÷íûõ ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé âèäà

w∗
k = argmin

wk

− log p(yIk , wk|XIk , Ak), k = 1, K.

Äëÿ ñìåñè ìîäåëåé ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå èìååò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak) =

p(π|µ)
K
∏

k=1

pk(wk|Ak)

m
∏

i=1

(

K
∑

l=1

πlσ(yiw
T

l xi)

)

, ãäå

p(π|µ) = Γ(Kµ)

ΓK(µ)

K
∏

k=1

πµ−1
k , p(wk|Ak) =

√
detAl

(2π)n/2
exp

(

−1
2w

T

lAlwl

)

, k = 1, . . . , K.

Îáó÷åíèå ñìåñè ìîäåëåé ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è

[π∗, w∗
1, . . . , w

∗
K] = argmax

π,w1, ...,wK

log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK). (5)

Îöåíèì log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) ñíèçó, ââîäÿ ðàñïðåäåëåíèå
q(Z), ïîëó÷èì

log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak) ≥ L(q, π, w1, . . . , wK) =

Eq log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak)− Eq log q(Z). (6)
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Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è (5) ðåøàåì çàäà÷ó

L(q, π, w1, . . . , wK) → max
q, π,w1, ...,wK

. (7)

ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî EM-àëãîðèòìà, èñïîëüçóÿ äëÿ q �àêòîðèçàöèþ âèäà

Q =

{

q : q(Z) =
m
∏

i=1

qzi(zi)

}

.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó èòåðàòèâíîìó àëãîðèòìó.

1. Çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ π, wk, k = 1, K.

2. Ïåðåñ÷èòûâàåì ðàñïðåäåëåíèå ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ

P(zil = 1) =
πlσ(yiw

T

l xi)
∑K

k=1 πkσ(yiw
T

kxi)
.

3. Ïåðåñ÷èòûâàåì âåñà ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè

πk =











0, åñëè µ− 1 +
∑m

i=1Ezik ≤ 0,
µ− 1 +

∑m
i=1Ezik

∑K
l=1max (0, µ− 1 +

∑m
i=1Ezil)

, åñëè µ− 1 +
∑m

i=1Ezik > 0.

4. Ïåðåñ÷èòûâàåì âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, ðåøàÿ çàäà÷ó

lk(wk) =
1
2

K
∑

k=1

wT

kAkwk −
m
∑

i=1

Ezik log σ(yiw
T

kxi) → min
wk

, k = 1, K,

ñîâïàäàþùóþ ñ çàäà÷åé îáó÷åíèÿ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè (4)

äëÿ âçâåøåííûõ îáúåêòîâ.

5. Ïðè çíà÷èòåëüíîì îòëè÷èè îöåíîê π, wk, k = 1, K ïåðåõîäèì íà øàã 2.

Ïðåäëîæèì äàëåå àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ñ îáó÷åíèåì ñìå-

ñè ìîäåëåé ïðîèçâîäèòü îöåíêó ãèïåðïàðàìåòðîâ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) ñíèçó (6)

êàê àïïðîêñèìàöèåé è áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (7) ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî EM-

àëãîðèòìà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî òàì ñîäåðæàòñÿ íåèçâåñòíûå ìàòðèöû A1, . . . , AK,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà îáîñíîâàííî-

ñòè (1), è îò èõ çíà÷åíèé çàâèñÿò ïîëó÷åííûå îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé

âåðîÿòíîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìàòðèö A1, . . . , AK èñïîëüçóåì ïîðîæäåí-

íóþ íèæíåé îöåíêîé àïïðîêñèìàöèþ îáîñíîâàííîñòè

p(y|X, µ, A1, . . . , AK) ≈ e−Eq log q(Z)

∫

p(π|µ)
K
∏

k=1

π
∑m

i=1
Ezik

k dπ

K
∏

k=1

∫

N (wk|0, A−1
k )

m
∏

i=1

σ(yiw
T

kxi)
Ezikdwk,
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îòêóäà îöåíêè ìàòðèö Ak, k = 1, K ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

A∗
k = argmax

Ak

∫

N (wk|0, A−1
k )

m
∏

i=1

σ(yiw
T

kxi)
Ezikdwk, k = 1, K,

ñîâïàäàþùåé ñ çàäà÷åé ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâà-

ðèàöèîííîé ìàòðèöû îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî âçâå-

øåííûìè îáúåêòàìè ñ âåêòîðîì âåñîâ γk = [Ezik, i = 1, m]T, êîòîðàÿ ðàññìîò-

ðåíà ðàíåå (2).

Â ãëàâå 4 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè è ñòàâèòñÿ çàäà÷à

ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà �óíêöèè ñõîäñòâà ìåæ-

äó àïîñòåðèîðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. �àññìàòðèâàþòñÿ

òðåáîâàíèÿ ê êîððåêòíûì �óíêöèÿì ñõîäñòâà ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ïðåä-

ëîæåíà êîððåêòíàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîëó÷åíû åå ñâîéñòâà, à òàêæå ïðåäëî-

æåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâó-

þùèå �óíêöèè ñõîäñòâà íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

Íåñìîòðÿ íà ïðîðåæèâàíèå ìóëüòèìîäåëè, îíà ìîæåò ñîäåðæàòü ïîõîæèå

ìîäåëè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîñòàâèì çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé, ðåøåíèå êîòî-

ðîé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè.

• Äàíû äâå ìîäåëè f1 è f2, âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé w1, w2.

• Èìååì âûáîðêè (X1, y1) è (X2, y2), y1,i = f1(x1,i, w1), y2,i = f2(x2,i, w2).

• Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé w1 ∼ p1(w), w2 ∼ p2(w).

• Àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ p(w1|X1, y1) è p(w2|X2, y2), îáîçíà÷àåìûå
äàëåå g1(w) è g2(w).

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü �óíêöèþ ñõîäñòâà, îïðåäåëåííóþ íà ïàðå ðàñïðåäåëåíèé

g1(w) è g2(w). Îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

1. îïðåäåëåíà â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ íîñèòåëåé,

2. s(g1, g2) ≤ s(g1, g1),

3. s ∈ [0, 1],

4. s(g1, g1) = 1,

5. áëèçêà ê 1, åñëè g2(w) � ìàëîèí�îðìàòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå,

6. ñèììåòðè÷íà, s(g1, g2) = s(g2, g1).
Ñâîéñòâî 5 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â ðåøàåìîé çàäà÷å, ïîñêîëüêó îáåñïå÷èâàåò

íåîòëè÷èìîñòü ìîäåëè, ïðî ïàðàìåòðû êîòîðîé íè÷åãî íåèçâåñòíî, îò ëþáîé

äðóãîé ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 18. Íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèå g2(·) : Ω → R
+
íåèí�îðìàòèâ-

íûì îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(·) : Ω → R
+
ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì

supp(g1) = A, åñëè ∃ B : A ⊆ B, ÷òî ∀ v ∈ B : g2(w) = 1/|B|.
Îïðåäåëåíèå 19. Íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèå g2(·) : Ω×Ω2 → R

+
íåèí�îðìàòèâ-

íûì îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(·) : Ω × Ω1 → R
+
ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì

supp(g1) = A, åñëè Ω1 = ∅, òî åñòü g1 îïðåäåëåíî íà ïîäïðîñòðàíñòâå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ g2 è ∃τ > 0, B : A×[−τ, τ ]dim(Ω2) ⊆ B, ÷òî ∀v ∈ B : g2(w) = 1/|B|.
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Îïðåäåëåíèå 20. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé

g12(·), . . . , gk2(·), . . . Ω → R
+

ìàëîèí�îðìàòèâíîé íà Ω, åñëè âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

∀ a > 0, gk2(·)|A → U(A), ãäåA = {w : ‖w‖ ≤ a},
∃ 0 ≤ B < ∞, ∃ k0 : ∀ k ≥ k0 sup

{w: ‖w‖≥B}
gk2(w) ≤ sup

{w: ‖w‖≤B}
gk2(w),

ãäå â óñëîâèè (8) gk2(·)|A åñòü ñóæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ gk2(·) íà ìíîæåñòâî A

gk2 |A(w) =











0, åñëè ‖w‖ > a,

gk2(w)
∫

A gk2(v)dv
, w ∈ A.

Ñõîäèìîñòü â ñâîéñòâå (8) ïîíèìàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ, òî åñòü

gk2(·)|A → U(A) ⇐⇒ sup
w∈A

|gk2(w)− 1/|A|| → 0 ïðè k → ∞.

Îïðåäåëåíèå 21. Ôóíêöèÿ ñõîäñòâà s(g1, g2), îïðåäåëåííàÿ íà ïàðå ðàñïðåäå-
ëåíèé g1(w) : Ω×Ω1 → R

+
è g2(w) : Ω×Ω2 → R

+
, ãäå Ω = R

n, Ω1 = R
n1, Ω2 =

R
n2, n, n1, n2 ≥ 0 íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

òðåáîâàíèÿì.

1. s(g1, g2) îïðåäåëåíà ∀n, n1, n2 ≥ 0, åñëè g1(w, w1), g2(w, w2) < ∞∀w ∈
Ω, w1 ∈ Ω1, w2 ∈ Ω2,

2. s(g1, g2) ≤ s(g1, g1),

3. s(g1, g2) ∈ [0, 1],

4. s(g1, g1) = 1,

5. • Åñëè g2 ÿâëÿåòñÿ íåèí�îðìàòèâíûì îòíîñèòåëüíî g1, òî s(g1, g2) = 1;

• ∀ g1 : n1 = 0, òî åñòü g1(w, w1) = g1(w), äëÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé g12, . . . , g
k
2 , . . . âûïîëíåíî

s(g1, g
k
2) → 1 ïðè k → ∞,

6. s(g1, g2) = s(g2, g1).

Äëÿ ïåðåõîäà îò ðàññòîÿíèÿ / äèâåðãåíöèè ê �óíêöèè ñõîäñòâà áóäåò èñ-

ïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå

sρ(g1, g2) = exp(−ρ(g1, g2)). (10)

Òåîðåìà 3 (Àäóåíêî, 2014). Ïåðå÷èñëåííûì òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà

äëÿ ïàðû ðàñïðåäåëåíèé íå óäîâëåòâîðÿþò �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå à)

äèâåðãåíöèåé Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà; á) ðàññòîÿíèåì Äæåíñîíà-Øåííîíà; â) ðàñ-

ñòîÿíèåì Õåëëèíãåðà; ã) ðàññòîÿíèåì Áõàòòà÷àðàéà.
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Îïðåäåëåíèå 22. Äèâåðãåíöèåé Áðåãìàíà DF (p, q) : Ω×Ω → R, ãäå Ω � âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ çàäàííàÿ ñòðîãî âûïóêëîé íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìîé �óíêöèåé F : Ω → R �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ âèäà

DF (p, q) = F (p)− F (q)− 〈∇F (q), p− q〉.

Îïðåäåëåíèå 23. Ñèììåòðèçîâàííîé äèâåðãåíöèåé Áðåãìàíà D̃F (p, q) : Ω×
Ω → R íàçîâåì

D̃F (p, q) =
√

1
2DF

(

p, 12(p+ q)
)

+ 1
2DF

(

q, 12(p+ q)
)

.

Òåîðåìà 4 (Àäóåíêî, 2016). Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå äèâåðãåíöèÿ-

ìè Áðåãìàíà è ñèììåòðèçîâàííûìè äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà â ñîîòâåòñòâèè

ñ (10), íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

Îïðåäåëåíèå 24. f-äèâåðãåíöèåé df(p, q) : Ω×Ω → R, ãäå Ω � ìíîæåñòâî ðàñ-

ïðåäåëåíèé ñ êîíå÷íûìè ïëîòíîñòÿìè íàä R
n
, íàçûâàåòñÿ çàäàííàÿ âûïóêëîé

�óíêöèåé f : R → R, f(1) = 0 �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ âèäà

df(p, q) =

∫

Rn

f

(

p(w)

q(w)

)

q(w)dw.

Òåîðåìà 5 (Àäóåíêî, 2016). Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå f � äèâåðãåíöè-

ÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ (10), íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

Ïðåäëîæèì äàëåå êîððåêòíóþ �óíêöèþ ñõîäñòâà s.

Îïðåäåëåíèå 25. Íàçîâåì �óíêöèåé ñõîäñòâà s-s
ore ïàðû ðàñïðåäåëåíèé

g1 : R
n → R

+, g2 : R
n → R

+
, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå, �óíê-

öèþ âèäà

s0(g1, g2) =

∫

g1(w)g2(w)dw

maxb∈Rn

∫

g1(v)g2(v − b)dv
.

Îïðåäåëåíèå 26. Íàçîâåì ïàðó ðàñïðåäåëåíèé (gτ1(w, w1, w2) : R
k × R

n1 ×
R

n2 → R
+, gτ2(w, w1, w2) : R

n × R
n1 × R

n2 → R
+
) τ � ðàñøèðåíèåì ïàðû

ðàñïðåäåëåíèé (g1(w, w1) : R
n ×R

n1 → R
+
, g2(w, w2) : R

n ×R
n2 → R

+), åñëè

gτ1(w, w1, w2) = g1(w, w1)U(Qτ
2), g

τ
2(w, w1, w2) = g2(w, w2)U(Qτ

1), ãäå

Qτ
1 = {w1 : ‖w1‖∞ ≤ τ}, Qτ

2 = {w2 : ‖w2‖∞ ≤ τ}.
Îïðåäåëåíèå 27. Íàçîâåì �óíêöèåé ñõîäñòâà s-s
ore ïàðû ðàñïðåäåëåíèé

g1(w, w1), g2(w, w2), g1 : R
n × R

n1 → R
+, g2 : R

n × R
n2 → R

+
�óíêöèþ

âèäà

s(g1, g2) = lim
τ→0

s0(g
τ
1 , g

τ
2).

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ ñõîäñòâà s(g1, g2) îïðåäåëåíà êîððåêòíî.
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Òåîðåìà 6 (Àäóåíêî, 2014). Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s-s
ore ÿâëÿåòñÿ

êîððåêòíîé.

Òåîðåìà 7 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü ìîäåëè, çàäàâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

(m1, Σ1) è (m2, Σ2) ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷èìûìè, åñëè

s− score (N (m1, Σ1), N (m2, Σ2)) ≤ C ∈ (0, 1).

Òîãäà, åñëè óêàçàííûå ìîäåëè ðàçëè÷èìû ïî ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ, òî è ìî-

äåëè, çàäàâàåìûå (m1, Σ1) è (m2, λΣ2), λ ∈ [0, 1] áóäóò ðàçëè÷èìû ñîãëàñíî

ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ.

Òåîðåìà 8 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü ðàññìàòðèâàþòñÿK ìîäåëåé ñ ‖m1‖ = . . . =
‖mK‖ = λ1 > 0 è Σ1 = . . . = ΣK = λ2I. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòëè÷èìîñòè ìî-

äåëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé: ìîäåëè ñ íîìåðàìè i 6= j ðàçíûå, åñëè

s− score (N (mi, Σi), N (mj, Σj)) ≤ C ∈ (0, 1).

Òîãäà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé, êîòîðîå ìîæåò áûòü

â íàáîðå, åñòü

Kmax =

⌊

√
π

nΓ(n+1
2
)

(n− 1)Γ(n
2
+ 1)

1
∫ θ/2

0 sinn−2 ϕdϕ

⌋

.

Çäåñü θ ∈ [0, π], cos θ = ρ = max(−1, 1+ 2λ2/λ
2
1 lnC). Ïðè ýòîì ìîæíî ïîñòðî-

èòü Kmin ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé, ãäå

Kmin =

⌊

√
π

nΓ(n+1
2
)

(n− 1)Γ(n2 + 1)

1
∫ θ

0 sinn−2 ϕdϕ

⌋

.

Îïðåäåëåíèå 28. Íàçîâåì îáîáùåííî-ëèíåéíîé ìîäåëüþ ñ íàòóðàëüíîé

�óíêöèåé ñâÿçè è àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ p(w|A)
âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå êîòîðîé èìååò âèä

p(y, w|X, A) = p(y|X, w)p(w|A), ãäå p(y|X, w) =

m
∏

i=1

p(yi|xi, w),

p(yi|xi, w) = c(yi) exp(θiyi − b(θi)), ãäå θi = wTxi.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

lm(v) = log p(y|X, v), sm(v) = ∇lm(v), Hm(v) = −∂2lm(v)

∂v2
.

Îáîçíà÷èì òàêæå l̃m(v) = log p(y|X, v) + log p(w|A). Îáîçíà÷èì Hm(w) = Hm

è ââåäåì Oδ
m(w) = {v : ‖HT/2

m (v − w)‖ ≤ δ}, m = 1, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îêðåñòíîñòåé èñòèííîãî ïàðàìåòðà w, ãäå H
1/2
m åñòü êâàäðàòíûé êîðåíü Õîëåö-

êîãî.
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Òåîðåìà 9 (Àäóåíêî (2016)). Ïóñòü èìååòñÿ èìååòñÿ îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ ìî-

äåëü ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ èñòèííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w è íîð-

ìàëüíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ∼ N (w|0, A−1
m ),

ïðè÷åì ∃ c0 < ∞ : ‖Am‖ < c0 ∀m. Ïóñòü òàêæå

∑m
i=1 xix

T

i èìååò ïîëíûé ðàíã

äëÿ m ≥ m0, λmin(H(w)) → ∞ ïðèm → ∞ è

∃ δ > 0, c > 0, θ > 0, m1 : ∀m ≥ m1 ∀ v ∈ Oδ
m(w) λmin(H(v)) ≥ cλ1/2+θ

max (H(w)).

Òîãäà îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ŵ = argmaxv p(y, v|X,A)

ñóùåñòâóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè m → ∞, è ŵ
ï.í.→ w.

Òåîðåìà 10 (Àäóåíêî (2016)). Ïóñòü èìååòñÿ îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ íà-

òóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ èñòèííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w è íîðìàëüíûì

àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ∼ N (w|0, A−1
m ), ïðè÷åì

∃ c0 < ∞ : ‖Am‖ < c0 ∀ m. Ïóñòü òàêæå

∑m
i=1 xix

T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ

m ≥ m0, λmin(H(w)) → ∞ ïðèm → ∞ è

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

m(w)
‖H(w)−1/2H(v)H(w)−T/2 − I‖ → 0 ïðèm → ∞.

Òîãäà H̃(ŵ)1/2(ŵ−w)
d→ N (0, In), ãäå ŵ = argmaxv p(y, v|X, A) åñòü îöåíêà

ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Òåîðåìà 11 (Àäóåíêî (2016)). Ïóñòü èìååòñÿ äâå îáîáùåííî-ëèíåéíûå ìîäå-

ëè ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ îäèíàêîâûì èñòèííûì âåêòîðîì ïàðà-

ìåòðîâ w è íîðìàëüíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ

w ∼ N (w|0, A−1
mk), k = 1, 2, ïðè÷åì ∃ ck0 < ∞ : ‖Ak

mk‖ < ck0 ∀ mk, k = 1, 2.

Ïóñòü äëÿ îáåèõ ìîäåëåé âûïîëíåíî, ÷òî

∑mk

i=1 xix
T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ

mk ≥ mk
0, k = 1, 2, λmin(Hmk(w)) → ∞ ïðè mk → ∞, k = 1, 2 è

∀δ > 0 max
v∈Oδ

mk (w)
‖Hmk(w)−1/2Hmk(v)Hmk(w)−T/2−I‖ → 0 ïðè mk → ∞, k = 1, 2.

Ïóñòü òàêæå ‖H̃m1(ŵ1)‖‖H̃−1
m2(ŵ2)‖ P→ 0 ïðèm = min(m1, m2) → ∞.

Òîãäà −2 log s-s
ore = (ŵ2− ŵ1)
T(H̃−1

m1(ŵ1)+ H̃−1
m2(ŵ2))

−1(ŵ2− ŵ1)
d→ χ2(n), ãäå

ŵk, k = 1, 2 åñòü îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, à mk
� ÷èñëî îáúåêòîâ â âûáîðêå äëÿ ìîäåëè k = 1, 2.

Îïðåäåëåíèå 29. Ìóëüòèìîäåëü (ñìåñü ìîäåëåé èëè ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü)

íàçûâàåòñÿ (s, α) � àäåêâàòíîé, åñëè âñå ìîäåëè f1, . . . , fl, âõîäÿùèå â íåå,

ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûìè ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ñõîäñòâà

s íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α. Ïîä ñòàòèñòè÷åñêîé ðàçëè÷èìîñòüþ ìîäåëåé ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàçëè÷èìîñòü àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëåé p(wk|y, X, µ, A1, . . . , AK), k = 1, K äëÿ ìóëüòèìîäåëè è

p(wk|y, X, A1, . . . , AK), k = 1, K äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè.



19

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ìîäåëè, âõîäÿùèå â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, îïòèìè-

çèðóþòñÿ íåçàâèñèìî è íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà èõ ïîõîæåñòü íå íàêëàäûâàåò-

ñÿ, à ðàçáèåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè äåéñòâèÿ ìîäåëåé ìîæåò

íå îòðàæàòü ðåàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ, ïîñòðîåííàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ

ìîäåëü ìîæåò áûòü íå (s, α) � àäåêâàòíîé. Ïðè ïîñòðîåíèè ñìåñè ìîäåëåé ìî-
äåëè îïòèìèçèðóþòñÿ ñîâìåñòíî, íî íåñìîòðÿ íà ïðîðåæèâàíèå ñìåñü ìîæåò

ñîäåðæàòü ïîõîæèå ìîäåëè. Îïèøåì òåïåðü ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåê-
âàòíîé ìóëüòèìîäåëè ïî èìåþùåéñÿ îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ìóëüòèìîäåëè. Â

êà÷åñòâå àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ïàðàìåòðû w1, . . . , wK èñïîëüçóåì

èõ íîðìàëüíûå àïïðîêñèìàöèè. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s.
Îáîçíà÷èì S = ‖skl(gk(wk), gl(wl))‖, k, l = 1, K ìàòðèöó çíà÷åíèé ïîïàðíûõ

ñõîäñòâ ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü, à T = ‖tkl‖, k, l = 1, K ìàòðèöó

ñîîòâåòñòâóþùèõ äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãè-

ïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé, òî åñòü tkl = P(s(gk(wk), gl(wl)) < skl|wk = wl).
Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáúåäèíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êëèê ïî

íàèáîëüøåìó ñõîäñòâó.

1. Íàõîäèì êëèêè ïîïàðíî íåðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà

K̃ = Argmax
K∈2{1, ..., K}

|K| min
k, l∈K

[tkl ≥ α].

2. Åñëè äëÿ K ∈ K̃ mink, l∈K[tkl ≥ α] = 0, òî åñòü â êëèêå åñòü ðàçëè÷è-

ìûå ìîäåëè, îñòàíàâëèâàåìñÿ, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíà (s, α) � àäåêâàòíàÿ

ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.

3. Ñðåäè íàéäåííûõ êëèê íàõîäèì êëèêó ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé äîñòèãàå-

ìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè: K∗ = argmaxK∈K̃
∑

k, l∈K tkl.

4. • Äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé:

Îáúåäèíÿåì ìîäåëè ñ èíäåêñàìè èç K∗
â îäíó ñ íîìåðîì k∗ ∈ K∗

è

ïåðåñ÷èòûâàåì gk∗(wk∗).

⊔k∈K∗Ik → Ik∗, A∗
k∗ = argmax

Ak∗

p(yIk∗ |XIk∗ , Ak∗),

gk∗(wk∗) = N (wk∗|w∗
k∗, Σ

∗
k∗), w

∗
k∗ = argmax

wk∗

p(yIk∗ , wk∗|XIk∗ , A
∗
k∗),

Σ∗−1
k∗ = XT

Ik∗Rk∗XIk∗ +A∗
k∗, Rk∗ = diag(σ(w∗T

k∗xi)σ(−w∗T
k∗xi), i ∈ Ik∗).

• Äëÿ ñìåñåé ìîäåëåé:

Îáúåäèíÿåì ìîäåëè ñ èíäåêñàìè èç K∗
è ïåðåíàñòðàèâàåì ñìåñü ìî-

äåëåé â ñîîòâåòñòâèè. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå:

∑

l∈K∗

πl → πk∗, 0 → πl, l ∈ K\{k∗}, 1
|K∗|
∑

l∈K∗

wl → wk∗,wk → wk, k 6∈ K∗.
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5. Óäàëÿåì ñòîëáöû ìàòðèö S è T ñ íîìåðàìè èç K∗ \ {k∗} è ïåðåñ÷èòûâàåì
sk∗l è tk∗l äëÿ l 6= k∗.

sk∗l = s(gk∗(wk∗), gl(wl)), tk∗l = P(s(gk∗(wk∗), gl(wl)) < sk∗l|wk∗ = wl).

Äëÿ ñìåñåé ìîäåëåé ïåðåñ÷èòûâàåì âñå ïîïàðíûå ñõîäñòâà, òàê êàê îïòè-

ìèçàöèÿ ìîãëà èçìåíèòü çíà÷åíèÿ âåñîâ è ïàðàìåòðîâ äðóãèõ ìîäåëåé.

6. Ïåðåõîäèì íà øàã 1.

Â ãëàâå 5 ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ íà ñèíòåòè÷åñêèõ è ðåàëüíûõ

äàííûõ ñ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè. �àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êëàññè�èêàöèè

äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI ïî ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì, ïî êà÷åñòâó áåëîãî

âèíà, ïî ëîêàëèçàöèè áåëêîâ â êëåòêàõ, ïî öåíàì äîìîâ, ïî çàáîëåâàíèÿì ñåðä-

öà â Þæíîé À�ðèêå. Äàííûå ïî öåíàì äîìîâ îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷å ðåãðåññèè, à

äàííûå ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà � ê çàäà÷å ìíîãîêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè, à

ïîòîìó áûëà ïðîèçâåäåíà äèñêðåòèçàöèÿ öåëåâîé ïåðåìåííîé.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà èñïîëüçîâàëàñü êðîññ-âàëèäàöèÿ ïî 50 íåçàâèñèìûì

ðàçáèåíèÿì âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü. Ñðàâíåíèå ïîñòðîåíèÿ (s, α) �
àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé äëÿ K = 20 ñ èñõîäíûìè è (s, α) � àäåê-
âàòíûõ ñìåñåé ìîäåëåé ñ èñõîäíûìè ïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûáîðå ÷èñëà ìîäåëåé

â ñìåñè ïóòåì ïðîðåæèâàíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Â òàáëè-

öàõ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• AUC

m/sp

� ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìî-

äåëè/ñìåñè ìîäåëåé;

• AUC

adeq

m/sp

� ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ (s, α) � àäåêâàòíîé

ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè/ñìåñè ìîäåëåé;

• t
m/sp

� çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé t-ñòàòèñòèêè ïðè ñðàâíåíèè (s, α) � àäåêâàò-
íîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè/ñìåñè ìîäåëåé ñ èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé

ìîäåëüþ/ñìåñüþ ìîäåëåé;

• K
m/sp

� ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â îáó÷åííîé îïòèìàëüíîé ìíîãîóðîâ-

íåâîé ìîäåëè/ñìåñè ìîäåëåé;

• Kadeq

m/sp

� ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â (s, α) � àäåêâàòíîé îáó÷åííîé îï-

òèìàëüíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè/ñìåñè ìîäåëåé.

Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ïîç-

âîëÿþò íå òîëüêî çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ÷èñëî ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè è ïî-

ëó÷èòü àäåêâàòíóþ ìóëüòèìîäåëü, ñîñòîÿùóþ èç ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé,

íî è ïðèâîäÿò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ê çíà÷èìîìó ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà êëàññè-

�èêàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè ìóëüòèìîäåëÿìè. Ïðè ýòîì êà÷åñòâî êëàñ-

ñè�èêàöèè ïîñòðîåííûõ ìóëüòèìîäåëåé óñòîé÷èâî ê èçáûòî÷íîìó ÷èñëó ìîäå-

ëåé â èñõîäíûõ ìóëüòèìîäåëÿõ, à â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ

ðàçëè÷èå â êà÷åñòâå ïîñòðîåííûõ (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ïî îòíî-

øåíèþ ê îäèíî÷íîé ìîäåëè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíûõ ìîäåëåé. Ýòè
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Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàò-
íûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé äëÿ K = 20.

Âûáîðêè AUC

m

AUC

adeq

m

t
m

K
m

Kadeq

m

Êðåäèòû 0.6789 0.7604 16.7 20 2.48

Ëîêàëèçàöèÿ áåëêîâ 0.6721 0.6959 8.83 20 2.56

Êà÷åñòâî âèíà 0.8185 0.8189 0.57 20 9.08

Çàáîëåâàíèÿ ñåðäöà 0.6757 0.7392 11.56 20 2.62

Öåíû äîìîâ 0.897 0.9427 11.34 20 2.56

Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ñìåñåé ìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàòíûõ ñìåñåé
ìîäåëåé ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ÷èñëà ìîäåëåé â ñìåñè.

Äàííûå AUC

sp

AUC

adeq

sp

t
sp

K
sp

Kadeq

sp

Êðåäèòû 0.7693 0.7784 4.53 15.5 2.66

Ëîêàëèçàöèÿ áåëêîâ 0.6988 0.7001 1.67 17.4 2.11

Êà÷åñòâî âèíà 0.8038 0.8125 14.01 31.5 6.48

Çàáîëåâàíèÿ ñåðäöà 0.7644 0.7705 3.03 9.66 2.60

Öåíû äîìîâ 0.9411 0.9461 2.46 7.66 2.10

ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ðåêîìåíäîâàòü ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ñ ïîñòðîåíèåì (s, α) �
àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññè�èêàöèè, ãäå â äàííûõ

ìîãóò ñîäåðæàòñÿ íåîäíîðîäíîñòè.

Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû.

1. Ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà ïëîòíîñòåé àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå �óíê-

öèè ñõîäñòâà òðåáîâàíèÿì íå óäîâëåòâîðÿþò.

2. Ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â

àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè.

3. �àçðàáîòàíû ìåòîäû âûáîðà àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ ìóëü-

òèìîäåëåé, ñîäåðæàùèõ ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûå ìîäåëè.

4. Ïðåäëîæåí ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ. Äî-

êàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ âûðîæäåííîñòü íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìó-

ìà îáîñíîâàííîñòè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé

ìîäåëè.

5. �àçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòè-

ìîäåëåé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êëàññè�èêàöèè. �àçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîêà-

çûâàþò çíà÷èìîå ïîâûøåíèå êà÷åñòâà è ñíèæåíèå ÷èñëà ìîäåëåé â ìóëü-

òèìîäåëè ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè.
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