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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè [9, 23, 24, 50, 79�82℄. Çàäà÷à äâóõ-

êëàññîâîé êëàññè�èêàöèè ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé â ìàøèííîì îáó÷åíèè, à çàäà÷è

ìíîãîêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè ìîãóò áûòü ý��åêòèâíî ñâåäåíû ê ðåøåíèþ

îäíîé èëè íåñêîëüêèõ çàäà÷ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè [96�99,110℄. Çàäà÷à

äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èç

ðàçíûõ îáëàñòåé. Òàê çàäà÷àìè äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ çàáîëåâàíèÿ ó ïàöèåíòà ïî íàáîðó åãî àíàëèçîâ [93, 94℄,

çàäà÷à àíàëèçà òåêñòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàñòðîåíèÿ ñîîáùåíèé [95℄ è çàäà÷à êðå-

äèòíîãî ñêîðèíãà [33, 34, 84℄. Òàê çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà [25, 33℄ ñîñòîèò â

îïðåäåëåíèè òîãî, áóäåò ëè äîïóùåí çàåìùèêîì íåïëàòåæ ïî êðåäèòó ïî îòâå-

òàì çàåìùèêà íà êðåäèòíóþ àíêåòó, âêëþ÷àþùóþ èí�îðìàöèþ î åãî äîõîäàõ,

ñåìåéíîì ïîëîæåíèè, ñîáñòâåííîñòè, îáðàçîâàíèè è ò.ä. [25, 33, 43℄. Çàäà÷à ñòà-

íîâèòñÿ âñå áîëåå àêòóàëüíîé âìåñòå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì è øèðîêèì èñïîëü-

çîâàíèåì ðàçíîãî ðîäà êðåäèòîâ, îñîáåííî ïîòðåáèòåëüñêèõ. Òàê êàê èñïîëüçî-

âàíèå ýêñïåðòîâ ïðè ïðèåìå ðåøåíèÿ î âûäà÷å êðåäèòîâ çàòðàòíî è íå âñåãäà

âîçìîæíî, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñ ðàâíîïðàâíûì êðåäèòîâàíèåì [103℄, ðåøå-

íèå î âûäà÷å êðåäèòà è ñòàâêå ïðèíèìàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñêîðèíãîâîé

ñèñòåìû [33℄. Ïîä ñêîðèíãîâîé ñèñòåìîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ

ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïî ïðåäîñòàâëåííûì çàåìùèêîì äàííûì îöåíèâàåò âåðîÿò-

íîñòü äå�îëòà ïî êðåäèòó [8, 33℄. Îòìåòèì, ÷òî ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, ïîç-

âîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü èíòåðïðåòèðóåìóþ ìîäåëü, ñîäåðæàùóþ èí�îðìàöèþ î

âàæíîñòè êàæäîãî èç ïðèçíàêîâ, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êàê ìåòîä äâóõêëàññî-

âîé êëàññè�èêàöèè âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ [8,34,84,93,94℄, à â îáëàñòè êðåäèòíîãî

ñêîðèíãà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòîì [8, 33, 84℄.

Îäíàêî îäèíî÷íàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êàê è ëþáàÿ îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ

ìîäåëü, íå ïîçâîëÿåò îïèñàòü íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ, ïîñêîëüêó âåñà ïðèçíà-

êîâ îäèíàêîâû äëÿ âñåõ îáúåêòîâ â âûáîðêå, à îáó÷åíèå ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè

ýòèõ âåñîâ [21, 33, 34℄. Íàïðèìåð, äàííûå ìîãóò èìåòü êëàñòåðíóþ ñòðóêòóðó

è âàæíîñòü ïðèçíàêîâ, à, çíà÷èò, è èõ îïòèìàëüíûé âåñ, ìîãóò çàâèñåòü îò

êëàñòåðà äàííûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íåîäíîðîäíîñòè äàííûõ ñóùåñòâó-

åò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñòðîèòü êîìïîçèöèè êëàññè�èêàòîðîâ. Â

ïåðâîì ïîäõîäå êàæäûé îáúåêò æåñòêî îòíîñèòñÿ ê îäíîé èç ìîäåëåé, ïðè-

÷åì ðàçáèåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè äåéñòâèÿ ìîäåëåé ìîæåò

ïðîèçâîäèòüñÿ ïóòåì êëàñòåðèçàöèè [25�27℄ èëè ðàçáèåíèÿ íà ãðóïïû ïî çíà÷å-

íèÿì ïðèçíàêà èëè ãðóïïû ïðèçíàêîâ. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå íà ãðóïïû ïî çíà-

÷åíèÿì ïðèçíàêà ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïóòåì ïåðåêîäèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïðèçíàêà â ðàìêàõ îäèíî÷íîé ìîäåëè [69℄. Ïîäõîä ñ æåñòêèì ðàçáèåíèåì îáú-

åêòîâ ïî êëàñòåðàì ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé [50, 79℄,

â êîòîðûõ ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
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ñòâà è â êàæäîì èç íèõ äåéñòâóåò îäèíî÷íàÿ ìîäåëü. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåò-

ñÿ ñòàíäàðòíûì â êðåäèòíîì ñêîðèíãå [25�28℄, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü

èíòåðïðåòèðóåìîñòü ïîñòðîåííîé ìóëüòèìîäåëè, åñëè ðàçáèåíèå ïðèçíàêîâîãî

ïðîñòðàíñòâà íà ÷àñòè îñìûñëåííî è ìîäåëè, âõîäÿùèå â ìíîãîóðîâíåâóþ ìî-

äåëü, ðàçëè÷èìû, è îäíîâðåìåííî ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ. Âòîðûì

ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ìÿãêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî îáúåêòà åñòü

âåðîÿòíîñòü îòíåñåíèÿ ê êàæäîé èç ìîäåëåé, çàâèñÿùàÿ [9℄ èëè íå çàâèñÿùàÿ îò

îáúåêòà [6,11,23,24,30,31,80,81℄. Òàê áýããèíã (àíãë. bootstrap aggregation) [6,11℄

ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè êîìïîçèöèè ïðîñòîãî ãîëîñîâàíèÿ îäèíî÷íûõ ìîäåëåé,

â áóñòèíãå [30, 31℄ ñòðîèòñÿ êîìïîçèöèÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ

êëàññè�èêàòîðîâ, â ñìåñè ìîäåëåé äëÿ êàæäîãî îáúåêòà åñòü íåêîòîðàÿ �èê-

ñèðîâàííàÿ âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæàòü êàæäîé èç ìîäåëåé [80,81,83℄, à â ñìåñè

ýêñïåðòîâ ýòè âåðîÿòíîñòè òàêæå çàâèñÿò îò îáúåêòîâ [9℄. Ñðàâíåíèå ïîäõîäîâ

ñ æåñòêèì è ìÿãêèì ðàçáèåíèåì îáúåêòîâ ïî ìîäåëÿì è êëàñòåðàì ïðèâåäåíî

â [76, 100�102℄.

Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòü äàííûõ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ

áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè (ìóëüòèìîäåëè), ñîäåðæàùåé íåñêîëüêî îäèíî÷íûõ ìî-

äåëåé, îäíàêî âîçíèêàåò ïðîáëåìà åå èíòåðïðåòèðóåìîñòè. Òàê ïðè æåñòêîì

ðàçáèåíèè îáúåêòîâ ìåæäó ìîäåëÿìè íå ïðîèñõîäèò ó÷åòà áëèçîñòè ìîäåëåé,

ïîñòðîåííûõ äëÿ ðàçíûõ ãðóïï îáúåêòîâ, à ïîòîìó ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà ðàç-

íûõ ïîäâûáîðêàõ ìîãóò ñîâïàäàòü èëè áûòü áëèçêè. Êîìïîçèöèè, ïîñòðîåííûå

ñ ïîìîùüþ áýããèíãà, áóñòèíãà èëè ñìåñè ìîäåëåé òàêæå ìîãóò ñîäåðæàòü â ñå-

áå ìíîæåñòâî îäèíàêîâûõ ìîäåëåé, íàëè÷èå êîòîðûõ ñëîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü.

Áîëåå òîãî, äàæå äàííûå, íå èìåþùèå íåîäíîðîäíîñòåé, âìåñòî îïèñàíèÿ â âèäå

îäèíî÷íîé ìîäåëè ïîëó÷àþò îïèñàíèå â âèäå ñëîæíîé êîìïîçèöèè. �àíåå áûëî

ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ äëÿ ïðîðåæèâàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé [10,12,13,15℄.

Â ðàáîòå [10℄ ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî ýâðèñòèê äëÿ ïðîðåæèâàíèÿ àíñàìáëÿ

ìîäåëåé èç áýããèíãà. Â ðàáîòàõ [19, 20℄ äëÿ âûáîðà ïîäìíîæåñòâà ìîäåëåé â

áýããèíãå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Â ðàáîòàõ [17,18℄

èñïîëüçóþò êëàñòåðèçàöèþ ìîäåëåé è âûáîð åäèíñòâåííîãî ïðåäñòàâèòåëÿ äëÿ

êàæäîãî êëàñòåðà. Â ðàáîòàõ [14,16℄ ïðåäëàãàþò æàäíóþ ñòðàòåãèþ ïîñòåïåííî-

ãî íàðàùèâàíèÿ ÷èñëà êëàññè�èêàòîðîâ â áýããèíãå ñ âûáîðîì íà êàæäîì øàãå

êëàññè�èêàòîðà, íàèáîëåå ïðèáëèæàþùåãî êîìïîçèöèþ ê öåëåâîìó âåêòîðó.

Äëÿ êîíòðîëÿ ÷èñëà ìîäåëåé èñïîëüçóþò àïðèîðíîå ïîîùðÿþùåå ðàçðåæåí-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ ìîäåëåé â ñìåñè [21℄. Ñòðóêòóðó ñìåñè îòûñêèâàþò

ïóòåì ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè [9, 90, 91℄.

Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ïðîðåæèâàíèÿ êîìïîçèöèé íå ó÷èòûâàþò áëèçîñòè

ìåæäó ìîäåëÿìè, à ïîòîìó ìóëüòèìîäåëü ïî-ïðåæíåìó ìîæåò ñîäåðæàòü áëèç-

êèå ìîäåëè, ÷òî âåäåò ê íåèíòåðïðåòèðóåìîñòè è óõóäøåíèþ êà÷åñòâà êëàñ-

ñè�èêàöèè, òàê êàê, íàïðèìåð, äëÿ ìàëîãî êëàñòåðà äàííûõ ìîæåò áûòü ïî-

ñòðîåíà îòäåëüíàÿ íåèí�îðìàòèâíàÿ ìîäåëü, îöåíêè ïàðàìåòðû êîòîðîé îá-

ëàäàþò áîëüøîé äèñïåðñèåé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûõ ìîäå-

ëåé â ìóëüòèìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü âíåøíþþ ïðîöåäóðó ïðîðåæèâàíèÿ,
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îñíîâàííóþ íà ñòàòèñòè÷åñêîì ñðàâíåíèè ìîäåëåé ïóòåì ïîäñ÷åòà ðàññòîÿíèé

ìåæäó àïîñòåðèîðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé, íà-

ïðèìåð, ñ ïîìîùüþ äèâåðãåíöèé Áðåãìàíà èëè f-äèâåðãåíöèé [51, 52, 54, 55℄. Â

äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþùèå ìåðû ñõîäñòâà ðàçëè÷àþò íåèí-

�îðìàòèâíóþ ìîäåëü, ïîñòðîåííóþ, íàïðèìåð, äëÿ ìàëîãî êëàñòåðà äàííûõ,

è ñîâïàäàþùóþ èí�îðìàòèâíóþ, à ïîòîìó íå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àäåêâàò-

íóþ ìóëüòèìîäåëü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ââåäåíî ïîíÿòèå íåèí�îðìà-

òèâíîñòè è ìàëîèí�îðìàòèâíîñòè ðàñïðåäåëåíèé è ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîä-

ñòâà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàçëè÷åíèÿ ìîäåëåé. Íà îñ-

íîâàíèè ïîëó÷åííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ ââåäåííîé �óíê-

öèè ñõîäñòâà â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé ïðåäëî-

æåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ñìåñåé ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé.

�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà ñèíòåòè÷åñêèõ è ðåàëüíûõ äàí-

íûõ äåìîíñòðèðóþò ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà â òåðìèíàõ êà÷åñòâà

êëàññè�èêàöèè è èíòåðïðåòèðóåìîñòè ìóëüòèìîäåëåé.

Åùå îäíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîå íàëè÷èå èçáûòî÷íûõ èëè ìóëüòè-

êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ, ÷òî âëèÿåò íå òîëüêî íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

ïîñòðîåííîé ìîäåëè, íî è íà åå óñòîé÷èâîñòü [1,7℄. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòáîðà

ïðèçíàêîâ èñïîëüçóþò ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [35, 36, 40℄, ìåòîäû ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ïðèçíàêîâ [35, 36, 39℄, ìåòîäû, îñíîâàííûå íà

àíàëèçå ìàòðèöû âçàèìíîé èí�îðìàöèè [41℄, à òàêæå ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ

ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè [37℄. Â äàííîé ðàáîòå â

ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû ìîäåëåé [9,21,90,91℄. Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå

âûðàæåíèå äëÿ îáîñíîâàííîñòè äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè è äëÿ ñìåñè ëîãèñòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè îáîñíîâàííîñòè èñ-

ïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ëàïëàñà [21℄ è âàðèàöèîííûå íèæíèå îöåíêè [85,86℄.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî êðîìå èçáûòî÷íûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå òðåáóåòñÿ óäàëèòü

èç ðàññìîòðåíèÿ, ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå ìîæåò ñîäåðæàòü ìóëüòèêîëëèíåàðíûå

ïðèçíàêè, íàïðèìåð, çàøóìëåííûå êîïèè îäíîãî ïðèçíàêà. Îáùèì ïîäõîäîì

ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íàáîðà íåìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ ïî èñõîäíîìó

íàáîðó ïðèçíàêîâ ïóòåì îïòèìèçàöèè íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà [7, 38℄. Â

äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ, ÿâëÿåòñÿ

íåîïòèìàëüíûì è äëÿ îïòèìàëüíîãî ó÷åòà èí�îðìàöèè îò ìóëüòèêîëëèíåàð-

íûõ ïðèçíàêîâ ïðåäëàãàåòñÿ èõ êîìáèíèðîâàòü. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä

ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêà-

ìè, ïîñêîëüêó îöåíêà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-

öû âåñîâ ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âûðîæäåííîé. Äëÿ îïòèìàëüíîãî

ó÷åòà èí�îðìàöèè îò ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ ïðåäëàãàåòñÿ èõ êîìáè-

íèðîâàòü.

Öåëè ðàáîòû.

1. �àçðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé â ìóëü-
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òèìîäåëÿõ.

2. Ïîñòðîåíèå è òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå �óíêöèè ñõîäñòâà ïëîòíîñòåé

àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîçâîëÿþùåé ðåøàòü çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ

ìîäåëåé.

3. �àçðàáîòêà ìåòîäîâ ïðîðåæèâàíèÿ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåê-

âàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé.

4. Ïîñòðîåíèå ìåòîäà ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè.

5. �åàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ

ìóëüòèìîäåëåé è ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ïðîâåð-

êè óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà è èíòåðïðåòèðóåìîñòè ïîñòðîåííûõ ìóëüòèìîäå-

ëåé.

Çàäà÷è ðàáîòû.

1. �àçðàáîòàòü ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê çàäà÷å ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé â ìóëü-

òèìîäåëÿõ ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ñõîäñòâà àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

2. Ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ �óíê-

öèè ñõîäñòâà ïëîòíîñòåé àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ñðàâíèòü ñ ñó-

ùåñòâóþùèìè.

3. Ïîëó÷èòü îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â àäåêâàòíîé ìóëüòè-

ìîäåëè.

4. �àçðàáîòàòü ìåòîäû ïðîðåæèâàíèÿ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåê-

âàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ïîïàðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ

ìîäåëåé.

5. Ïîñòðîèòü ìåòîä ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè ñ ïîìî-

ùüþ àíàëèçà îöåíêè èõ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû è ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè.

6. Ïðåäëîæèòü ìåòîä ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îòáîðà ïðèçíàêîâ äëÿ ñìåñè

ìîäåëåé.

7. �åàëèçîâàòü àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åí-

íûõ ìóëüòèìîäåëåé è ïðîñòè âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ïðîâåðêè

óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà è èíòåðïðåòèðóåìîñòè ïîñòðîåííûõ ìóëüòèìîäåëåé,

à òàêæå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. �àçðàáîòàíû ìåòîäû âûáîðà àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ ìóëü-

òèìîäåëåé â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññè�èêàöèè, ñîäåðæàùèõ ïî-

ïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûå ìîäåëè.

2. Ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà ïëîòíîñòåé àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé.
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3. Ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â

àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè.

4. Ïðåäëîæåí ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ. Äî-

êàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ âûðîæäåííîñòü íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè êîâàðèà-

öèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ïîëó÷åííîé èç ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè.

5. Ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé è ïðåäëîæåí ñòàòèñòè÷åñêèé ïîä-

õîä äëÿ åå ðåøåíèÿ íà îñíîâàíèè �óíêöèé ñõîäñòâà àïîñòåðèîðíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé.

6. Ïðåäëîæåí ìåòîä ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îòáîðà ïðèçíàêîâ äëÿ ñìåñè

ìîäåëåé.

7. �àçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ îïòè-

ìàëüíûõ îáó÷åííûõ ìóëüòèìîäåëåé â çàäà÷àõ äâóõêëàññîâîé êëàññè�è-

êàöèè è êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ. Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå àäåêâàòíîñòü ìåòîäîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé èñïîëü-

çóþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêà-

öèè [9, 50, 79�81℄. Äëÿ îáó÷åíèÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-

äû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè [21, 88℄ äëÿ íåçàâèñèìîãî íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ

êàæäîé èç ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü. Äëÿ îáó÷åíèÿ ñìå-

ñåé ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé EM-àëãîðèòì [29,104,105℄, à äëÿ ó÷å-

òà ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèñòàðò [92℄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòè-

ìàëüíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè îáîñ-

íîâàííîñòè [90, 91℄ ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà [21℄ è âàðèàöèîííûõ

íèæíèõ îöåíîê [85,86℄. Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ñìåñåé ìîäåëåé ïðîèçâîäèòñÿ

ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî áàéåñîâñêîãî âûâîäà [29,104℄, à äëÿ àïïðîê-

ñèìàöèè îáîñíîâàííîñòè èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ëàïëàñà [21℄ è ïîñòðî-

åíèå âàðèàöèîííûõ íèæíèõ îöåíîê [85, 86℄. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [89℄ è

ñòàòèñòèêè [2, 3, 59, 60℄. Äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëü-

òàòû ñòàòèñòèêè äëÿ îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïî âûáîðêå [61, 62℄.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. �àçðàáîòàíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìî-

äåëåé, âñå ìîäåëè â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûìè.

Ïðåäëîæåí ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè íà îñíî-

âàíèè ïðåäëîæåííîé �óíêöèè ñõîäñòâà àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþùèå �óíêöèè ñõîäñòâà ìåæäó ðàñïðåäå-

ëåíèÿìè, ïîðîæäåííûå äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà è f -äèâåðãåíöèÿìè, à òàêæå
èí�îðìàòèâíîñòüþ íà îñíîâàíèè äèâåðãåíöèè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, íå ÿâëÿþò-

ñÿ êîððåêòíûìè, òî åñòü íå óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà, à

ïîòîìó íå ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Ïî-

êàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ �óíöèÿ ñõîäñòâà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé. Èññëåäîâàíû
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ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà â óñëî-

âèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé. Ïðåäëîæåí ìåòîä ñîâìåñòíîãî

îáó÷åíèÿ è îòáîðà ïðèçíàêîâ äëÿ ñìåñåé ìîäåëåé. Ïîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ

âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðè-

àöèîííîé ìàòðèöû âåñîâ ïðèçíàêîâ. Ïðåäëîæåí ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ìóëü-

òèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ íà îñíîâàíèè îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû äëÿ

ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà êëàññè�èêàöèè. Ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè íà

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîêàçàíî,

÷òî ïðåäëîæåííûå ðàíåå �óíêöèè ñõîäñòâà ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè íå ïîçâî-

ëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Ïîñòðîåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîçâîëÿ-

þùàÿ ðåøèòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Èññëåäîâàíû àñèìï-

òîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëîæåííîé �óíêöèè ñõîäñòâà â óñëîâè-

ÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé. Íà îñíîâàíèè ýòèõ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîñòðîåíà òåîðèÿ âûáîðà (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé.

Ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â àäåê-

âàòíîé ìóëüòèìîäåëè. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èçáûòî÷íûõ ïðèçíàêîâ èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè ìóëü-

òèìîäåëè. Ïðåäëîæåí òàêæå àëãîðèòì ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ ñìåñè ìîäåëåé è

îòáîðà ïðèçíàêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî íåäèàãîíàëüíàÿ îöåíêà ìàêñèìóìà îáîñíîâàí-

íîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåñîâ ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

âûðîæäåííîé, à ïîòîìó äëÿ ó÷åòà çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïðèçíàêàìè ïðåäëîæåí

ìåòîä èõ êîìáèíèðîâàíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå âû÷èñëèòåëüíûå ìå-

òîäû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ

ìóëüòèìîäåëåé â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññè�èêàöèè, äåìîíñòðèðóþò ñó-

ùåñòâåííîå ïîâûøåíèå êà÷åñòâà è çíà÷èòåëüíîå ñíèæåíèå ÷èñëà ìîäåëåé â

ìóëüòèìîäåëÿõ ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è

êëàññè�èêàöèè. �àçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïîçâîëÿåò ðåøàòü çà-

äà÷ó äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé àäåêâàòíîé

îáó÷åííîé ìóëüòèìîäåëè ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì âàæíûõ ïðèçíàêîâ è ó÷å-

òîì èõ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè è ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû ñ èçâåñòíûìè ìåòîäà-

ìè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëü-

òàòîâ ïîäòâåðæäåíà ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ýêñïåðèìåíòàëüíîé

ïðîâåðêîé ïîëó÷åííûõ ìåòîäîâ íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ äâóõêëàññîâîé êëàññè�è-

êàöèè íà äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì, ïî êà÷åñòâó áåëîãî

âèíà, ïî ëîêàëèçàöèè áåëêîâ â êëåòêàõ, ïî çàáîëåâàíèÿì ñåðäöà â Þæíîé À�-

ðèêå è ïî öåíàì äîìîâ â Áîñòîíå; ïóáëèêàöèÿìè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ â

ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, â òîì ÷èñëå ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. �åçóëü-
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òàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîí�åðåí-

öèÿõ.

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾20th Conferen
e of the International

Federation of Operational Resear
h So
ieties¿, 2014, [65℄.

2. Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾57ÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ¿, 2014.

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾27th European Conferen
e for Operational

Resear
h¿, 2015, [66℄.

4. Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îá-

ðàçîâ¿ ÌÌ�Î-17, 2015, [67℄.

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èí�îðìà-

öèè¿, 2016, [68℄.

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèé.

1. 14-07-31205, �îññèéñêèé �îíä �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ

ãðàíòà ��àçâèòèå òåîðèè âûáîðà ìóëüòèìîäåëåé â çàäà÷àõ ïðîãíîçèðîâà-

íèÿ è êëàññè�èêàöèè�.

2. 13-07-13136, �îññèéñêèé �îíä �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ

ãðàíòà �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ñðåäñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâà-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ æåëåçíîäîðîæíûõ îáúåêòîâ è èíæåíåðíûõ ñîîðóæåíèé ïî

ñïóòíèêîâûì ñíèìêàì�.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèñ-

ñåðòàöèè èçëîæåíû â 14 ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ, 9 èç êîòîðûõ èçäàíû â æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

1. Àäóåíêî À.À. Âûáîð ïðèçíàêîâ è øàãîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ äëÿ

çàäà÷è êðåäèòíîãî ñêîðèíãà // Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ,

2012. � 3. Ñ. 279-291, [69℄.

2. À. À. Àäóåíêî, À. À. Êóçüìèí, Â. Â. Ñòðèæîâ Âûáîð ïðèçíàêîâ è îïòè-

ìèçàöèÿ ìåòðèêè ïðè êëàñòåðèçàöèè êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ // Èçâåñòèÿ

Òóë�Ó, 2012. � 3. Ñ. 119-131 [70℄.

3. À. À. Àäóåíêî, Â. Â. Ñòðèæîâ Àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà-

çâàíèé êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ // Ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ, 2013. � 3. Ñ.

21�25 [71℄.

4. À. Â. Èâàíîâà, À. À. Àäóåíêî, Â. Â. Ñòðèæîâ Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëî-

ãè÷åñêèõ ïðàâèë ïðè ðàçìåòêå òåêñòîâ // Ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ, 2013.

� 6. Ñ. 41�47 [72℄.

5. À. À. Àäóåíêî, Í. È. Àìåëüêèí Î ïðåäåëüíûõ äâèæåíèÿõ âîë÷êà ñ âíóò-

ðåííåé äèññèïàöèåé â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè // Òðóäû ÌÔÒÈ, 2013.

� 18(2). Ñ. 126-133 [73℄.

6. À. À. Êóçüìèí, À. À. Àäóåíêî, Â. Â. Ñòðèæîâ Òåìàòè÷åñêàÿ êëàññè�èêà-

öèÿ òåçèñîâ êðóïíîé êîí�åðåíöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðòíîé ìîäåëè

// Èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, 2014. � 6. Ñ. 22-26 [74℄.
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7. À. À. Àäóåíêî, Í. È. Àìåëüêèí Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà äâèæåíèé òÿ-

æåëîãî âîë÷êà ñ âíóòðåííåé äèññèïàöèåé // ÏÌÌ, 2014. Ò. 78. Âûï. 1. Ñ.

13-28 [75℄.

8. A. A. Aduenko , V. V. Strijov Multimodelling and Obje
t Sele
tion for

Banking Credit S
oring // 20th Conferen
e of the International Federation

of Operational Resear
h So
ieties. � Bar
elona: 2014.� P. 136, [65℄.

9. À. À. Àäóåíêî, Â. Â. Ñòðèæîâ Ñîâìåñòíûé âûáîð îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ

â çàäà÷àõ ìíîãîêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ // Èí-

�îêîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè, 2014. � 1. Ñ. 47�53 [76℄.

10. A. A. Aduenko , V. V. Strijov Multimodelling and Model Sele
tion in Bank

Credit S
oring // 27th European Conferen
e for Operational Resear
h. �

Glasgow: 2015.� P. 273, [66℄.

11. À. À. Àäóåíêî, Â. Â. Ñòðèæîâ Àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â çà-

äà÷àõ âûáîðà ìóëüòèìîäåëåé // Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ

îáðàçîâ ÌÌ�Î-17. Òåçèñû äîêëàäîâ 17-é Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ñ

ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì. � ã. Ñâåòëîãîðñê, Êàëèíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü:

Òîðóñ ïðåññ, 2015. Ñ. 10�11, [67℄.

12. À. À. Àäóåíêî, À. Ñ. Âàñèëåéñêèé, À. È. Êàðåëîâ, È. À. �åéåð, Ê. Â. �óäà-

êîâ, Â. Â. Ñòðèæîâ Àëãîðèòìû âûäåëåíèÿ è ñîâìåùåíèÿ óñòîé÷èâûõ îò-

ðàæàòåëåé íà ñïóòíèêîâûõ ñíèìêàõ // Êîìïüþòåðíàÿ îïòèêà, 2015. Ò. 39.

Âûï. 4. Ñ. 622�630 [77℄.

13. À. À. Àäóåíêî, Í. È. Àìåëüêèí Î ðåçîíàíñíûõ âðàùåíèÿõ ìàÿòíèêà ñ

âèáðèðóþùèì ïîäâåñîì // ÏÌÌ. 2015. Ò. 79. Âûï. 6. Ñ. 756�767 [78℄.

14. À. À. Àäóåíêî, Â. Â. Ñòðèæîâ Àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â çàäà-

÷àõ âûáîðà ìóëüòèìîäåëåé // Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èí�îðìà-

öèè ÈÎÈ-2016. Òåçèñû äîêëàäîâ 11-é Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. �

Ìîñêâà, �îññèÿ-Áàðñåëîíà, Èñïàíèÿ: Òîðóñ ïðåññ, 2016. Ñ. 10�11, [68℄.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû, êðîìå îòäåëüíî îãîâîðåí-

íûõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷åíû äèññåðòàíòîì ëè÷íî ïðè íàó÷íîì ðóêîâîäñòâå ä.�.-ì.í.

Â. Â. Ñòðèæîâà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäå-

íèÿ, ïÿòè ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èëëþñòðàöèé, ñïèñêà òàáëèö, ïåðå÷íÿ

îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 110 íàèìåíîâàíèé. Îñíîâíîé

òåêñò çàíèìàåò 175 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïî ãëàâàì. Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñ-

íîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äâóõêëàññîâîé êëàññè-

�èêàöèè, åå ðåøåíèå â îáùåì âèäå, à òàêæå ïîíÿòèå îïòèìàëüíîñòè è îáó÷åíèÿ

âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè. Ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå

ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, ÿâëÿþùåéñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîä ðåøåíèÿ çà-

äà÷è äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè. �àññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè
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è ñìåñè ìîäåëåé, à òàêæå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëåé è

âåñà ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ìóëüòè-

ìîäåëè. Ïðèâåäåíû ìåòîäû ïðèáëèæåííîé îïòèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè, îñíî-

âàííûå íà àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà è âàðèàöèîííûõ íèæíèõ îöåíêàõ. Ïîêàçà-

íà àñèìïòîòè÷åñêàÿ âûðîæäåííîñòü íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñ-

íîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè.

�àññìîòðåíà çàäà÷à êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ äëÿ ó÷åòà âçàèìîñâÿçåé ìåæäó

íèìè è ïðåäëîæåíà ñõåìà îïòèìàëüíîãî ïî äèñïåðñèè øóìà êîìáèíèðîâàíèÿ.

Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû äåòåêòèðîâàíèÿ è ó÷åòà íàëè÷èÿ êîïèé îäíîãî ïðèçíà-

êà â äàííûõ, à òàêæå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè îáùåãî âèäà.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáó÷åíèÿ ìóëüòèìîäåëåé. Äëÿ îáó-

÷åíèÿ ñìåñè ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé EM-àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâî-

ëÿåò îáó÷èòü ñìåñü ìîäåëåé ïðè èçâåñòíûõ ãèïåðïàðàìåòðàõ ñìåñè. Ïðåäëîæåí

òàêæå àëãîðèòì ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îïòèìèçàöèè ñìåñè ìîäåëåé, îñíîâàí-

íûé íà àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà è âàðèàöèîííîì EM-àëãîðèòìå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè. Ââî-

äèòñÿ ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé ðàçëè÷èìîñòè ìîäåëåé ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà �óíê-

öèè ñõîäñòâà ìåæäó àïîñòåðèîðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé.

�àññìàòðèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ê êîððåêòíûì �óíêöèÿì ñõîäñòâà ìåæäó ðàñïðå-

äåëåíèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþùèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè,

âêëþ÷àÿ äèâåðãåíöèè Áðåãìàíà è f-äèâåðãåíöèè, íå ïîðîæäàþò êîððåêòíîãî

ñõîäñòâà, êîòîðîå ïðèìåíèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. �àññìîò-

ðåíà ìåðà ñõîäñòâà, îñíîâàííàÿ íà èí�îðìàòèâíîñòè, ïîñòðîåííîé ïî äèâåð-

ãåíöèè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà è ïîêàçàíî, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà s-s
ore è ïî-

êàçàíî, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà, âêëþ÷àÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è òðåáîâàíèå íåðàçëè÷èìîñòè ëþáî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàëîèí�îðìàòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ

íåñîâïàäàþùèìè íîñèòåëÿìè. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäå-

ëåíèÿ �óíêöèè ñõîäñòâà â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ïàðû

ìîäåëåé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåøàòü ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ñòàòèñòè÷åñêîãî

ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòè-

ìîäåëåé ïî óæå ïîñòðîåííîé îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ìóëüòèìîäåëè äëÿ ñìåñåé

ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé. Ïîêàçàíî íàëè÷èå ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè

ó ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà, à òàêæå ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè

íà ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ðàçðàáîòàííîãî íà áàçå ïðåäëîæåííûõ

ìåòîäîâ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ðåøàþùåãî çàäà÷ó äâóõêëàññîâîé êëàññè�è-

êàöèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ìóëüòèìîäåëè. �à-

áîòà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà àíàëèçèðóåòñÿ íà íåñêîëüêèõ íàáîðàõ ñèíòåòè÷å-

ñêèõ è ðåàëüíûõ äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
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ùüþ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ, ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èçâåñòíûõ àëãîðèò-

ìîâ ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé è îòáîðà ïðèçíàêîâ. Ïðèâîäèòñÿ èëëþñòðàöèÿ

âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâà-

ðèàöèîííîé ìàòðèöû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ.
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�ëàâà 1

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áàçîâûõ çàäà÷

â îáëàñòè èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ. Ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è,

íàïðèìåð, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ çàáîëåâàíèÿ ïî àíàëèçàì [93, 94℄, çà-

äà÷à îïðåäåëåíèÿ íàñòðîåíèÿ òåêñòîâûõ ñîîáùåíèé [95℄, çàäà÷à êðåäèòíîãî

ñêîðèíãà [33, 34, 84℄, ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêà-

öèè. Çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ðåëåâàíòíîñòè äîêóìåíòà [44, 76℄, êàòåãîðèçàöèè òåê-

ñòîâ [70, 74, 106℄, áóäó÷è çàäà÷àìè ìíîãîêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè, ìîãóò áûòü

ý��åêòèâíî ñâåäåíû ê ðåøåíèþ îäíîé èëè ñåðèè çàäà÷ äâóõêëàññîâîé êëàññè-

�èêàöèè [96�99℄. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè èìåþò ïðÿìîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå.

Îïðåäåëåíèå 1. Îáúåêòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (x, y), ãäå x ∈ X ⊆ Rn
åñòü

âåêòîð ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ îáúåêòà, à y ∈ ±1 åñòü ìåòêà êëàññà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðèçíàêîâîé ìàòðèöåé äëÿ âûáîðêè D = {(xi, yi)}, i ∈ I =
{1, . . . , m} ðàçìåðà m íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà X = [x1, . . . , xm]

T ∈ Rm×n
.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðîì îòâåòîâ (âåêòîðîì çíà÷åíèé öåëåâîé ïåðåìåí-

íîé) äëÿ âûáîðêè D = {(xi, yi)}, i ∈ I = {1, . . . , m} ðàçìåðà m íàçûâàåòñÿ

âåêòîð y = [y1, . . . , ym]
T ∈ {−1, 1}m.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìîäåëüþ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè íàçûâàåòñÿ ïàðàìåò-

ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî �óíêöèé f , îòîáðàæàþùèõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ îáúåêòîâ X è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðîâ W â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé öåëåâîé ïåðåìåííîé Y = {−1, 1}.

f : X×W → {−1, 1}.

Îïðåäåëåíèå 5. Äâóõêëàññîâûì êëàññè�èêàòîðîì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

f : X → Y = {−1, 1}, ñîïîñòàâëÿþùåå ïðèçíàêîâîìó îïèñàíèþ îáúåêòà ìåòêó

êëàññà.

Îïðåäåëåíèå 6. Âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè íà-

çûâàåòñÿ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âèäà

p(y, w|x, µ) = p(y|x, w)p(w|µ) : Y×W× X → R+,

ãäå w ∈ W åñòü íàáîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, p(y|x, w) çàäàåò ïðàâäîïîäîáèå

îáúåêòà, à µ ∈ Qµ åñòü íàáîð ãèïåðïàðàìåòðîâ, çàäàþùèõ àïðèîðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ïàðàìåòðîâ p(w|µ).
Îïðåäåëåíèå 7. Âåðîÿòíîñòíûì äâóõêëàññîâûì êëàññè�èêàòîðîì íàçûâà-

åòñÿ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âèäà

q(y|x) : Y× X → R+.
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Îïðåäåëåíèå 8. Îáîñíîâàííîñòüþ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äâóõêëàññîâîé

êëàññè�èêàöèè äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y) = {xi, yi}, i ∈ {1, . . . , m}
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

p(y|X, µ) =

∫

p(w|µ)
m∏

i=1

p(yi|w, xi)dw.

Îïðåäåëåíèå 9. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè íàçû-

âàåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y), åñëè ãèïåðïàðàìåòðû

ìîäåëè âûáðàíû èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè, òî åñòü

µ∗ = argmax
µ∈Qµ

p(y|X, µ).

Îïðåäåëåíèå 10. Îáó÷åíèåì âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äâóõêëàññîâîé êëàññè�è-

êàöèè ïî ïðîñòîé âûáîðêåD = (X, y) íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê ìàêñèìóìà
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òî åñòü

w∗ = argmax
w∈W

p(y, w|X, µ)

p(y|X, µ)
= argmax

w∈W
p(w|µ)

m∏

i=1

p(yi|w, xi).

Îïðåäåëåíèå 11. Îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ äâóõ-

êëàññîâîé êëàññè�èêàöèè äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y) íàçûâàåòñÿ îïòè-

ìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü (ñì. îïðåäåëåíèå 9), äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíî

îáó÷åíèå ïî D äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ, òî åñòü

µ∗ = argmax
µ∈Qµ

p(y|X, µ), w∗ = argmax
w∈W

p(w|µ∗)
m∏

i=1

p(yi|w, xi).

Îïðåäåëåíèå 12. Çàäà÷åé äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè íàçûâàåòñÿ çàäà÷à

ïîñòðîåíèÿ äâóõêëàññîâîãî êëàññè�èêàòîðà, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ f : X → Y =
{−1, 1}, ñîïîñòàâëÿþùåãî ïðèçíàêîâîìó îïèñàíèþ îáúåêòà ìåòêó êëàññà.

�åøåíèåì çàäà÷è äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, àëãî-

ðèòì k áëèæàéøèõ ñîñåäåé ñ �èêñèðîâàííîé ìåòðèêîé è ÷èñëîì ñîñåäåé k, ïî-
ëó÷åííûé â ðàìêàõ æåñòêîé ìîäåëè äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè, â êîòîðîé

ãèïåðïàðàìåòðîì âûñòóïàåò ÷èñëî ñîñåäåé k. Îäíàêî, âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì
äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè òîæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çà-

äà÷è, ïóòåì äîáàâëåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà, êîòîðîå ïî q(y|x) âûäàåò ìåòêó
êëàññà. �åøàþùèì ïðàâèëîì, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 13. Äâóõêëàññîâûì êëàññè�èêàòîðîì, ïîðîæäåííûì âåðîÿò-

íîñòíûì, çàäàííûì óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì q(y|x), íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
f : X → Y = {−1, 1} âèäà f(x) = argmaxy∈Y q(y|x).
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Îïèøåì òåïåðü ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëà-

ñòÿõ [8, 84, 93, 94℄.

Îïðåäåëåíèå 14. Ìîäåëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè (èëè îäèíî÷íîé ìîäå-

ëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äâóõêëàññî-

âîé êëàññè�èêàöèè, äëÿ êîòîðîé

p(y, w|x, µ) = σ(ywTx)p(w|µ),

ãäå w ∈ W = Rn
, p(w|µ) åñòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ

w, à σ(x) = 1/(1 + exp(−x)).

Ïðèâåäåííàÿ â îïðåäåëåíèè 14 ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âàæíîñòü ïðèçíà-

êîâ íå çàâèñèò îò òî÷êè â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïðè íàðóøåíèè ãèïî-

òåçû î ïðîñòîòå âûáîðêè, íàïðèìåð, ïðè ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî âàæíîñòü

ïðèçíàêà çàâèñèò îò åãî çíà÷åíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî îäèíî÷íîé ìîäåëè ëîãè-

ñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ðàññìîòðåòü ìóëüòèìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå èçìåíåíèÿ ãè-

ïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ.

1.1. Ïîíÿòèå ìóëüòèìîäåëè. Ñìåñè ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûå ìî-

äåëè

Ñòàòèñòè÷åñêè íåîäíîðîäíûå âûáîðêè, îáúåäèíÿþùèå íåñêîëüêî ïðîñòûõ

âûáîðîê íå îïèñûâàþòñÿ åäèíñòâåííîé ìîäåëüþ ñîãëàñíî âûøåïðèâåäåííûì

îïðåäåëåíèÿì. Íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè íåïëàòåæà çàåìùèêà

ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âàæíîñòü ïðèçíàêà äîõîä áóäåò çàâèñåòü îò ðàçìå-

ðà ýòîãî äîõîäà. Âàæíîñòü ïðèçíàêà ðàçìåð ñåìüè ìîæåò çàâèñåòü îò ãåîãðà-

�è÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ óñëîâèé. Îäèíî÷íàÿ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè,

èñïîëüçóþùàÿñÿ â áàíêîâñêîì ñêîðèíãå [8, 84℄, íå îïèñûâàåò òàêóþ âûáîðêó.

Ïðîáëåìó íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ ïîçâîëÿþò ðåøèòü ìóëüòèìîäåëè. Íà-

ïðèìåð, äëÿ ó÷åòà âîçìîæíîé íåîäíîðîäíîñòè äàííûõ ïðîèçâîäÿò ðàçáèåíèÿ

ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà è äëÿ îáúåêòîâ èç

êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà ñòðîèòñÿ ñâîÿ ìîäåëü [25,50,79℄. Òàêîé ïîäõîä äå-�àêòî

ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì â êðåäèòíîì ñêîðèíãå [25,26℄, à ñàìî ðàçáèåíèå ïðèçíà-

êîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà ÷àñòè ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïóòåì êëàñòåðèçàöèè îáú-

åêòîâ [25�27℄ èëè ïóòåì äåëåíèÿ îáúåêòîâ ïî çíà÷åíèþ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ

ïðèçíàêîâ [69℄. Òàê, åñëè òàêèì ïðèçíàêîì âûñòóïàåò âîçðàñò, òî äëÿ êëèåí-

òîâ, ïîïàâøèõ â êàæäóþ èç ãðóïï âîçðàñòîâ ñòðîèòñÿ îòäåëüíàÿ ìîäåëü. Òàêîé

ïîäõîä ñ æåñòêèì îòíåñåíèåì îáúåêòà ê îäíîé èç ìîäåëåé íà îñíîâàíèè åãî

ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ ïîðîæäàåò ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè.

Äðóãèì ïîäõîäîì äëÿ ó÷åòà íåîäíîðîäíîñòåé â äàííûõ ÿâëÿþòñÿ ñìåñè

ìîäåëåé [80, 81℄. Â îòëè÷èå îò ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé, ãäå êàæäûé îáúåê-

òà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ìîäåëè íà îñíîâàíèè åãî ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ. Â

ñëó÷àå ìóëüòèìîäåëåé êàæäûé îáúåêò ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ñ âåðîÿòíîñòüþ
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πk ∈ [0, 1], k = 1, K. Ïðîãíîçèðîâàíèå êëàññà îáúåêòà åñòü ñìåñü ïðîãíîçîâ

êàæäîé èç ìîäåëåé.

Ìîäåëè, âõîäÿùèå â ìóëüòèìîäåëü ìîãóò áûòü áëèçêè èëè äàæå ñîâïàäàòü.

Â ñëó÷àå ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ýòî îçíà÷àåò ñîêðàùåíèå ðàçìåðà âûáîðêè

äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé, ÷òî âåäåò ê íåóñòîé÷èâîñòè â îöåíêå ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëåé è ñíèæåíèþ êà÷åñòâà ïðîãíîçà (ñì., íàïðèìåð, òàáë. 5.1, 5.2 è îïèñàíèå

â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå). Òîò æå ý��åêò íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ñìåñåé

ìîäåëåé (ñì., íàïðèìåð, òàáë. 5.13 è îïèñàíèå â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåí-

òå). Áîëåå òîãî, åñëè ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü èëè ñìåñü ìîäåëåé èìååò áîëüøîå

÷èñëî ñõîæèõ ìîäåëåé, ýòî âåäåò ê íåèíòåðïðåòèðóåìîñòè. Èõ íåâîçìîæíî ïðè-

ìåíÿòü â êðåäèòíîì ñêîðèíãå. Òàêèå ìóëüòèìîäåëè íåàäåêâàòíû. Ïðåäëàãàåòñÿ

ðåøèòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ ìîäåëè, èõ

ñîñòàâëÿþùèå, áóäóò ðàçëè÷èìûìè. Îïèøåì äàëåå, ÷òî òàêîå ñìåñü ìîäåëåé è

ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü, èõ îáó÷åíèå è èõ îïòèìàëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 15. Ñìåñüþ ìîäåëåé íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ñîâ-

ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y) ðàçìåðà m
èìååò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) =

p(π|µ)
K∏

k=1

pk(wk|Ak)

m∏

i=1

(
K∑

l=1

πlfl(wl, xi, yi)

)

,

ãäå K � ÷èñëî ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü, fl(wl, xi, yi) åñòü ïðàâäî-
ïîäîáèå äëÿ îáúåêòà (xi, yi) â ìîäåëè l; π = [π1, . . . , πK ]

T

åñòü âåñà ìîäåëåé,

âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü,

∑K
k=1 πk = 1; w1, . . . , wK åñòü ïàðàìåòðû ìîäå-

ëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü, à µ ∈ Qµ, A1 ∈ QA1
, . . . , AK ∈ QAK

åñòü

ãèïåðïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà âåñîâ π è

âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé w1, . . . , wK ñîîòâåòñòâåííî; Qµ, QA1
, . . . , QAK

åñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ãèïåðïàðàìåòðîâ.

Îïðåäåëåíèå 16. Ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìî-

äåëü, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé äëÿ ïðîñòîé âûáîðêè D = (X, y)
ðàçìåðà m èìååò âèä

p(y, w1, . . . , wK |X, A1, . . . , AK) =

K∏

k=1

pk(wk|Ak)

m∏

i=1

K∏

l=1

fl(wl, xi, yi)
[xi∈Xl],

ãäå K � ÷èñëî ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, fl(wl, xi, yi) åñòü
ïðàâäîïîäîáèå äëÿ îáúåêòà (xi, yi) â ìîäåëè l; Rn = X1 ⊔ . . . ⊔ XK åñòü ðàçáè-

åíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè äåéñòâèÿ ìîäåëåé; w1, . . . , wK åñòü ïàðàìåòðû

ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü; A1 ∈ QA1
, . . . , AK ∈ QAK

åñòü ãèïåðïàðà-

ìåòðû, îïðåäåëÿþùèå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé

w1, . . . , wK; QA1
, . . . , QAK

åñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ãèïåðïàðà-

ìåòðîâ.
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Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåííîé ïðàêòèêîé â áàíêîâñêîì ñêî-

ðèíãå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà êëèåíòñêèõ çàïèñåé íà íåïåðåñåêàþùèå-

ñÿ ïîäìíîæåñòâà è ïîñòðîåíèå îòäåëüíîé ìîäåëè äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà.

�àçáèåíèå ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïî çíà÷åíèÿì íåêîòîðîãî ïðèçíàêà

(íàïðèìåð, âîçðàñòà èëè äîõîäà), ëèáî ïóòåì êëàñòåðèçàöèè. Â òàêîì ñëó÷àå

èòîãîâàÿ ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ.

Îïèøåì äàëåå êîíêðåòíûé âèä àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà âåêòîð âåñîâ

ìîäåëåé â ñìåñè ìîäåëåé è íà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé â ñìåñè ìîäåëåé è

ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, à òàêæå âèä ìîäåëåé fk, k = 1, K, èñïîëüçóåìûõ â

äàííîé ðàáîòå.

Âèä ìóëüòèìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõñÿ â äàííîé ðàáîòå. Â êà÷åñòâå

ìîäåëåé, ñîñòàâëÿþùèõ ìóëüòèìîäåëü, èñïîëüçóþòñÿ îäèíî÷íûå ìîäåëè ëîãè-

ñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà âåñà ìîäåëåé â

ñìåñè ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå, à íà âåê-

òîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü íàêëàäûâàåì àïðèîðíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Òîãäà ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäî-

áèå äëÿ ñìåñè ìîäåëåé è äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëè ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé

âèä.

Äëÿ ñìåñè ìîäåëåé ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå èìååò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) =

p(π|µ)
K∏

k=1

pk(wk|Ak)
m∏

i=1

(
K∑

l=1

πlσ(yiw
T

lxi)

)

, ãäå (1.1)

p(π|µ) = Γ(Kµ)

ΓK(µ)

K∏

k=1

πµ−1
k , p(wk|Ak) =

√
detAl

(2π)n/2
exp

(
−1

2w
T

lAlwl

)
, k = 1, . . . , K.

Îòìåòèì, ÷òî ñìåñü ìîäåëåé èìååò ñêàëÿðíûé ãèïåðïàðàìåòð µ, çàäàþùèé �îð-
ìó àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå íà âåêòîð âåñîâ ìîäåëåé π è íàáîð

ìàòðè÷íûõ ãèïåðïàðàìåòðîâ A1, . . . , AK ∈ M
full

, ñîñòîÿùèõ èç ñèììåòðè÷-

íûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö, çàäàþùèõ îáðàòíûå êîâàðèàöèîí-

íûå ìàòðèöû àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðîâ êàæäîé èç ìîäåëåé. Çäåñü

M
full

åñòü ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàç-

ìåðà n.
Äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå èìååò âèä

p(y, w1, . . . , wK |X, A1, . . . , AK) =

K∏

k=1

pk(wk|Ak)

m∏

i=1

K∏

l=1

σ(yiw
T

l xi)
[xi∈Xl], ãäå

(1.2)

Rn = X1 ⊔ . . .⊔XK åñòü ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè äåéñòâèÿ ìîäåëåé,

à àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé åñòü

p(wk|Ak) =

√
detAl

(2π)n/2
exp

(
−1

2w
T

lAlwl

)
, k = 1, . . . , K.
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Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü èìååò íàáîð ìàòðè÷íûõ ãèïåðïàðàìåò-

ðîâ A1, . . . , AK ∈ M
full

, ñîñòîÿùèõ èç íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö,

çàäàþùèõ îáðàòíûå êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðà-

ìåòðîâ êàæäîé èç ìîäåëåé.

Îïðåäåëåíèå 17. Ñìåñü ìîäåëåé íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè îíà îáëàäàåò

íàèáîëüøåé îáîñíîâàííîñòüþ (ñì. îïðåäåëåíèå 8), òî åñòü ñîâìåñòíîå ïðàâäî-

ïîäîáèå ìóëüòèìîäåëè èìååò âèä p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ∗, A∗
1, . . . , A

∗
k), ãäå

[µ∗, A∗
1, . . . , A

∗
K] = argmax

µ∈Qµ,A1∈QA1
, ...,AK∈QAK

p(y|X, µ, A1, . . . , AK). (1.3)

Îïðåäåëåíèå 18. Ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé,

åñëè îíà îáëàäàåò íàèáîëüøåé îáîñíîâàííîñòüþ (ñì. îïðåäåëåíèå 8),

òî åñòü ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè èìååò âèä

p(y, w1, . . . , wK |X, A∗
1, . . . , A

∗
k), ãäå

[A∗
1, . . . , A

∗
K] = argmax

A1∈QA1
, ...,AK∈QAK

p(y|X, A1, . . . , AK). (1.4)

Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîñòè ìàêñèìèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî

íàáîðó àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîòîìó, åñëè â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî ìíî-

æåñòâà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ âåêòîðà âåñîâ ìîäåëåé èëè âåêòîðîâ èõ

ïàðàìåòðîâ âçÿòü äîñòàòî÷íî øèðîêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ðåçóëüòàò ïî-

ëó÷èòñÿ òðèâèàëüíûì. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé íà âåêòîð âåñîâ ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü, è íà âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè è ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ

äîñòàòî÷íî óçêèå êëàññû ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, êàê îïèñàíî âûøå.

Îïðåäåëåíèå 19. Îáó÷åíèåì ñìåñè ìîäåëåé, çàäàííîé ñîâìåñòíûì ïðàâäîïî-

äîáèåì p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak), íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê

ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íà âåñà ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ñìåñü, è

íà âåêòîðû èõ ïàðàìåòðîâ, òî åñòü

[π∗, w∗
1, . . . , w

∗
K] = argmax

π,w1, ...,wK

p(π, w1, . . . , wK |y, X, µ, A1, . . . , AK). (1.5)

Îïðåäåëåíèå 20. Îáó÷åíèåì ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, çàäàííîé ñîâìåñòíûì

ïðàâäîïîäîáèåì p(y, w1, . . . , wK |X, A1, . . . , Ak), íàçûâàåòñÿ ïîëó÷åíèå îöå-
íîê ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íà âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé,

âõîäÿùèõ â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, òî åñòü

[w∗
1, . . . , w

∗
K] = argmax

w1, ...,wK

p(w1, . . . , wK|y, X, A1, . . . , AK). (1.6)
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�ëàâà 2

Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîé ìóëüòèìîäåëè. Îòáîð è êîìáèíèðîâàíèå

ïðèçíàêîâ

Îïòèìàëüíîé ìóëüòèìîäåëüþ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.3), (1.4) ÿâëÿåòñÿ ìóëü-

òèìîäåëü, îáëàäàþùàÿ íàèáîëüøåé îáîñíîâàííîñòüþ. Ïðè ýòîì ìàêñèìèçàöèÿ

îáîñíîâàííîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ïî àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì âåñîâ ìîäåëåé,

âõîäÿùèì â ñìåñü ìîäåëåé p(π|µ), à òàêæå ïî àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì

p(wk|Ak) âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé wk, k = 1, . . . , K, âõîäÿùèõ â ñìåñü

ìîäåëåé èëè ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè øèðîêîãî êëàññà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, â êîòîðîì

ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ îáîñíîâàííîñòè, ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, à

ïîòîìó â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ äîñòàòî÷íî óçêèå êëàññû ïàðàìåòðè÷å-

ñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Òàê p(π|µ) = Dir(π|µ), p(wk|Ak) = N (wk|0, A−1
k ), k =

1, . . . , K. Ïðè ýòîì Ak ∈ QAk
= M, k = 1, . . . , K, ãäå M åñòü íåêîòîðîå

ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

ðàçìåðà n× n. Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå ïàðàìåòð µ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå �èêñè-

ðîâàííûì, îïèøåì ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ìóëüòèìîäåëè, êîòîðûé ïðè-

âåäåò ê îòáîðó ïðèçíàêîâ. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé K = 1, òî åñòü ñëó÷àé
îäèíî÷íîé ìîäåëè.

2.1. Îòáîð ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè äëÿ

ñëó÷àÿ îäèíî÷íîé ìîäåëè

Â ñëó÷àå îäèíî÷íîé ìîäåëè, òî åñòü êîãäà K = 1 èìååì ñëåäóþùåå ñîâìåñò-

íîå ïðàâäîïîäîáèå

pγ(y, w|X, A) = pγ(y|X, w)p(w|A) =

m∏

i=1

σγi(yiw
Txi)N (w|0, A−1), (2.1)

ãäå âåñîâîé âåêòîð γ = [1, . . . , 1]T ∈ Rm
ââåäåí äëÿ îáùíîñòè (ïîëó÷åííûå

�îðìóëû ñ íåòðèâèàëüíûì γ áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ îïòèìèçàöèè ñìåñåé ìî-

äåëåé) è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå w îò X íå çàâèñèò, ìåòêè êëàññîâ yi åñòü
±1, à σ(x) åñòü ñèãìîèäíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ïðèíöèï ìàêñèìóìà îáîñíîâàííî-

ñòè äëÿ äàííîé ìîäåëè ïðèîáðåòàåò âèä

A∗ = argmax
A∈M

pγ(y|X, A),

ãäå M � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íûõ ìàòðèö. Â êà÷åñòâå M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè M
diag

èëè

ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö M
full

.
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Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà A∗
ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îòíîñèòåëüíóþ

âàæíîñòü ïðèçíàêîâ. Òàê ïðèA∗
jj = ∞ ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âåñ ïðè-

çíàêà ñ íîìåðîì j wj àïðèîðè ðàâåí 0, òî åñòü ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì.

Îöåíêà íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ìîãëà áû ïîçâîëèòü ó÷åñòü íå òîëüêî âàæ-

íîñòü êàæäîãî ïðèçíàêà â îòäåëüíîñòè, íî è óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçè ìåæäó

íèìè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùåé ìîäåëüíîé ñèòóàöèè.

Èëëþñòðàöèÿ âàæíîñòè ó÷åòà âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè. Çà-

äà÷à àëãîðèòìîâ îòáîðà ïðèçíàêîâ ñîñòîèò â âûáîðå ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâA
èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ {1, . . . , n} òàêîãî, ÷òî ìàêñèìèçèðóåòñÿ íåêî-
òîðûé êðèòåðèé êà÷åñòâà, êîòîðûé è îïðåäåëÿåò àëãîðèòì îòáîðà. Ïðè ýòîì

ïðè íàëè÷èè ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü óñòðàíÿ-

þò [7℄ ïóòåì óäàëåíèÿ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ

èç êàæäîé ãðóïïû ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà

ïðèçíàêîâ XA íå áûëà ïëîõî îáóñëîâëåííîé è îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè áû-

ëè ïîòîìó óñòîé÷èâûìè. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ïîäõîä íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

è èñêëþ÷åíèå ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ ìîæåò ïðèâîäèòü ê óõóäøåíèþ

êà÷åñòâà ïðîãíîçà.

Òåîðåìà 1 (Àäóåíêî, 2016). Ïóñòü èìååòñÿ l ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �àêòîðîâ è
öåëåâîé âåêòîð ïàðàìåòðîâ v ∈ Rl

. Îáîçíà÷èì fi � âåêòîð çíà÷åíèé �àêòîðîâ

äëÿ i�ãî îáúåêòà. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî îáúåêòà âìåñòî fi íàáëþäàåòñÿ xi = Gfi+
εi, ãäå G � ìàòðèöà ðàçìåðà n× l, n ≥ l ïîëíîãî ðàíãà, à εi � öåíòðèðîâàííûé

øóì ñ íåâûðîæäåííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ.

Òîãäà îïòèìàëüíîé â òåðìèíàõ äèñïåðñèè øóìà E(wTεi)
2
îöåíêîé w, òàêîé,

÷òî EwTxi = vTfi, ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âèäà

w = Σ−1G
(
GTΣ−1G

)−1
v. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà òðåáîâàíèå íåñìåùåííîñòè EwTxi =
vTfi. Òàê êàê ìàòðèöà G ïîëíîãî ðàíãà, òî çíà÷åíèÿ âñåõ �àêòîðîâ äëÿ ëþ-

áîãî îáúåêòà fi ïðè îòñóòñòâèè øóìà ìîæíî òî÷íî âîññòàíîâèòü ïî xi, ïðè÷åì

ïðè n > l ñ èçáûòêîì. Ïðè ýòîì â ñèëó îòñóòñòâèÿ øóìà ëþáîé âåêòîð w,

óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó òðåáîâàíèþ, ïîäõîäèò è äàåò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò.

Â ÷àñòíîñòè ìîæíî îñòàâèòü ïðîèçâîëüíûå l ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ
è äàëåå ðàáîòàòü ñ íèìè. Èç-çà íàëè÷èÿ øóìà ñèòóàöèÿ èçìåíÿåòñÿ è âåêòîðà

w, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íåñìåùåííîñòè EwTxi = vTfi, ïåðåñòàþò áûòü

ðàâíîöåííûìè, òàê êàê äëÿ ðàçíûõ w wTxi îáëàäàåò ðàçíîé äèñïåðñèåé.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà óñëîâèå íåñìåùåííîñòè. Èç íåãî ïîëó÷àåì

EwTxi = wTGfi = vTfi,

îòêóäà äîïóñòèìûå w óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ GTw = v. Ïðè ýòîì

wTxi = wT(Gfi + εi) = vTfi +wT

iεi,
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îòêóäà óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïî äèñïåðñèè øóìà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðè-

íèìàåò âèä

E(wT

iεi)
2 = wTE(εiε

T

i )w = wTΣw → min
w

,

îòêóäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè w ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòè-

ìèçàöèè

wTΣw → min
w

,

ïðè óñëîâèèGTw = v. (2.3)

�åøàÿ çàäà÷ó (2.3) è ââîäÿ âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ ∈ Rl
, ïîëó÷àåì

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

2Σw +Gλ = 0,

GTw = v,

îòêóäà

w = Σ−1G
(
GTΣ−1G

)−1
v.

Ïðîèëëþñòðèðóåì äîêàçàííóþ òåîðåìó íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè.

• Ñëó÷àé ñîâîêóïíîñòè n ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ, òî åñòü

l = 1, G = e = [1, . . . , 1]T, Σ−1 = diag(1/σ2
1, . . . , 1/σ

2
n).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååòñÿ òîëüêî îäèí �àêòîð, à ïðèçíàêîâîå

îïèñàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n åãî çàøóìëåííûõ êîïèé. Òîãäà âñå ïðè-

çíàêè ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíûìè è ñ òî÷êè çðåíèÿ îòáîðà ïðèçíà-

êîâ èç íèõ ñòîèò îñòàâèò òîëüêî îäèí. Îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé

òàêîé ïîäõîä íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à äëÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìàëüíîé

äèñïåðñèè øóìà òðåáóåòñÿ ñëîæèòü ïðèçíàêè ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëü-

íûìè âåñàìè. Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ âåñîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.2).

w =





1/σ2
1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 1/σ2
n









1
.

.

.

1




v

1
σ2

1

+ . . .+ 1
σ2
n

=

v

[
1
σ2

1

1
σ2
1

+ . . .+ 1
σ2
n

, . . . ,

1
σ2
n

1
σ2
1

+ . . .+ 1
σ2
n

]
T

. (2.4)

Òàêèì îáðàçîì, ñêëàäûâàòü ïðèçíàêè ñòîèò â âåñàìè îáðàòíî ïðîïîðöè-

îíàëüíûìè äèñïåðñèè øóìà ñîîòâåòñòâóþùåé êîïèè �àêòîðà. Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè σ2
1 = . . . = σ2

n, òî îïòèìàëüíî âçÿòü â êà÷åñòâå îöåíêè �àêòîðà

ñðåäíåå çíà÷åíèå n åãî çàøóìëåííûõ êîïèé.
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• Òðîéêà ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ, òî åñòü

l = 2, n = 3, G =

(
1 0 1
0 1 1

)
T

, Σ−1 = diag(1/σ2
1, 1/σ

2
2, 1/σ

2
3).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, èñïîëüçóÿ (2.2), ïîëó÷èì

w =
1

1
σ2
1
σ2
2

+ 1
σ2
1
σ2
3

+ 1
σ2
2
σ2
3






v1
σ2

1
σ2

2

+ v1−v2
σ2

1
σ2

3
v2

σ2

1
σ2

2

+ v2−v1
σ2

2
σ2

3
v1

σ2

2
σ2

3

+ v2
σ2

1
σ2

3




 .

Òàê ïðè σ2
1 → ∞, ïîëó÷èì, ÷òî îïòèìàëüíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî âòîðîé

è òðåòèé ïðèçíàêè. Àíàëîãè÷íî ïðè σ2
2 → ∞ îïòèìàëüíî èñïîëüçîâàòü

òîëüêî ïåðâûé è òðåòèé ïðèçíàê, à ïðè σ2
3 → ∞ � òîëüêî ïåðâûé è âòîðîé.

Ïðè ýòîì äàæå, åñëè, íàïðèìåð, σ1, σ2
2 ≫ σ2

3 ïðè v1 6= v2 ïðèõîäèòñÿ

èñïîëüçîâàòü îäèí èç ïåðâûõ äâóõ ïðèçíàêîâ, íåñìîòðÿ íà èõ ñèëüíóþ

çàøóìëåííîñòü. Îäíàêî ïðè v1 = v2 â òîé æå ñèòóàöèè îïòèìàëüíî áóäåò
èñïîëüçîâàòü òîëüêî òðåòèé ïðèçíàê.

• Äâå ïàðû ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ, òî åñòü

l = 2, n = 4, G =

(
1 1 0 0
0 0 1 1

)
T

, Σ−1 = diag(1/σ2
1, 1/σ

2
2, 1/σ

2
3, 1/σ

2
4)

Ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìîìó ïðèìåíåíèþ ðåçóëüòàò ñëó÷àÿ 1 äëÿ

ïåðâîé è âòîðîé ïàðû ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ óñòðàíåíèå ìóëü-

òèêîëëèíåàðíîñòè ïóòåì óäàëåíèÿ èçáûòî÷íûõ ïðèçíàêîâ íå ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì, à èí�îðìàöèÿ èç èçáûòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ïðîãíîçà. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ îöåíêîé âàæíîñòè îòäåëü-

íûõ ïðèçíàêîâ, áóäåì îöåíèâàòü è âçàèìîñâÿçü ìåæäó íèìè.

Îïòèìèçàöèÿ îáîñíîâàííîñòè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ìîäåëè. Äëÿ ñëó÷àÿ

îäíîé ìîäåëè ñ ñîâìåñòíûì ïðàâäîïîäîáèåì

pγ(y, w|X, A) = pγ(y|X, w)p(w|A) =

m∏

i=1

σγi(yiw
Txi)N (w|0, A−1),

ãäå γ = [1, . . . , 1]T ∈ Rm
, îöåíêà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ ìàòðèöû A

èìååò âèä

A∗ = argmax
A∈M

pγ(y|X, A) = argmax
A∈M

∫

pγ(y|X, w)p(w|A)dw, (2.5)

ãäåM � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ

ìàòðèö. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â êà÷åñòâå M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð,

ìíîæåñòâîM
diag

âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè. Òîãäà åñëè A∗

jj = ∞, òî ïðèçíàê ñ íîìåðîì j ÿâëÿ-
åòñÿ íåçíà÷èìûì. Äëÿ ó÷åòà çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïðèçíàêàìè ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü â êà÷åñòâå M, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ
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ìàòðèö M
full

ðàçìåðà n × n. Åñëè èñõîäíî èçâåñòíû âîçìîæíûå âçàèìîñâÿçè

ìåæäó ïðèçíàêàìè, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî ìàòðèö M, ó÷èòûâàþ-

ùåå ýòó èí�îðìàöèþ. Òàê, åñëè, íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî ïðèçíàêè óïîðÿäî÷å-

íû è ñâÿçàíû ìîãóò áûòü òîëüêî ñîñåäíèå, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìàòðèö M
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Îäíàêî äëÿ ðåàëü-

íûõ äàííûõ ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïðèçíàêàìè îáû÷íî íåèçâåñòíà, à

ïîòîìó äàëåå èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ ìàòðèö M M
diag

è M
full

. Îò-

ìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïîëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóë äëÿ äðóãèõ ìíîæåñòâ

ìàòðèö ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Êðîìå òîãî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì,

ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ

îöåíêó íåäèàãîíàëüíîé ÷àñòè ìàòðèöû A äàæå àñèìïòîòè÷åñêè, à ïîòîìó îöåí-

êà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A íå ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñà, òàê êàê íèêàê íå óêàçûâàåò íà âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â âûðàæåíèè (2.5) àíàëèòè÷åñêè íå ñ÷èòàåòñÿ, ïî-

ñêîëüêó ïðàâäîïîäîáèå pγ(y|X, w) è àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(w|A) íå ÿâëÿ-
þòñÿ ñîïðÿæåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, òàê êàê àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íîð-

ìàëüíîå, à ïðàâäîïîäîáèå íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì îòíîñèòåëüíî w, îòêóäà

àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå íå áóäåò íîðìàëüíûì. Ñóùåñòâóåò äâà îñ-

íîâíûõ ïîäõîäà ê àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà â âûðàæåíèè (2.5) è íàõîæäåíèÿ

ìàòðèöû A, ìåòîä, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà è ìåòîä, îñíîâàí-

íûé íà âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêè äëÿ ñèãìîèäíîé �óíêöèè [21℄.

Îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëà-

ïëàñà

Ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âûðàæåíèè (2.5) â ñëåäóþùåì âèäå

I(A) =

∫

pγ(y|X, w)p(w|A)dw =

∫

elogQγ(w)dw,

ãäå Qγ(w) = (pγ(y|X, w)p(w|A)). Îáîçíà÷èì qγ(w) = logQγ(w). Ïóñòü wMP �

íàèáîëåå âåðîÿòíîå àïîñòåðèîðè çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ w, òî åñòü

wMP = argmax
w

pγ(w|X, y, A) = argmax
w

pγ(y|X, w)p(w|A)
∫
pγ(y|X, w′)p(w′|A)dw′ . (2.6)

Òîãäà èç (2.6) è îïðåäåëåíèÿ Q(w) èìååì

wMP = argmax
w

q(w).

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ wMP âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà äëÿ q(w) â
îêðåñòíîñòè wMP äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ëèíåéíûé ÷ëåí îòñóò-

ñòâóåò, òàê êàê wMP åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà q(w).

q(w) ≈ q(wMP )− 1
2(w −wMP )

TH−1
γ (w −wMP ), ãäå H−1

γ = −∇2qγ(w)|w=wMP
.

(2.7)



25

Èñïîëüçóåì (2.7) äëÿ ïðèáëèæåíèÿ I(A), ïîëó÷èì

I(A) ≈ Q(wMP )

∫

exp
(
−1

2(w −wMP )
TH−1

γ (w −wMP )
)
dw =

Qγ(wMP )(2π)
n/2
√

detHγ ,

ãäå ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå äëÿ êîíñòàíòû ìíîãîìåð-

íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì wMP è êîâàðè-

àöèîííîé ìàòðèöåé Hγ . Ïðè ýòîì Hγ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òàê êàê H−1
γ

åñòü ãåññèàí �óíêöèè −qγ(w) â òî÷êå wMP , à �óíêöèÿ −qγ(w) âûïóêëàÿ êàê
ñóììà äâóõ âûïóêëûõ: âûïóêëîãî îòðèöàòåëüíîãî ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ

− log pγ(y|X, w) è êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè èç − log p(w|A). �àñêðîåì òåïåðü

Qγ(wMP ) è ïîëó÷èì èòîãîâîå âûðàæåíèå äëÿ log I(A).

qγ(wMP ) = log pγ(y|X, wMP )−
n

2
log(2π) + 1

2
log detA− 1

2
wT

MPAwMP , îòêóäà

log I(A) = log pγ(y|X, wMP ) +
1
2 log detA− 1

2w
T

MPAwMP − 1
2 log detH

−1.

Âûïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ Hγ è ïåðåéäåì çàòåì ê îïèñàíèþ îïòèìè-

çàöèîííîé çàäà÷è è åå ðåøåíèÿ.

H−1
γ = − ∂2

∂w2
qγ(w)|w=wMP

= − ∂2

∂w2
(log pγ(y|X, w) + log p(w|A))|w=wMP

=

XTRγX+A, ãäå

Rγ = diag(γiσ(w
T

MPxi)σ(−wT

MPxi), i = 1, m). Îòñþäà íàèáîëüøèé âåñ ïîëó÷à-
þò îáúåêòû, áëèçêèå ê ãðàíèöå ìåæäó êëàññàìè â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòè ïðè-

íàäëåæíîñòè êëàññàì. Çàìåíÿÿ çíàê â log I(A) äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè âìåñòî çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè, èìååì

A = argmin
A∈M

[
− log pγ(y|X, wMP )− 1

2
log detA+ 1

2
wT

MPAwMP+

1
2 log det(X

TRγX +A)
]
. (2.8)

Îòìåòèì, ÷òî â (2.8) îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàðà-

ìåòðîâ wMP çàâèñèò îò ìàòðèöû A, ïîýòîìó ïîëó÷åíèå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé

ïî A çàòðóäíåíî. Ïîòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.8) èñïîëüçóåì èòåðàòèâíûé

àëãîðèòì ñ ïîî÷åðåäíûì ïåðåñ÷åòîì wMP è A. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà

ìàòðèö M, â êîòîðîì èùåì ðåøåíèå äëÿ ìàòðèöû A ðàññìàòðèâàåì M
diag

è

M
full

.

Îïèøåì òåïåðü èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.8). Îòìåòèì, ÷òî

ïî îïðåäåëåíèþ wMP ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó A è wMP , à ïîòîìó

èòåðàöèÿ ïî wMP ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîèñê åäèíñòâåííîãî wMP ïî íàéäåí-

íîìó çíà÷åíèþ A. Âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìàòðèöû wMP . Â
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êà÷åñòâå òàêîâîãî ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, îöåíêó ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò A = O. Äàëåå ïî î÷åðåäè âûïîëíÿåì èòåðàöèè ïî A ïðè

�èêñèðîâàííîì wMP ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè è ïî wMP ïðè �èêñèðîâàííîé

A ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü èòå-

ðàöèé, òî â ñèëó îïòèìàëüíîñòè íàéäåííîé A ïðè �èêñèðîâàííîì w = wMP

è â ñèëó òîãî, ÷òî wMP ïî ïîñòðîåíèþ åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé

âåðîÿòíîñòè, íàéäåííîå çíà÷åíèå A åñòü ðåøåíèå (2.8).

Èòåðàöèÿ ïî A (�èêñèðîâàííûé wMP)

Ïðè �èêñèðîâàííîì wMP çàäà÷à (2.8) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íà-

õîæäåíèÿ A

lγ(A) = −1
2 log detA+ 1

2w
T

MPAwMP + 1
2 log det(X

TRγX+A) → min
A∈M

. (2.9)

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ M = M
diag

, M = M
full

.

Ñëó÷àé M = M
diag

.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä A = diag(α1, . . . , αn).
Òîãäà èìååì

∂lγ(A)

∂αj
=

1

2αj
− 1

2
w2

j − 1
2
Hjj = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ αj (äîìíîæåíèå íà αj ïðîèçâåäåíî äëÿ óñêî-

ðåíèÿ ñõîäèìîñòè ê ∞ äëÿ èçáûòî÷íûõ ïðèçíàêîâ)

αnew
j =

1− αold
j Hold

jj

w2
j

.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì wMP äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ∂2lγ(A)/∂α2
j

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå.

∂2lγ(A)

∂α2
j

= 1
2

(
(A−1)2jj − ((A+XTRγX)−1)2jj

)
≥ 0,

îòêóäà îïòèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è íàéäåííûé ëîêàëüíûé

ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ãëîáàëüíûì.

Ñëó÷àé M = M
full

∂lγ(A)

∂A
= 1

2
A−1 − 1

2
wMPw

T

MP − 1
2
(XTRγX+A)−1 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðå-

äåëåííîñòè ìàòðèöû A)

Anew =
(
wMPw

T

MP + (XTRγX+Aold)−1
)−1

.

Èòåðàöèÿ ïî wMP (�èêñèðîâàííàÿ A).
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Ïðè �èêñèðîâàííîé ìàòðèöå A ïðîèçâîäèì ïåðåñ÷åò îöåíêè ìàêñèìóìà

àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî îïðåäåëåíèåì, òî åñòü ðåøàåì

ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

l̃γ(w) = − logγ p(y|X, w) + 1
2w

TAw → min
w

.

Ìèíèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, à ïîòîìó èìå-

åò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íà-

ïðèìåð, ìåòîäîì Íüþòîíà-�à�ñîíà [21℄ èëè åãî äåìï�èðîâàííîé âåðñèåé [108℄.

Ïðèâåäåì äàëåå âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòà è ãåññèàíà ìèíèìèçèðóåìîé �óíê-

öèè.

∂l̃γ(w)

∂w
= Aw −

m∑

i=1

γiσ(−yiw
Txi)yixi,

∂2l̃(w)

∂w2
= XTRγX+A.

Âàðèàöèîííàÿ îöåíêà ìàòðèöû êîâàðèàöèé

�àññìîòðèì âòîðîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îöåíêè ìàòðèöû A, òî åñòü ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5). Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè âàðèàöèîííîé

íèæíåé îöåíêè ê �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ [21℄. Äàëåå ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 21. Âàðèàöèîííîé îöåíêîé �óíêöèè f(x) : R → R íàçûâàåòñÿ

�óíêöèÿ g(x, ξ) : R2 → R, òàêàÿ ÷òî:

1. f(x) ≥ g(x, ξ) ∀ x, ξ

2. f(ξ) = g(ξ, ξ) ∀ ξ.

Äëÿ ñèãìîèäû ñóùåñòâóåò âàðèàöèîííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âèäà [21℄

σ(x) ≥ σ(ξ) exp{(x− ξ)/2− λ(ξ)(x2 − ξ2)}, ãäå (2.10)

λ(ξ) =
1

2ξ

[

σ(ξ)− 1

2

]

.

Âîñïîëüçóåìñÿ åé äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà â (2.5). Ââåäåì, êàê è ðàíåå, âåñîâîé

âåêòîð îáúåêòîâ γ = [1, . . . , 1]T ∈ Rm
. Ïðàâäîïîäîáèå pγ(y|X, w) èìååò âèä

pγ(y|X, w) =
m∏

i=1

p(yi|xi, w)γi =
m∏

i=1

σ(yiw
Txi)

γi. (2.11)

Âîñïîëüçóåìñÿ âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêîé (2.10) äëÿ ñèãìîèäû è ïîëó÷èì

âàðèàöèîííóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (2.11)

pγ(y|X, w) ≥
m∏

i=1

σγi(ξi) exp

[

γi

(
yiw

Txi − ξi
2

− λ(ξi)((w
Txi)

2 − ξ2i )

)]

. (2.12)
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Â (2.12) ââåäåí âåêòîð âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ξ ðàçìåðà n × 1. Ïîëüçó-
ÿñü âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêîé äëÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (2.12), ïîëó÷èì íèæíþþ

îöåíêó (óæå íå âàðèàöèîííóþ) äëÿ îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè p(y|X, A)

pγ(y|X, A) =

∫

pγ(y|X, w)p(w|A)dw ≥
∫ m∏

i=1

σγi(ξi) exp

[

γi

(
yiw

Txi − ξi
2

− λ(ξi)((w
Txi)

2 − ξ2i )

)]

√
detA

(2π)m/2
exp(−1/2wTAw)dw. (2.13)

Âûïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ëîãàðè�ìà ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ log I(w)
â (2.13)

log Iγ(w) = −1
2
wTAw + 1

2
log detA+

m∑

i=1

γi log σ(ξi) +
m∑

i=1

γi
yiw

Txi − ξi
2

− γiλ(ξi)
[
(wTxi)

2 − ξ2i
]
= −1

2(w −w0)
TA′(w −w0) + C.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå v = 1/2
∑m

i=1 γiyixi, òîãäà èìååì

A′ = A + 2

m∑

i=1

γiλ(ξi)xix
T

i , w0 = A′−1v,

C = 1
2 log detA+

m∑

i=1

γi log σ(ξi)− 1
2

m∑

i=1

γiξi+
m∑

i=1

γiλ(ξi)ξ
2
i +

1
2v

TA′−1v− n
2 log(2π).

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì äëÿ êîíñòàíòû ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ èìååì ñëåäóþùóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ëîãàðè�ìà îáîñíîâàííîñòè

log p(y|X, A) ≥ 1
2 log detA− 1

2 log detA
′ +

m∑

i=1

γi log σ(ξi)− 1
2

m∑

i=1

γiξi+

m∑

i=1

γiλ(ξi)ξ
2
i +

1
2v

TA′−1v = bγ(A, ξ).

Çàìåíèì òåïåðü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè (2.5) çàäà÷åé ìàêñèìè-

çàöèè íèæíåé îöåíêè íà åå ëîãàðè�ìà

[A, ξ] = argmax
ξ,A∈M

[

1
2 log detA− 1

2 log detA
′ +

m∑

i=1

γi log σ(ξi)− 1
2

m∑

i=1

γiξi+

m∑

i=1

γiλ(ξi)ξ
2
i +

1
2v

TA′−1v

]

(2.14)
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Îïèøåì òåïåðü èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.14). Âûáèðàåì

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìàòðèöûA. Äàëåå ïî î÷åðåäè âûïîëíÿåì èòåðàöèè

ïî ξ ïðè �èêñèðîâàííîé A ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè è ïî A ïðè �èêñèðîâàííîì

ξ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.

Èòåðàöèÿ ïî ξ (�èêñèðîâàííàÿ A).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû ïåðåñ÷åòà ξ âûïèøåì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåð-

âîãî ïîðÿäêà äëÿ bγ(A, ξ).

∂bγ
∂ξi

= −γi
2
+γiλ

′(ξi)ξ
2
i+2γiλ(ξi)ξi+

1
2
vT

∂A′−1

∂ξi
v+γi

σ′(ξi)

σ(ξi)
−γiλ

′(ξi) tr(A
′−1xix

T

i ) = 0.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå óñëîâèå è ïîëó÷àåì

−γiλ
′(ξi)x

T

iA
′−1xi+γiλ

′(ξi)ξ
2
i−1

2v
TA′−1∂A

′

∂ξi
A′−1v+γi

(
σ(−ξi)− 1

2 + 2λ(ξi)ξi
)
= 0,

γi
(
σ(−ξi)− 1

2
+ 2λ(ξi)ξi

)

︸ ︷︷ ︸
=0

+γiλ
′(ξi)(ξ

2
i − xT

iA
′−1xi − vTA′−1xix

T

iA
′−1v) = 0,

ξ2i = xT

i

(
A′−1 + (A′−1v)(A′−1v)T

)

old
xi = xT

i

(
A′−1 +w0w

T

0

)

old
xi.

Èòåðàöèÿ ïî A (�èêñèðîâàííûé ξ)

Ïðè �èêñèðîâàííîì ξ çàäà÷à (2.14) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íàõîæ-

äåíèÿ A

b̃γ(A) = 1
2 log detA− 1

2 log detA
′ + 1

2v
TA′−1v → max

A∈M
.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìàòðèö M: äèàãîíàëü-

íûå ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è ñèììåòðè÷íûå ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû îáùåãî âèäà.

Ñëó÷àé M = M
diag

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä A = diag(α1, . . . , αn).
Òîãäà èìååì

∂bγ(A)

∂αj
= 1

2αj
− 1

2A
′−1
jj − 1

2v
TA′−1∂A

′

∂αj
A′−1v = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ αj

αnew
j =

1

(A′−1)oldjj + [(A′−1v)oldj ]2
.

Ñëó÷àé M = M
full

∂bγ(A)

∂A
= 1

2A
−1 − 1

2A
′−1 + 1

2

∂

∂A
tr(A′−1vvT)

︸ ︷︷ ︸

A′−1vvTA′−1

= 0.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì (ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðå-

äåëåííîñòè ìàòðèöû A)

Anew =
(
I+ vvTA′−1

old

)−1

old

. (2.15)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A, îïðåäåëåííîé

â (2.15), ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè A′
íà ïðåäûäóùåé

èòåðàöèè è ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè (2.15) â âèäå

A−1 = A′−1 +A′−1vvTA′−1.

EM-àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè ìàêñèìóìà

îáîñíîâàííîñòè äëÿ ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîé íèæíåé

îöåíêè.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøèòü çàäà÷ó (2.14) ìîæíî áûëî òàêæå ñ ïîìîùüþ EM-

àëãîðèòìà, ÷òî íåñêîëüêî óïðîñòèëî áû âûêëàäêè, ïîñêîëüêó íå ïîòðåáîâàëîñü

áû áðàòü èíòåãðàë ïî w. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì w â êà÷åñòâå ñêðûòîé ïåðåìåí-

íîé. Èìååì

log pγ(y|X, A) ≥ Lγ(q, A) = Eq(w) log pγ(y, w|X, A)− Eq(w) log q(w) ≥
L̃(q, A, ξ) = Eq(w) log pLB(y, w|X, A, ξ)− Eq(w) log q(w),

ãäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ pLB(y,w|X,A, ξ) èñïîëüçîâàíà âàðèàöèîííàÿ íèæíÿÿ îöåí-
êà äëÿ ñèãìîèäíîé �óíêöèè

log pLB(y, w|X, A, ξ) = 1
2 log detA− 1

2w
TAw +

m∑

i=1

γi

[

log σ(ξi) +
yiw

Txi−ξi
2

−λ(ξi)((w
Txi)

2 − ξ2i )
]
.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ EM-àëãîðèòìà ðåøàåì çàäà÷ó

L̃γ(q, A, ξ) → max
q,A, ξ

. (2.16)

E-øàã. Íà äàííîì øàãå âû÷èñëÿåì àïïðîêñèìàöèþ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ íà âåêòîð ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ w q(w), ðåøàÿ çàäà÷ó ìàêñèìèçà-

öèè (2.16) ïî q. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî log pLB(y,w|X,A, ξ) êâàäðàòè÷íà ïîw, q(w)
åñòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì

q(w) = N (w|w0, A
′−1), ãäå

v = 1
2

m∑

i=1

γiyixi, A
′ = A+ 2

m∑

i=1

γiλ(ξi)xix
T

i , w0 = A′−1v.

M-øàã. Íà äàííîì øàãå ðåøàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè.

Eq(w) log pLB(y, w|X, A, ξ) → max
A, ξ

, (2.17)
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ãäå q(w) ïîëó÷åíî íà E-øàãå è ïðåäïîëàãàåòñÿ �èêñèðîâàííûì.
Èòåðàöèÿ ïî ξ (�èêñèðîâàííàÿ A).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû ïåðåñ÷åòà ξ âûïèøåì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåð-

âîãî ïîðÿäêà ïî ξi.

γi
(
σ(−ξi)− 1

2 − λ′(ξi)[x
T

iEqwwTxi − ξ2i ] + 2λ(ξi)ξi
)
= 0.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå óñëîâèå è ïîëó÷àåì

(ξnewi )2 = xT

i (w0w
T

0 +A′−1)
new

xi.

Èòåðàöèÿ ïî A (�èêñèðîâàííûé ξ)

Ïðè �èêñèðîâàííîì ξ çàäà÷à (2.17) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íàõîæ-

äåíèÿ A

−1
2 tr(AEqwwT) + 1

2 log detA → max
A∈M

.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìàòðèö M = M
diag

è

M = M
full

Ñëó÷àé M = M
diag

.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä A = diag(α1, . . . , αn).
Òîãäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ αj

αnew
j =

1

(EqwwT)oldjj

=
1

(w0w
T

0 +A′−1)
old

.

Ñëó÷àé M = M
full

.

Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

−1
2EqwwT + 1

2A
−1 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðå-

äåëåííîñòè ìàòðèöû A)

Anew = (w0w
T

0 +A′−1)−1
old

.

Òàêèì îáðàçîì, áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ

îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ ìàòðèöû A äâóìÿ ñïîñîáàìè. Îöåíêè

áûëè ïîëó÷åíû êàê â ìíîæåñòâå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèöM
diag

, ÷òî ïîçâîëÿåò îò-

áèðàòü ïðèçíàêè, òàê è â ìíîæåñòâåM
full

. Õîòÿ îöåíêà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííî-

ñòè A∗ ∈ M
full

èìååò íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ

òðèâèàëüíû è íå ñâÿçàíû ñ èñòèííûìè âçàèìîñâÿçÿìè ìåæäó ïðèçíàêàìè, à

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà A∗ ∈ M
full

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âûðîæäåííîé,

÷òî óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (Àäóåíêî, 2016). Ïóñòü èìååòñÿ îäèíî÷íàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü,

çàäàííàÿ ñîâìåñòíûì ïðàâäîïîäîáèåì

p(y, w|X, A) =
m∏

i=1

σ(yiw
Txi)N (w|0, A−1),
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ãäå yi ∈ {−1, 1}, xi ∈ R2
, òî åñòü ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü

n = 2. Ïóñòü òàêæå w = [w1, w2], w1, w2 6= 0.
Îáîçíà÷èì

Σ = H−1 = XTRX =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)

, A =

(
s21 κs1s2

κs1s2 s22

)

,

ãäå H åñòü ãåññèàí − log p(y|X, w) â òî÷êå ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿò-

íîñòè wMP = argmaxw p(y, w|X), à R = diag(σ(yiw
T

MPxi)σ(−yiw
T

MPxi)),
Òîãäà åñëè ïðè m → ∞ âûïîëíåíî

σ2
1, σ

2
2
ï.í.→ ∞, (2.18)

P(ω : ∃ cω > 0, ∃mω : ∀m ≥ mω 1− ρ2m ≥ cω) = 1, (2.19)

òî s∗1, s
∗
2
ï.í.→ ∞, κ∗ ï.í.→ −sign(w1w2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè

îáîñíîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âûðîæäåííîé è îïðåäåëÿåìàÿ êîððå-

ëÿöèÿ ìåæäó âåñàìè ïðèçíàêîâ ïðè äîñòàòî÷íîå áîëüøîé âûáîðêå çàâèñèò íå

îò èñòèííîé êîððåëÿöèè ìåæäó ïðèçíàêàìè è èõ âåñàìè, à ëèøü îò ñîâïàäå-

íèÿ èëè íåñîâïàäåíèÿ çíàêîâ âåñîâ. Â ñëó÷àå ñîâïàäàþùèõ çíàêîâ êîððåëÿöèÿ

ñòðåìèòñÿ 1, â ñëó÷àå íåñîâïàäàþùèõ îíà ñòðåìèòñÿ ê -1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â ìîäåëè åñòü äâà ïðèçíà-

êà, òî åñòü n = 2, ïðè÷åì èñòèííûé âåêòîð âåñîâ åñòü w = [1 + ε1, 1 + ε2],
ãäå ε1, ε2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, |ε1|, |ε2| < 1/2. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëü-
íåéøåì, óòâåðæäåíèå äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà âåñîâ ìîæíî

ïîëó÷èòü ïóòåì ïåðåíîðìèðîâêè ïðèçíàêîâ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A =

(
s21 κs1s2

κs1s2 s22

)

, Σ = XTRX =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)

.

Ïóñòü íà íåêîòîðîé èòåðàöèè îöåíêè èñòèííîãî âåêòîðà âåñîâ ŵ è ìàòðèöû

A ïîëó÷åíî íåêîòîðîå çíà÷åíèå ŵ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

ŵ = [1, 1]T (èíà÷å, êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå ñäåëàåì ïåðåíîðìèðîâêó ïðèçíàêîâ).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå îáúåêòîâ â âûáîðêå íàáëþäàåòñÿ

ñõîäèìîñòü ŵ ê w [59,60℄. Ïîýòîìó çíàêè âåñîâ â ŵ è w ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîãî

ðàçìåðà âûáîðêè, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ïåðåíîðìèðîâêó ïðèçíàêîâ.

�àññìîòðèì çàêëþ÷èòåëüíûé øàã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.9), çàêëþ÷àþ-

ùèéñÿ â îïòèìèçàöèè ïî A.

f(A) = ŵTAŵ − log |A|+ log |Σ+A| → min
A

.

�àññìàòðèâàåì äàëåå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω1, äëÿ êîòî-

ðûõ âûïîëíåíî ∀ω ∈ Ω1 σ2
1(ω) → ∞, σ2

2(ω) → ∞ ïðè m → ∞ è
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∃ mω : ∀ m ≥ mω 1 − ρ2m ≥ c > 0. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû P(Ω1) = 1. Òî-
ãäà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü çàäà÷à ðåøàåòñÿ â óñëîâèÿõA � íåîòðèöàòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ ìàòðèöà è s1, s2 ≤ C, ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàí-

òà(äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé). Òîãäà åñ-

ëè σ2
1, σ

2
2 → ∞ ïðè m → ∞, à 1 − ρ2 ≥ c > 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî m0, òî,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2
0 ïðè âûïîëíåíèè σ1, σ2 ≥ σ0 îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì

ðàññìàòðèâàåìîãî øàãà îïòèìèçàöèîííîãî ïðîöåññà áóäåò

s∗1 = s∗2 = C, κ∗ → 1−
√
1 + 4C4

2C2
ïðè σ1, σ2 → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò òðè ðàçíûõ âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ îïòèìóìà â

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

1. Îïòèìóì è ïî s1, è ïî s2 íàõîäèòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå, òî åñòü 0 <
s∗1, s

∗
2 < C;

2. Îïòèìóì íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå è ïî s1, è ïî s2, òî åñòü s∗1 = s∗2 = C;

3. Îïòèìóì ïî s1 íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå, ïî s2 âî âíóòðåííåé òî÷êå, òî åñòü

s∗1 = C, 0 < s∗2 < C (ñëó÷àé, êîãäà îïòèìóì ïî s2 íà ãðàíèöå, à ïî s1 âî
âíóòðåííåé òî÷êå, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí).

Â âàðèàíòàõ âûøå ó÷òåíî, ÷òî ïðè s1 = 0 èëè s2 = 0 f(A) = +∞, ÷òî íå

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 1. Ñ ó÷åòîì íåàêòèâíîñòè îãðàíè÷åíèé òèïà

íåðàâåíñòâà íà s1 è s2 èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.







∂f

∂s1
= 0,

∂f

∂s2
= 0,

∂f

∂κ
= 0.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ äåòåðìèíàíòà |A +Σ| è çàïèøåì óñëîâèÿ îïòèìàëü-

íîñòè â ÿâíîì âèäå.

|A+Σ| =
∣
∣
∣
∣

(
σ2
1 + s21 κs1s2 + ρσ1σ2

κs1s2 + ρσ1σ2 σ2
2 + s22

)∣
∣
∣
∣
=

= σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

[

1 +
s21

σ2
1(1− ρ2)

+
s22

σ2
2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− 2κρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

]

.
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Òîãäà óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè èìåþò âèä

1

2

∂f

∂s1
= s1+s2κ−

1

s1
+

1

1 +
s21

σ2
1(1− ρ2)

+
s22

σ2
2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− 2κρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

·

·
(

s1
σ2
1(1− ρ2)

+
s1s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− κρs2
σ1σ2(1− ρ2)

)

= 0,

1

2

∂f

∂s2
= s2+s1κ−

1

s2
+

1

1 +
s21

σ2
1(1− ρ2)

+
s22

σ2
2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− 2κρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

·

·
(

s2
σ2
2(1− ρ2)

+
s21s2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− κρs1
σ1σ2(1− ρ2)

)

= 0,

1

2

∂f

∂κ
= s1s2+

κ

1− κ2
− 1

1 +
s21

σ2
1(1− ρ2)

+
s22

σ2
2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− 2κρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

·

·
(

s21s
2
2κ

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− ρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

)

.

�àññìîòðèì ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îòäåëüíî

s1 + s2κ− 1

s1
+ α(s1, s2, κ) = 0, (2.20)

s2 + s1κ− 1

s2
+ β(s1, s2, κ) = 0. (2.21)

Èç (2.20) è (2.21) ñ ó÷åòîì s1, s2 > 0 èìååì

s21 − s22 + α(s1, s2, κ)s1 − β(s1, s2, κ)s2 = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |α(s1, s2, κ)|, |β(s1, s2, κ)| ≤ 2C

cσ2
+

C3

cσ3
→ 0 ïðè σ2 =

min(σ2
1, σ

2
2) → ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî

s2 = s1 + δ = s+ δ(κ, s1), ãäå max
κ, s1

|δ(κ, s1)| → 0 ïðè σ2 → ∞. (2.22)

Ïîäñòàâèì (2.22) â óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïî κ, ïîëó÷èì

s(s+ δ(κ, s)) +
κ

1− κ2
+ γ(s, s+ δ(κ, s), κ) = 0. (2.23)

Ñ ó÷åòîì s ≤ C,maxκ, s1 |δ(κ, s1)| → 0ïðèσ2 → ∞ è |γ(s1, s2, κ)| ≤
C4

cσ4
+

C2

cσ2
→

0 ïðè σ2 → ∞ ïîëó÷àåì, ÷òî

−s2 − δ1(κ, s) ≤
κ

1− κ2
≤ −s2 + δ1(κ, s),
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ãäå maxκ, s |δ1(κ, s)| → 0 ïðè σ2 → ∞. Òîãäà ñ ó÷åòîì ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ

κ

1− κ2
ïî κ ñ ïðîèçâîäíîé ≥ 1 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ κ èìååì åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ (2.23) ïðè σ2 = σ2
01, ïðè÷åì

κ =
1−

√
1 + 4s4

2s2
+ δ2(s), ãäå max

s
|δ2(s)| → 0 ïðè s → ∞. (2.24)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè ïî s1, ïîëó÷èì:

s+ (s+ δ(κ, s))κ− 1

s
+ α(s, s+ δ(κ, s), κ) = 0.

Îòñþäà èìååì

κ = −1 +
δ(κ, s)

s+ δ(κ, s)
+

1

s(s+ δ(κ, s))
− α(s, s+ δ(κ, s), κ)

s+ δ(κ, s)
,

÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
02 âûïîëíåíî

κ ≥ −1 +
1

s2
− 1

10s2
= −1 +

0.9

s2
. (2.25)

Àíàëîãè÷íî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
03, èç (2.24) èìååì

κ ≤ −1 +
1

2s2
+

1

10s2
= −1 +

0.6

s2
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.25) ïðè σ2 ≥ σ2
0 = max(σ2

01, σ
2
02, σ

2
03) èìååì ïðîòèâîðå÷èå,

òàê êàê κ íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü äâóì ïîëó÷åííûì íåðàâåíñòâàì îäíîâðåìåí-

íî.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî min(σ2
1, σ

2
2) = σ2 ≥ σ2

0 ñëó÷àé 1 ðåà-

ëèçîâàòüñÿ íå ìîæåò.

Ïóñòü òåïåðü ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé 3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

s∗1 = C, 0 < s∗2 < C. Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïî s2 è κ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Cs2 +
κ

1− κ2
+ γ(C, s2, κ) = 0, (2.26)

s2 + κC − 1

s2
+ β(C, s2, κ) = 0.

Ñ ó÷åòîì s2 > 0 (à, çíà÷èò, è κ < 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
01), óìíîæàÿ

ïåðâîå èç ðàâåíñòâ íà κ, à âòîðîå íà s2, ïîëó÷èì

s22 =
1

1− κ2
+ γ(C, s2, κ)κ− β(C, s2, κ)s2. (2.27)

Èç (2.26) èìååì

C2s22 =
κ2

(1− κ2)2
+ γ2(C, s2, κ) + 2γ(C, s2, κ)

κ

1− κ2
. (2.28)
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Èç (2.27) è (2.28) èìååì

κ2

1− κ2
= C2+C2γ(C, s2, κ)κ(1−κ2)−β(C, s2, κ)s2C

2(1−κ2)−γ2(C, s2, κ)(1−κ2)

− 2κγ(C, s2, κ) == C2 + ν(s2, κ), ãäå max
s2, κ

|ν(κ, s2)| → 0 ïðè σ2 → ∞.

Îòñþäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
02 âûïîëíåíî

κ2

1− κ2
≥ C2 − 1

4
⇐⇒ 1

1− κ2
≥ C2 +

3

4
.

Òîãäà ñ ó÷åòîì maxκ, s2 |γ(C, s2, κ)| → 0 è maxκ, s2 |β(C, s2, κ)| → 0 èç (2.27)

èìååì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
03 âûïîëíåíî

s22 ≥ C2 + 1
2 > C2,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Îòñþäà ñëó÷àé 3 òàêæå íå ìîã ðåàëèçîâàòüñÿ

ïðè

min(σ2
1, σ

2
2) = σ2 ≥ max(σ2

01, σ
2
02, σ

2
03).

Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé 2, òî åñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
01

s∗1 = s∗2 = C. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïî κ òîãäà ïðèîáðåòàåò âèä

C2 +
κ

1− κ2
+ γ(C, C, κ) = 0 (2.29)

Ñ ó÷åòîì maxκ |γ(C, C, κ)| → 0 è maxκ |γ ′(C, C, κ)| → 0 ïðè σ2 → ∞ è

(
κ

1− κ2

)′
≥ 1

ïîëó÷àåì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
02 óðàâíåíèå (2.29) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî κ, ïðè÷åì

κ =
1−

√
1 + 4C4

2C2
+ δ4, ãäå δ4 → 0 ïðè σ2 → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ïðè σ2 ≥ σ2
0 = max(σ2

01, σ
2
02).

Ñëåäñòâèå 1. Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû óòâåðæäåíèå 1 âûïîëíåíî ∀ ω ∈
Ω1, òàê êàê â êà÷åñòâå m0 ìîæíî âçÿòü mω, à ∀ ω ∈ Ω1 ∃m′ : ∀ m ≥
m′ min(σ2

1(ω), σ
2
2(ω)) > σ2

0.

�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè áåç îãðàíè÷åíèé s1, s2 ≤ C. Èç
äîêàçàííîãî âûøå èìååì, ÷òî

s1, s2 → ∞ ïðè σ2 → ∞,

ïîñêîëüêó íåçàâèñèìî îò C, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî σ2 ≥ σ2
0 s∗1 = s∗2 = C. Äîêà-

æåì òîãäà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü çàäà÷à ðåøàåòñÿ â óñëîâèÿõA � íåîòðèöàòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà åñëè σ2
1, σ

2
2 → ∞ ïðè m → ∞ è 1 − ρ2m ≥ c > 0 ïðè

m ≥ m0, òî s∗1, s
∗
2 → ∞, κ∗ → −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå êàñàòåëüíî s∗1, s
∗
2 → ∞ óæå ïîêàçàíî. �àññìîò-

ðèì òåïåðü óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïî κ äëÿ çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé.

s1s2 +
κ

1− κ2
− 1

1 +
s21

σ2
1(1− ρ2)

+
s22

σ2
2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− 2κρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

·

·
(

s21s
2
2κ

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

+
ρs1s2

σ1σ2(1− ρ2)

)

= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå â âûïèñàííîì âûøå óðàâíåíèè áîëüøå, ÷åì

C1− |κ|
1−κ2 , ãäå C1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à òîãäà ñ ó÷åòîì s1s2 → +∞, ïîëó÷èì,

÷òî

κ

1− κ2
(1 + α) → −∞, ãäå 1 ≤ α ≥ −1 ⇐⇒ κ → −1 ïðè σ2 → ∞.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

1 +
s21

σ2
1(1− ρ2)

+
s22

σ2
2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− 2κρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

= ν1(s1, s2, κ),

s21s
2
2κ

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

+
ρs1s2

σ1σ2(1− ρ2)
= ν2(s1, s2, κ).

Íàéäåì óñëîâèÿ íà κ, ïðè êîòîðûõ

ν2
ν1

<
|κ|

1− κ2
. (2.30)

Åñëè ν2 < 0, òî (2.30) âûïîëíåíî. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ν2 ≥ 0. Òîãäà èëè

κ > 0, èëè ρ > 0. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

ν2
ν1

äîñòèãàåòñÿ ïðè ρ > 0 è

κ > 0, ïîñêîëüêó, åñëè κρ < 0 çíà÷åíèå ν1 âîçðàñòàåò, à |ν2|, íàïðîòèâ, óìåíü-
øàåòñÿ. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåì äàëåå κ, ρ > 0 (ïðè ρ ≥ 0 íåðàâåíñòâî (2.30)

àâòîìàòè÷åñêè áóäåò âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå ïðè òåõ æå κ).
Ïðè ρ > 0, κ > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.30) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùå-

ìó

1 +
s21

σ2
1(1− ρ2)

+
s22

σ2
2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

− 2κρs1s2
σ1σ2(1− ρ2)

>

s21s
2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

+
ρs1s2

σ1σ2(1− ρ2)

1− κ2

κ
.
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Ïðåîáðàçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì 1− ρ2 ≥ c ïîëó÷àåì

1− ρ2 +
s21
σ2
1

+
σ2
2

σ2
2

>
ρs1s2
σ1σ2

(
1

κ
+ κ

)

.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå ïðè

1

κ
+ κ ≤ 2

ρ
,

÷òî äàåò

κ ≥ κ0 =
1

ρ
(1−

√

1− ρ2) ≤ 1 +
√
2− c√

1− c
< 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè |κ| ≥ κ0 òðåáóåìîå âûïîëíåíî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè |κ| < κ0

ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé. Èìååì

ν1 ≥ (1− |κ|) 2s1s2
σ1σ2(1− ρ2)

+
s21s

2
2(1− κ2)

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

,

|ν2| ≤
s21s

2
2|κ|

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

+
|ρ|s1s2

σ1σ2(1− ρ2)
,

îòêóäà ∣
∣
∣
∣

ν2
ν1

∣
∣
∣
∣
≤ max

( |ρ|
2(1− |κ| ,

|κ|
1− κ2

)

≤ 1

1− κ2
0

< ∞.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì òðåáóåìîå.

Ñëåäñòâèå 2. Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû óòâåðæäåíèå 2 âûïîëíåíî ∀ω ∈ Ω1, òàê

êàê â êà÷åñòâå m0 ìîæíî âçÿòü mω è ∀ ω ∈ Ω1 : min(σ2
1(ω), σ

2
2(ω)) → ∞ ïðè

m → ∞.

Òàê êàê â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 óòâåðæäåíèå 2 èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω1,

à P(Ω1) = 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå s∗1, s
∗
2
ï.í.→ ∞, κ∗ ï.í.→ −sign(w1w2).

�ðàíèöû ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òðåáîâàíèÿ òåîðåìû íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷èâàþùèìè

è âûïîëíåíû ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ñ÷èòàåì, ÷òî wMP
ï.í.→

w, ãäå w åñòü èñòèííûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Óñëîâèÿ íàëè÷èÿ òàêîé

ñõîäèìîñòè ïðèâåäåíû â (11). �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

Ω2, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíà ñõîäèìîñòü wMP
ï.í.→ w, òîãäà P(Ω2) = 1. Ñ÷èòàåì

äàëåå, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ îãðàíè÷åíî, òî åñòü ∃C : ‖x‖∞ ≤ C.
�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ω ∈ Ω2. Â ñèëó ñõîäèìîñòè wm

MP (ω) → w ïðè

m → ∞, ïîëó÷àåì

∀ ε > 0 ∃mε : ∀m ≥ mε ‖wm
MP (ω)−w‖ < ε. (2.31)
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Îáîçíà÷èì λ(v, x) = σ(vTx)σ(−vTx). Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè x èìååì

λ(w, x) ≥ C0 > 0.

Ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè λ(v, x) ïî àðãóìåíòàì, îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà

çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ ‖x‖∞ ≤ C è îãðàíè÷åííîñòè ‖wm
MP (ω)‖ â ñèëó íàëè÷èÿ

ñõîäèìîñòè óñëîâèå (2.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∀ δ > 0 ∃mδ : ∀m ≥ mδ

∣
∣
∣
∣

λ(wm
MP (ω), x)

λ(w, x)

∣
∣
∣
∣
≤ δ.

Ôèêñèðóåì äàëåå ïðîèçâîëüíîå 1/2 > δ > 0 è ðàññìàòðèâàåìm ≥ mδ. Îòìåòèì,

÷òî äëÿ ìàòðèöû Σ = XTRX ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â ñèëó

äèàãîíàëüíîñòè ìàòðèöû R.

XTRX =
m∑

i=1

λ(wm
MP (ω), xi)xix

T

i =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)

. (2.32)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî σ2
j (ω) → ∞, j = 1, 2 ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ î ïðîöåññå ãåíåðàöèè âûáîðêè. Ñ ó÷åòîì (2.32) èìååì

σ2
j (ω) =

m∑

i=1

λ(wm
MP (ω), xi)x

2
ij ≥ (1− δ)

m∑

i=1

λ2(w, xi)x
2
ij ≥ C0(1− δ)

m∑

i=1

x2
ij.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü σ2
j (ω) → ∞ ïðè m → ∞ äîñòàòî÷íî

ïîòðåáîâàòü

m∑

i=1

x2
ij → ∞ ïðèm → ∞. (2.33)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, êàê è ðàíåå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå p(X) íåèçâåñòíî. Åñëè
æå ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåêòû ãåíåðèðóþòñÿ íåçàâèñèìî èç íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü

p(X) =

m∏

i=1

p(xi),

òî óñëîâèå (2.33) â ñèëó óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ìîæíî çàìåíèòü íà

Ex2
ij > 0, (2.34)

òî åñòü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðèçíàê j íå ÿâëÿëñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè (2.34) èëè (2.34) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì ∀ ω ∈ Ω2 :
σ2
1, σ

2
2 → ∞, òî åñòü âûïîëíåííîñòü óñëîâèÿ (2.18) òåîðåìû.

�àññìîòðèì òåïåðü íåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû Σ è ïîêàæåì, ÷òî

ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûïîëíåíî óñëîâèå (2.19) òåîðåìû. Äëÿ
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êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè ρmMP (ω) èìååì

ρ2MP (ω) =

(
m∑

i=1

λ2(wm
MP (ω), xi)x

2
i1x

2
i2

+

m∑

i, l=1,i 6=l

λ(wm
MP (ω), xi)λ(w

m
MP (ω), xl)xi1xi2xl1xl2



 /

(
m∑

i=1

λ(wm
MP (ω), xi)x

2
i1

m∑

l=1

λ(wm
MP (ω), xl)x

2
l2

)

≤
(

m∑

i=1

λ2(wm
MP (ω), xi)x

2
i1x

2
i2

+

m∑

i, l=1,i 6=l

λ(wm
MP (ω), xi)λ(w

m
MP (ω), xl)|xi1||xi2||xl1||xl2|



 /

(
m∑

i=1

λ(wm
MP (ω), xi)x

2
i1

m∑

l=1

λ(wm
MP (ω), xl)x

2
l2

)

≤
(
1 + δ

1− δ

)2

ρ2(ω), ãäå

ρ2(ω) =

∑m
i=1 λ

2(w, xi)x
2
i1x

2
i2 +

∑m
i, l=1,i 6=l λ(w, xi)λ(w, xl)|xi1||xi2||xl1||xl2|

∑m
i=1 λ(w, xi)x2

i1

∑m
l=1 λ(w, xl)x2

l2

.

(2.35)

Îáîçíà÷èì X̃ = ‖|xij|‖, i = 1, m, j = 1, 2, òîãäà ρ(ω) (2.35) åñòü êîý��èöèåíò

êîððåëÿöèè â ìàòðèöå Σ̃m = X̃TRX̃.

Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî ãåíåðèðóþòñÿ íåçàâèñèìî èç íåêîòîðîãî èçâåñòíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, òî åñòü

p(X) =
m∏

i=1

p(xi).

Òîãäà â ñèëó

Σ̃m =

m∑

i=1

λ(w, xi)x̃ix̃
T

i

è óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ïîëó÷àåì

1
mΣ̃

m ï.í.→ Exλ(w, x)x̃x̃T

ïðèm → ∞. (2.36)

Ñ÷èòàÿ äàëåå, ÷òî ñõîäèìîñòü â (2.36) âûïîëíåíà ïðè ω ∈ Ω3, ãäå P(Ω3) = 1,
äëÿ ω ∈ Ω4 = Ω2 ∩ Ω3 ïîëó÷àåì

ρ(ω) → Exλ(w, x)|x1||x2|
√

Exλ(w, x)x2
1

√

Exλ(w, x)x2
2

= ρ0.
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Ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè δ > 0, åñëè ρ20 < 1, òî óñëîâèå (2.19) áóäåò âûïîëíåíî,
òàê êàê, âçÿâ δ òàê, ÷òî

ρ20

(
1 + δ

1− δ

)2

≤ 3ρ20 + 1

4
è âçÿâ m0 òàê, ÷òî

∀m ≥ m0 : |ρ2(ω)− ρ20| ≤
(
1− δ

1 + δ

)2
1− ρ20

4

ïîëó÷èì ∀m ≥ mω = max(m0, mδ)

ρ2MP (ω) ≤
(
1 + δ

1− δ

)2

ρ2(ω) ≤
(
1 + δ

1− δ

)2
[

ρ20 +

(
1− δ

1 + δ

)2
1− ρ20

4

]

=
ρ20 + 1

2
< 1.

Îòñþäà óñëîâèå òåîðåìû (2.19) âûïîëíåíî ñ mω = max(m0, mδ) è cω = 1−ρ20
2
.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ î ðàñïðåäåëåíèè p(xi) ìàòðèöà Exλ(w, x)x̃x̃T

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âûðîæäåííîñòè Exλ(w, x)x̃x̃T

. Èìååì

Exλ(w, x)x̃x̃T =

(
λ(w, x)x2

1 λ(w, x)|x1||x2|
λ(w, x)|x1||x2| λ(w, x)x2

2

)

,

òîãäà ââîäÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1 =
√

λ(w, x)|x1|, ξ2 =
√

λ(w, x)|x2| ïî-
ëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû (ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè ýëå-

ìåíòîâ) Exλ(w, x)x̃x̃T

ïðèîáðåòàåò âèä

E2ξ1ξ2 = Eξ21Eξ
2
2 .

Òîãäà, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, xi2 âûïîëíåíî

ξ2
ï.í.

= 0 èëè ∃ C ≥ 0 : ξ1
ï.í.

= Cξ2.

Îòñþäà ñèòóàöèÿ âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû íàáëþäàåòñÿ ñ ó÷åòîì λ(w, w) > 0
ëèáî êîãäà îäèí èç ïðèçíàêîâ òîæäåñòâåííî íóëåâîé, ëèáî åñëè |x2| = C|x1|, òî
åñòü êîãäà ïðèçíàêè ïðîïîðöèîíàëüíû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðèçíàêè íå ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûìè è êîë-

ëèíåàðíûìè, òî óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû è óêàçàííàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ âû-

ðîæäåííîñòü îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ìåòîä ìàêñèìóìà îáîñíîâàííî-

ñòè áóäåò èìåòü ìåñòî.

2.2. Îòáîð ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè äëÿ

ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè

Äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.2) ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå

ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà âèäà Rn = X1 ⊔ . . . ⊔ XK íà K íåïåðåñåêàþùèõñÿ
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÷àñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ñâîÿ ìîäåëü. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ýòîìó ðàçáèåíèþ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ îáúåêòîâ {1, . . . , m} =
I = I1⊔ . . .⊔IK, ãäå ∀i ∈ Ikxi ∈ Xk, k = 1, K. Òîãäà ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå

äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïðèîáðåòàåò âèä

p(y, w1, . . . , wK |X, A1, . . . , AK) =

K∏

k=1

[

p(wk|Ak)
∏

i∈Ik
σ(yiw

T

kxi)

]

. (2.37)

Èç (2.37) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäå-

ëè åñòü ïðîèçâåäåíèå K íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò äëÿ îäèíî÷íûõ ìîäåëåé, ïî-

ñòðîåííûõ íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ îáúåêòîâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ

ñîñòàâëÿåò âñå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ. Òîãäà èíòåãðèðóÿ ïî w1, . . . , wK , ïîëó÷à-

åì

p(y|X, A1, . . . , AK) =
K∏

k=1

p(yIk|XIk , Ak),

îòêóäà ñ ó÷åòîì (1.4) ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à (1.4) íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ìíî-

ãîóðîâíåâîé ìîäåëè ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ K íåçàâèñèìûõ çàäà÷ âèäà

A∗
k = argmax

Ak∈QAk

p(yIk|XIk , Ak), k = 1, K. (2.38)

Çäåñü XIk , yIk îáîçíà÷åíî óñå÷åíèå ìàòðèöû ïðèçíàêîâ è âåêòîðà îòâåòîâ íà

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Ik, òî åñòü

XIk = [xi, i ∈ Ik]T, yIk = [yi, i ∈ Ik]T.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî êàæäàÿ èç çàäà÷ (2.38) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ìàê-

ñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè äëÿ îäèíî÷íîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè íà

óñå÷åííîì ìíîæåñòâå îáúåêòîâ. Òàêàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â ïðåäûäóùåé ïîä-

ñåêöèè, à ïîòîìó íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ K óæå ðàññìîòðåííûõ çàäà÷.

2.3. Îòáîð ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè äëÿ

ñìåñè ìîäåëåé

Äëÿ ñìåñè ìîäåëåé ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå èìååò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak) =

p(π|µ)
K∏

k=1

pk(wk|Ak)
m∏

i=1

(
K∑

l=1

πlσ(yiw
T

l xi)

)

.

Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêîé âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè êîâàðèàöè-

îííîé ìàòðèöû A äàæå äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ìîäåëè, äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî Ak =
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diag(αk), αk ∈ Rn
. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ íà âåñà ìîäåëåé π, âõîäÿùèõ â ñìåñü ìîäåëåé, èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íîå

ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðîì µ, à àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íàwk åñòü

íîðìàëüíûå, òî åñòü

p(π|µ) = Γ(Kµ)

ΓK(µ)

K∏

k=1

πµ−1
k , p(wk|Ak) =

√
detAl

(2π)n/2
exp

(
−1

2w
T

lAlwl

)
, k = 1, . . . , K.

Ââåäåì ìàòðèöó ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ Z ðàçìåðàm×K, ãäå zik ∈ {0, 1} è zik = 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåêò (xi, yi) îòíåñåí ê ìîäåëè ñ íîìåðîì k. Òîãäà
ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ ìîäåëè ñî ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè ïðèìåò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) =

p(π|µ)
K∏

k=1

pk(wk|Ak)

m∏

i=1

K∏

l=1

(πlσ(yiw
T

lxi))
zil .

Ñ÷èòàÿ ïàðàìåòð µ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå �èêñèðîâàííûì, ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíûõ êîâàðèà-

öèîííûõ ìàòðèö A1, AK

log p(y|X, A1, . . . , AK) → max
A1, ...,AK∈M

diag

.

Îöåíèì ýòó âåëè÷èíó ñíèçó, ââîäÿ ðàñïðåäåëåíèå q(w1, . . . , wK , π, Z) è èñ-

ïîëüçóÿ âàðèàöèîííóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ñèãìîèäíîé �óíêöèè, ïîëó÷èì

log p(y|X, A1, . . . , AK) ≥ L(q, A1, . . . , AK) =

Eq log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, A1, . . . , Ak)− Eq log q(w1, . . . , wK , π, Z)

≥ L̃(q, A1, . . . , AK, ξ) =

Eq log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, A1, . . . , Ak, ξ)−Eq log q(w1, . . . , wK , π, Z), ãäå

log p(y, π, w1, . . . , wK, Z|X, A1, . . . , Ak, ξ) = log Γ(Kµ)−K log Γ(µ)+
K∑

k=1

(µ−1) logπk+
m∑

i=1

K∑

k=1

zik

[

log σ(ξik) +
yiw

T

kxi − ξik

2
− λ(ξik)((w

T

kxi)
2 − ξ2ik)

]

+

1
2

K∑

k=1

log detAk − 1
2

K∑

k=1

wT

kAkw +

K∑

k=1

log πk

m∑

i=1

zik −K n
2 log(2π).

Áóäåì òåïåðü ðåøàòü çàäà÷ó

L̃(q, A1, . . . , AK , ξ) → max
q,A1, ...,AK , ξ

.
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Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âàðèàöèîííûì EM-àëãîðèòìîì, òî åñòü ðåøåíèå äëÿ

q áóäåì èñêàòü â êëàññå ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùóþ �àêòîðè-

çàöèþ.

Q =

{

q : q(w1, . . . , wK, π, Z) =
K∏

k=1

qwk
(wk)qπ(π)

m∏

i=1

qzi(zi)

}

.

E-øàã

Íà E-øàãå ïðîâîäèì ìàêñèìèçàöèþ L̃(q,A1, . . . ,AK, ξ) ïî q(w1, . . . , wK, π, Z)
â êëàññå Q. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå �îðìóëû äëÿ ðàñïðåäåëåíèé

q(π), qwk
(wk), k = 1, K, qzi(zi), i = 1, m [29℄.

log qπ(π) ∝ Eq\π log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, A1, . . . , Ak, ξ),

log qwk
(wk) ∝ Eq\wk

log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, A1, . . . , Ak, ξ),

log qzi(zi) ∝ Eq\zi
log p(y, π, w1, . . . , wK, Z|X, A1, . . . , Ak, ξ),

ãäå ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ïðèâåäåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé. Ïî-

ëó÷èì òåïåðü ÿâíûé âèä ðàñïðåäåëåíèé q(π), qwk
(wk), k = 1, K, qzi(zi), i =

1, m.

log qπ(π) =

K∑

k=1

log πk

(

µ− 1 +

m∑

i=1

Ezik

)

+ C0,

ãäå C0 åñòü íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íà

π åñòü ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå, âîîáùå ãîâîðÿ íåñèììåòðè÷íîå, ñ ïàðàìåòðàìè

µ+
∑m

i=1Ezik, k = 1, K, òî åñòü

qπ(π) =
Γ(Kµ+m)

∏K
k=1 Γ (µ+

∑m
i=1Ezik)

K∏

k=1

π
µ−1+

∑m
i=1

Ezik
k [min

l
πl > 0].

Àíàëîãè÷íî äëÿ qzi(zi) èìååì

log qzi(zi) ∝ C i
1 +

K∑

k=1

zikE log πk +
K∑

k=1

zik

[

log σ(ξik) +
yi(Ewk)

Txi−ξik
2

−λ(ξik)
(
xT

iE(wkw
T

k)xi − ξ2ik
)]

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

P(zik = 1) =
e

[

E log πk+logσ(ξik)+
yi(Ewk)

Txi−ξik
2 −λ(ξik)(xTi E(wkw

T

k )xi−ξ2ik)
]

∑K
l=1 e

[(

E log πl+logσ(ξil)+
yi(Ewl)

Txi−ξil
2 −λ(ξil)(xTi E(wlw

T

l )xi−ξ2il)

)] .
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Àíàëîãè÷íî äëÿ qwk
(wk) ïîëó÷àåì

log qwk
(wk) ∝ Ck

2 − 1
2w

T

kAkw
T

k +

m∑

i=1

Ezik

(
yiw−kTxi

2 − λ(ξik)(w
T

kxi)
2
)

=

Ck
2 − 1

2w
T

kAkwk +wT

kmk −wT

k

[
m∑

i=1

Ezikλ(ξik)xix
T

i

]

wk,

ãäå mk = 1
2

∑m
i=1 yiEzikxi. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî qwk

(wk) åñòü íîðìàëíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, òî åñòü

qwk
(wk) = N (wk|Ã−1

k mk, Ã
−1
k ), Ãk = Ak + 2

m∑

i=1

Ezikλ(ξik)xix
T

i .

M-øàã

Íà M-øàãå ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè

Eq log p(y, π, w1, . . . , wk, Z|X, A1, . . . , Ak, ξ) → max
ξ,A1,Ak

. (2.39)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.39) âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàòèâíûì àëãîðèòìîì. Ñíà÷àëà

áóäåì ïðîèçâîäèòü ìàêñèìèçàöèþ ïî ξ ïðè �èêñèðîâàííûõ Ak, à çàòåì ïî

Ak, k = 1, . . . , K ïðè �èêñèðîâàííîì ξ. Âûïèøåì ñíà÷àëà âûðàæåíèÿ äëÿ

ìàêñèìèçèðóåìîé �óíêöèè â (2.39).

Eq log p(y, π, w1, . . . , wk, Z|X, A1, . . . , Ak, ξ) = C3 +
1
2

K∑

k=1

log detAk−

1
2

K∑

k=1

tr(AkE(wkw
T

k)) +
m∑

i=1

K∑

k=1

Ezik

[

log σ(ξik) +
yi(Ewk)

Txi − ξik

2

−λ(ξik)
(
xT

iE(wkw
T

k)xi − ξ2ik
)]

.

Èòåðàöèÿ ïî ξ ïðè �èêñèðîâàííûõ A1, . . . , AK.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàêñèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó mK
íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ïî ýëåìåíòàì ξik ìàòðèöû ξ, ìàêñèìèçàöèþ ïðîèçâî-

äèì ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ ξik íåçàâèñèìî. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî ξik èìååò âèä

σ(−ξik)− 1
2 − λ′(ξik)(x

T

iEwkw
T

kxi − ξ2ik) + 2λ(ξik)ξik = 0.

Ñ ó÷åòîì λ(ξ) = 1
2ξ(σ(ξ)− 1

2) è σ(ξ) + σ(−ξ) = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå îïòè-
ìàëüíîñòè ïî ξik ïðèîáðåòàåò âèä

σ(−ξik)− 1
2
− λ′(ξik)x

T

iEwkw
T

kxi + σ(ξik)− 1
2
+ λ′(ξik)ξ

2
ik = 0,
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îòêóäà

ξ2ik = xT

i (Ewkw
T

k)xi.

Èòåðàöèÿ ïî A1, . . . , AK ïðè �èêñèðîâàííîì ξ.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàêñèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó K íåçà-

âèñèìûõ êîìïîíåíò ïî ìàòðèöàì Ak, =�1, K, ìàêñèìèçàöèþ ïðîèçâîäèì ïî

êàæäîé èç ïåðåìåííûõ Ak íåçàâèñèìî. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà apqk ìàòðèöû Ak,

íàõîäÿùåãîñÿ íà ìåñòå (p, q) óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèîáðå-
òàåò âèä

(A−1
k )pq = E(wkw

T

k)
pq,

ãäå áûëî ó÷òåíî, ÷òî ìàòðèöà Ak ñèììåòðè÷íà è

∂ log detA

∂A
= A−T,

∂ tr(AB)

∂A
= BT.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñêàòü ðåøåíèå äëÿ Ak â ìíîæåñòâå ìàòðèö M
full

, òî

Ak = (Ewkw
T

k)
−1
. Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 2 îöåíêà íåäèàãîíàëü-

íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïóòåì ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè âûðîæäåííîé, à ïîòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàåì îöåíêóAk â ìíî-

æåñòâå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö A
diag

. Îáîçíà÷èì Ak = diag(αkj), j = 1, n. Òîãäà
óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèîáðåòàåò âèä

αkj =
1

Ew2
kj

, j = 1, n.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâòîðÿÿ èòåðàöèè EM-àëãîðèòìà, ïîëó÷èì îöåíêè

A1, . . . , AK, êîòîðûå ïîçâîëÿò îòîáðàòü ïðèçíàêè â êàæäîé èç ìîäåëåé.

2.4. Êîìáèíèðîâàíèå ïðèçíàêîâ äëÿ ó÷åòà âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íè-

ìè

Îòìåòèì, ÷òî, êàê äîêàçàíî ðàíåå, îöåíêà ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âûðîæäåííîé, à íåäèà-

ãîíàëüíûé ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ íå íàëè÷èåì ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè, à ëèøü

çíàêàìè âåñîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîèñê îöåíîê ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ

Ak, k = 1, K ïðîèçâîäèòñÿ â ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ äèàãî-

íàëüíûõ ìàòðèöM
diag

. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â (2.2), ïðè íàëè÷èè çàâèñèìîñòåé

ìåæäó ïðèçíàêàìè êîìáèíèðîâàíèå ïðèçíàêîâ îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì

ïî îòíîøåíèþ ê îòáîðó ïðèçíàêîâ â òåðìèíàõ äèñïåðñèè øóìà â ïðèçíàêî-

âîì îïèñàíèè. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî èñòèííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ñòðóêòóðà ïðè-

çíàêîâ íåèçâåñòíà, à ïîòîìó îïòèìàëüíîå êîìáèíèðîâàíèå ïðèçíàêîâ, äàþùåå-

ñÿ (2.2), íå ðåàëèçóåìî.

�àññìîòðèì äàëåå íåñêîëüêî ìåòîäîâ ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðèçíà-

êîâ. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ýòè ìåòîäû èñïîëüçóþò îöåíêó êîâàðèàöè-

îííîé ìàòðèöû ïðèçíàêîâ Σ. Â ðàáîòå â êà÷åñòâå òàêèõ îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ

ñëåäóþùèå.



47

• Σ0 = 1
mX̃

TX̃, ãäå X̃ åñòü öåíòðèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïðèçíàêîâ, X̃ =

X − 1
mX

Teme
T

n, ãäå em, en åñòü åäèíè÷íûå âåêòîðû ðàçìåðíîñòè m è n
ñîîòâåòñòâåííî.

• Σ1 = λ1Σ
0 + (1− λ1)diag(σ

2
j ), ãäå σ

2
j = Σ0

jj , λ1 ∈ [0, 1].

• Σ2 = λ2Σ
0 + (1− λ2)σ

2
0I, ãäå σ

2
0 =

1
n

∑n
j=1Σ

0
jj.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî îöåíîê êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû, êîòî-

ðûå îáëàäàþò ëó÷øèìè ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðî÷íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå

ñâîéñòâàìè [61�64℄. Äâå òàêèå îöåíêè ñî ñòÿãèâàíèåì ê äèàãîíàëüíîé è ñòÿãè-

âàíèåì ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå ðàññìîòðåíû â äàííîé ðàáîòå. Îäíàêî ñóùåñòâó-

þò îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû, îñíîâàííûå íà ñòÿãèâàíèè ê ïîñòîÿííûì

êîððåëÿöèÿì, ê ìàòðèöàì çàäàííîé ñòðóêòóðû [63℄, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ áàé-

åñîâñêèõ ìîäåëåé ãåíåðàöèè äàííûõ [64℄. Îäíàêî îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàò-

ðèöû, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ, íå èñïîëüçóþòñÿ â äàííîé ðàáîòå,

ïîñêîëüêó îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ ïðåèìóùåñòâà êîìáèíèðîâà-

íèÿ ïðèçíàêîâ, à íå èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû ïðèçíàêîâ. Îòìåòèì, ÷òî òåì íå ìåíåå äðóãèå îöåíêè êîâàðèàöèîí-

íîé ìàòðèöû ïðèçíàêîâ òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ

ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìûõ äàëåå ìåòîäîâ.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ êîìáèíèðîâàíèÿ

ïðèçíàêîâ, óêàæåì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â

äàííîé ðàáîòå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü Exi = 0, Exix
T

i = Σ, à â êà÷åñòâå îöåíêè êîâàðèàöè-

îííîé ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ

Σ1 = λΣ0 + (1− λ)diag(σ2
j ), ãäåΣ

0 = 1
mX

TX, σ2
j = Σ0

jj, λ ∈ [0, 1].

Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è f(λ) = E‖Σ1 −Σ‖2 → minλ ÿâëÿåòñÿ

λ∗ =

∑n
j1 6=j2=1E

2ζj1ζj2
m−1
m

∑n
j1 6=j2=1E

2ζj1ζj2 +
1
m

∑n
j1 6=j2=1Eζ

2
j1
ζ2j2

,

ãäå ζj îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðèçíàêó ñ íîìåðîì

j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà E (
∑m

i=1 xij1xij2)
2
.

E

(
m∑

i=1

xij1xij2

)2

= E

(
m∑

i=1

x2
ij1
x2
ij2

)

+
m∑

i1 6=i2=1

Exi1j1xi1j2xi2j1xi2j2 =

mEζ2j1ζ
2
j2 +m(m− 1)E2ζj1ζj2.
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Îòìåòèì, ÷òî äèàãîíàëü ìàòðèöû Σ1
îò λ íå çàâèñèò, à ïîòîìó èìååì

m2f(λ) =

n∑

j1 6=j2=1

E

(

λ

m∑

i=1

xij1xij2 −mEζj1ζj2

)2

=

n∑

j1 6=j2=1



λ2E

(
m∑

i=1

xij1xij2

)2

+m2E2ζj1ζj2 − 2m2λE2ζj1ζj2



 =

m
n∑

j1 6=j2=1

(
λ2Eζ2j1ζ

2
j2
+ E2ζj1ζj2

[
λ2(m− 1) +m− 2λm

])
.

Îòñþäà â ñèëó êâàäðàòè÷íîñòè ïî λ f(λ) ñ ïîëîæèòåëüíûì êîý��èöèåíòîì

ïðè êâàäðàòè÷íîì ïî λ ÷ëåíå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî λ.

λ∗ =

∑n
j1 6=j2=1E

2ζj1ζj2
m−1
m

∑n
j1 6=j2=1E

2ζj1ζj2 +
1
m

∑n
j1 6=j2=1Eζ

2
j1
ζ2j2

,

Óòâåðæäåíèå 4 (Ledoit, Wolf [63℄). Ïóñòü Exi = 0, Exix
T

i = Σ, à â êà÷åñòâå

îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû èñïîëüçóåòñÿ

Σ2 = λΣ0 + (1− λ)σ2
0I, ãäåΣ

0 = 1
mX

TX, σ2
0 =

1
n

n∑

j=1

Σ0
jj.

Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è f(λ) = E‖Σ2 −Σ‖2 → minλ ÿâëÿåòñÿ

λ∗ =
ν2

ν2 + β2
, ãäå

ν2 =

n∑

j1 6=j2=1

E2ζj1ζj2 + dT(I− 1
nE)d, ãäå d = [Eζ2j , j = 1, n]T, E =





1 . . . 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 . . . 1





β2 = 1
m

n∑

j1, j2=1

(
Eζ2j1ζ

2
j2 − E2ζj1ζj2

)
,

ãäå ζj îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðèçíàêó ñ íîìåðîì

j.
Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî λ∗

â îáîèõ óòâåðæäåíèÿõ ïðåä-

ïîëàãàþò èñõîäíóþ öåíòðèðîâàííîñòü ïðèçíàêîâ è çíàíèå íàáîðà èñòèííûõ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ íåêîòîðûõ ïðîèçâåäåíèé ïðèçíàêîâ. Òàê êàê ýòè

çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ çàìåíÿþò-

ñÿ íà ñðåäíèå ïî âûáîðêå. Îïèøåì äàëåå ìåòîäû êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ,

îñíîâàííûå íà àíàëèçå ïîëó÷åííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Σ̂.
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Äåòåêòèðîâàíèå êîïèé îäíîãî ïðèçíàêà. Ïóñòü ïðèçíàêè â ïðèçíàêî-

âîé ìàòðèöå X öåíòðèðîâàíû ïî âûáîðêå, à òàêæå øêàëèðîâàíû ê äèñïåðñèè 1.

Ïóñòü äëÿ íèõ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïðèçíàêîâ

Σ̂. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü ìåæäó ïðèçíàêàì åñòü òîëüêî

îäíîãî òèïà, à èìåííî â âûáîðêå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ çàøóìëåííûå êîïèè îäíî-

ãî è òîãî æå �àêòîðà, òî åñòü èìååòñÿ ìàòðèöà çíà÷åíèé �àêòîðîâ F ∈ Rm×n0
,

à X = FV + ε, ãäå V ∈ {0, 1}n0×n
è eTn0

V = eTn, òî åñòü â êàæäîì ñòîëáöå

ìàòðèöû V ðîâíî îäíà åäèíèöà, à ε åñòü íåêîòîðàÿ øóìîâàÿ ìàòðèöà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äàí íàáîð J ∈ 2{1, ..., n}, |J | = n1 çàøóìëåííûõ êîïèé

íåêîòîðîãî �àêòîðà, òî ïðè èçâåñòíûõ äèñïåðñèÿõ øóìà â êàæäîé èç êîïèé,

ñõåìà îïòèìàëüíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé (2.4). Òàê êàê äèñïåðñèè

øóìîâ íåèçâåñòíû, òî äëÿ èõ îöåíêè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èòåðàòèâíûì

àëãîðèòìîì.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ: âåñîâîé âåêòîð v = e, îöåíêà �àêòîðà f̂ = ν
∑

j∈J vjfj,

ãäå ν êîíñòàíòà, øêàëèðóþùàÿ f̂ ê äèñïåðñèè 1;

2. Ïîäñ÷åò îöåíêè äèñïåðñèè ïðèçíàêîâ îòíîñèòåëüíî îöåíêè �àêòîðà

d2j =
1
m‖fj − f̂‖2

è ïîäñ÷åò îöåíêè äèñïåðñèè øóìà

σ̂2
j = max

(

0,
d2j
2

(

2− d2j
2

))

.

3. Ïåðåñ÷åò âåñîâîãî âåêòîðà v

vj =

1
σ̂2

j
∑

l∈J
1
σ̂2

l

;

4. Ïåðåñ÷åò îöåíêè �àêòîðà

f̂new = νnew
∑

j∈J
vjfj,

ãäå νnew êîíñòàíòà, øêàëèðóþùàÿ f̂new ê äèñïåðñèè 1. Îñòàíàâëèâàåìñÿ,

åñëè ‖f̂new − f̂‖ < δ, ãäå δ ≥ 0 � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ïðè n1 = 2 âûðîæäàåòñÿ â èñïîëüçîâàíèå øêà-
ëèðîâàííîé ïîëóñóììû ïðèçíàêîâ â êà÷åñòâå îöåíêè �àêòîðà. Ïðè n1 > 2 ðå-
çóëüòàò óæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì. Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ðàáîòû ýòîãî àë-

ãîðèòìà êàê f̂(J ).
Îïèøåì äàëåå àëãîðèòì êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ. Ïóñòü çàäàíà íåêîòî-

ðàÿ ãðàíèöà ïî êîððåëÿöèè ρ0 > 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðû ïðèçíàêîâ ñ îöåíêîé

êîððåëÿöèè â ìàòðèöå Σ̂ áîëüøå ρ0 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè. Ïîñòðîèì ðàçáèå-

íèå íàáîðà ïðèçíàêîâ íà ãðóïïû òàê, ÷òî îöåíêè �àêòîðîâ, ïîñòðîåííûå ïî

ãðóïïàì èìåþò êîððåëÿöèþ íå áîëüøå ρ.
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Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïàðíîãî îáúåäèíåíèÿ ïî íàèáîëüøåé

êîððåëÿöèè. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îáúåäèíÿòü ïàðû ïðèçíàêîâ ñ íàèáîëü-

øåé íà äàííîì øàãå êîððåëÿöèåé, ïîêà äëÿ ëþáîé ïàðû êîððåëÿöèÿ íå ñòàíåò

íå áîëüøå ρ0. Òàêàÿ èäåÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
1. Èíèöèàëèçàöèÿ: ñ÷èòàåì êàæäûé èç ïðèçíàêîâ îòäåëüíûì �àêòîðîì. Äëÿ

êàæäîãî �àêòîðà j ñîõðàíÿåì íàáîð Cj èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå åìó

ñîîòâåòñòâóþò. Èñõîäíî ∀ j Cj = {j}.
2. Íàõîäèì ïàðó íàèáîëåå êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ.

[j∗1 , j
∗
2 ] = argmax

j1 6=j2

Σ̂j1j2
√

Σ̂j1j1Σ̂j2j2

= argmax
j1 6=j2

ρj1j2.

3. Åñëè

Σ̂j∗
1
j∗
2

√

Σ̂j∗
1
j∗
1
Σ̂j∗

2
j∗
2

= ρj∗
1
j∗
2
≤ ρ0,

îñòàíàâëèâàåìñÿ, òàê êàê ïîñòðîåíà òðåáóåìàÿ êîìáèíàöèÿ ïðèçíàêîâ.

Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 4.

4. Ïåðåñ÷èòûâàåì íàáîðû ïðèçíàêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå �àêòîðàì.

Cj∗
1
∪ Cj∗

2
→ Cj∗

1
,∅ → Cj∗

2
,

óäàëÿåì ïðèçíàê ñ íîìåðîì j∗2 èç ìàòðèöû ïðèçíàêîâ è ïåðåñ÷èòûâàåì

ïðèçíàê ñ íîìåðîì j∗1 â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì ðàíåå àëãîðèòìîì îáú-

åäèíåíèÿ ïðèçíàêîâ

f̂(Cj∗
1
) → fj∗

1
.

Ïåðåõîäèì íà øàã 2.

Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîèñêà íàèáîëüøèõ êëèê ïî êîððå-

ëÿöèè. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêàòü ìàêñèìàëüíûé íàáîð ïðèçíàêîâ òàêîé,

÷òî âñå êîððåëÿöèè âíóòðè íàáîðà áîëüøå ρ0. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ íàáîðîâ
îäèíàêîâîãî ðàçìåðà âûáèðàåì òîò, ñóììàðíàÿ êîððåëÿöèè ïðèçíàêîâ â êîòî-

ðîì âûøå. Òàêàÿ èäåÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Èíèöèàëèçàöèÿ: ñ÷èòàåì êàæäûé èç ïðèçíàêîâ îòäåëüíûì �àêòîðîì. Äëÿ

êàæäîãî �àêòîðà j ñîõðàíÿåì íàáîð Cj èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå åìó

ñîîòâåòñòâóþò. Èñõîäíî ∀ j Cj = {j}.
2. Íàõîäèì íàèáîëüøóþ êëèêó êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ

J̃ = Argmax
J∈2{1, ..., n}

|J |[ min
j1, j2∈J

ρj1j2 > ρ0].

Ñðåäè âñåõ íàèáîëüøèõ êëèê íàõîäèì êëèêó ñ íàèáîëüøåé ñóììàðíîé

âíóòðåííåé êîððåëÿöèåé.

J ∗ = argmax
J∈J̃

∑

j1, j2∈J
ρj1j2.
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3. Åñëè äëÿ J ∗ minj1, j2∈J ∗ ρj1j2 ≤ ρ0, îñòàíàâëèâàåìñÿ, ïîñêîëüêó íå îñòàëîñü
ïàð êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 4.

4. Ïåðåñ÷èòûâàåì íàáîðû ïðèçíàêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå �àêòîðàì. Ïóñòü

j∗ ∈ J ∗
.

∪j∈J ∗Cj → Cj∗,∅ → Cj, j ∈ J ∗ \ {j∗}.
Óäàëÿåì ïðèçíàêè ñ íîìåðàìè j ∈ J ∗ \ {j∗} èç ìàòðèöû ïðèçíàêîâ è

ïåðåñ÷èòûâàåì ïðèçíàê ñ íîìåðîì j∗ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì ðàíåå

àëãîðèòìîì îáúåäèíåíèÿ ïðèçíàêîâ

f̂(Cj∗) → fj∗.

Ïåðåõîäèì íà øàã 2.

�åçóëüòàòîì ðàáîòû îáîèõ ïðèâåäåííûõ çäåñü àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ìàò-

ðèöà ïðèçíàêîâ, ñîäåðæàùàÿ âîîáùå ãîâîðÿ ìåíüøå ïðèçíàêîâ, ïðè ýòîì êîð-

ðåëÿöèè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ íå ïðåâûøàþò ρ0. Îòìåòèì, ÷òî ρ0 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì îáîèõ àëãîðèòìîâ. Âûáîð çíà÷åíèÿ ρ0 ïðåäëàãàåòñÿ äåëàòü
ñ ïîìîùüþ êðîññ-âàëèäàöèè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèõ äåòåêòèðîâàòü ãðóïïó ìóëü-

òèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîïèè îäíîãî è òîãî

æå ïðèçíàêà. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ëåãêî ìîäè�èöèðóåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ïðè-

çíàê ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîòèâîïîëîæíûé �àêòîðó. Â ýòîì ñëó÷àå êðè-

òåðèåì äîáàâëåíèÿ â íàáîð ÿâëÿåòñÿ |ρ| > ρ0, à äëÿ ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû (2.4)

ïðèçíàê òðåáóåòñÿ çàìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíûé. �àññìîòðèì äàëåå îáùóþ çà-

äà÷ó äåòåêòèðîâàíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè è ìåòîä ó÷åòà

ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè.

Äåòåêòèðîâàíèå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè. Ïóñòü

ïðèçíàêè â ïðèçíàêîâîé ìàòðèöå X öåíòðèðîâàíû ïî âûáîðêå, à òàêæå øêàëè-

ðîâàíû ê äèñïåðñèè 1. Ïóñòü äëÿ íèõ èìååòñÿ íåêîòîðàÿ îöåíêà êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû ïðèçíàêîâ Σ̂.

Îïðåäåëåíèå 22. Íàáîð ïðèçíàêîâ ñ èíäåêñàìè j ∈ J íàçûâàåòñÿ δ −
ìóëüòèêîëëèíåàðíûì äëÿ δ > 0 ñ âåêòîðîì âåñîâ θ, θj 6= 0 ⇐⇒ j ∈ J , åñ-

ëè ‖Σ̂θ‖1 < δ.
Îòìåòèì, ÷òî äàæå, åñëè êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè àïðèîðè èç-

âåñòíû, îïòèìàëüíîå êîìáèíèðîâàíèå ïðèçíàêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.3) çàâèñèò

îò èñòèííûõ âåñîâ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå íåèçâåñòíû. Áîëåå òîãî, øóìîâûå ñî-

ñòàâëÿþùèå ïðèçíàêîâ òàêæå íåèçâåñòíû è êàê â ñëó÷àå ñ ïàðîé ïðèçíàêîâ,

ÿâëÿþùèõñÿ êîïèåé îäíîãî ïðèçíàêà, óñòàíîâèòü, êîòîðûé èç íèõ ñîäåðæèò

áîëüøå øóìà, ïî ïðèçíàêîâîé ìàòðèöå íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ñëå-

äóþùèé àëãîðèòì ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè.

• Íàõîäèì íàèáîëåå ìóëüòèêîëëèíåàðíûé íàáîð ïðèçíàêîâ, ðåøàÿ ñëåäóþ-

ùóþ çàäà÷ó.

θ∗ = argmax
θ

[

‖Σ̂θ‖1 + τ‖θ‖1
]

,
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ãäå τ > 0 � êîý��èöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè.

• Åñëè ‖Σ̂θ∗‖1 ≥ δ, òî îñòàíàâëèâàåìñÿ, ïîñêîëüêó íàéäåííûé íàáîð íå

ÿâëÿåòñÿ δ-ìóëüòèêîëëèíåàðíûì. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.

• Âû÷èñëÿåì íåâÿçêó ε = Xθ∗
è íàáîð àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ J = {j : θ∗j 6=

0}.
• Ïóñòü j0 ∈ J . Ïîïðàâèì ïðèçíàêè ñ íîìåðàìè èç J òàê, ÷òî Xnewθ∗ = 0,

fj −
1

eTθ∗ε → fj, j ∈ J .

• Óäàëÿåì ïðèçíàê ñ íîìåðîì j0 è øêàëèðóåì ïðèçíàêè ñ íîìåðàìè j ∈
J \ {j0} äî äèñïåðñèè 1.

• Ïåðåñ÷èòûâàåì ìàòðèöó êîâàðèàöèè Σ̂. Âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 1.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì èìååò äâà ïàðàìåòðà τ è δ, êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ îïðå-
äåëÿòü ñ ïîìîùüþ êðîññ-âàëèäàöèè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.
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�ëàâà 3

Îáó÷åíèå ìóëüòèìîäåëåé

�àíåå áûëî ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷èòü îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ

ãèïåðïàðàìåòðîâ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ

ìóëüòèìîäåëü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñêàçûâàòü êëàññ âíîâü ïîñòóïèâøèõ îáú-

åêòîâ îïèøåì äàëåå ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìóëüòèìîäåëåé. Ïîëó÷åíèå îáó÷åííîé

(s, α) � àäåêâàòíîé îïòèìàëüíîé ìóëüòèìîäåëè è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîé ðàáî-

òû. Ó÷åò òðåáîâàíèÿ àäåêâàòíîñòè áóäåò îïèñàí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

3.1. Îáó÷åíèå îäèíî÷íîé ìîäåëè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.1) ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ ñëó÷àÿ îäèíî÷íîé ëî-

ãèñòè÷åñêîé ìîäåëè èìååò âèä

p(y, w|X, A) = p(y|X, w)p(w|A) =
m∏

i=1

σ(yiw
Txi)N (w|0, A−1).

Òîãäà ïðè K = 1 èç (1.6) ïîëó÷àåì, ÷òî îáó÷åíèå îäèíî÷íîé ìîäåëè ñîñòîèò

â ïîëó÷åíèè îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè w, òî åñòü

w∗ = argmax
w

p(w|y, X, A) = argmin
w

− log p(w|y, X, A).

Äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà w èìååì

p(w|y, X, A) =
p(y, w|X, A)

p(y|X, A)
,

ãäå çíàìåíàòåëü åñòü îáîñíîâàííîñòü îäèíî÷íîé ìîäåëè è îòw íå çàâèñèò. Òîãäà

ïîëó÷àåì, ÷òî

w∗ = argmin
w

− log p(y, w|X, A). (3.1)

Äëÿ îòðèöàòåëüíîãî ëîãàðè�ìà ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì

l(w) = − log p(y,w|X,A) = 1
2 log detA+ n

2 log(2π)+
1
2w

TAw−
m∑

i=1

log σ(yiw
Txi).

Äëÿ ãðàäèåíòà è ãåññèàíà l(w) èìååì

∂l(w)

∂w
= Aw −

m∑

i=1

1

σ(yiwTxi)
σ(yiw

Txi)σ(−yiw
Txi)yixi =

Aw −
m∑

i=1

σ(−yiw
Txi)yixi, (3.2)
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∂2l(w)

∂w2
= A−

m∑

i=1

yixiσ(yiw
Txi)σ(−yiw

Txi)(−yix
T

i ) =

A+
m∑

i=1

σ(wTxi)σ(−wTxi)xix
T

i . (3.3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå R = diag(σ(wTxi)σ(−wTxi)), i = 1, m, òîãäà äëÿ ãåññèàíà

îòðèöàòåëüíîãî ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �îðìóëó

∂2l(w)

∂w2
= A+XTRX,

îòêóäà â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A ïîëó÷àåì, ÷òî

�óíêöèÿ l(w) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, à ïîòîìó èìååò åäèíñòâåííûé ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì

Íüþòîíà-�à�ñîíà [21℄ èëè åãî äåìï�èðîâàííîé âåðñèåé [108℄.

3.2. Îáó÷åíèå ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.37) ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîóðîâíå-

âîé ìîäåëè èç ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé èìååò âèä

p(y,w1, . . . ,wK|X,A1, . . . ,AK) =
K∏

k=1

[√
detAk

(2π)n/2
exp

(
−1

2w
T

kAkwk

)∏

i∈Ik
σ(yiw

T

kxi)

]

,

ãäå {1, . . . , m} = I = I1 ⊔ . . . ⊔ IK åñòü ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ îáúåê-

òîâ âûáîðêè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ïî èõ ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòÿì

äåéñòâèÿ Xk, k = 1, K êàæäîé èç ìîäåëåé, Rn = X1 ⊔ . . . ⊔ XK .

Òîãäà èç (1.6) â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìíîãîóðîâ-

íåâîé ìîäåëè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ K êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò

òîëüêî îäèí èç wk, ïîëó÷àåì, ÷òî îáó÷åíèå ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ñîñòîèò â

ðåøåíèè K íåçàâèñèìûõ çàäà÷ âèäà

w∗
k = argmax

wk

√
detAk

(2π)n/2
exp

(
−1

2w
T

kAkwk

)∏

i∈Ik
σ(yiw

T

kxi), k = 1, K,

÷òî ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å (3.1) íà óñå÷åííîì ìíîæåñòâå îáúåêòîâ

w∗
k = argmax

wk

p(yIk , wk|XIk , Ak) =

argmin
wk

− log p(yIk , wk|XIk , Ak), k = 1, K.

Òàêèì îáðàçîì, îáó÷åíèå ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê îáó÷åíèþ K îäè-

íî÷íûõ ìîäåëåé íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ îáúåêòîâ.
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3.3. Îáó÷åíèå ñìåñè ìîäåëåé

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.1) ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ ñëó÷àÿ ñìåñè ìîäåëåé

èç ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé èìååò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) =

Γ(Kµ)

ΓK(µ)

K∏

k=1

πµ−1
k

K∏

k=1

√
detAl

(2π)n/2
exp

(
−1

2w
T

lAlwl

)
m∏

i=1

(
K∑

l=1

πlσ(yiw
T

l xi)

)

.

Òîãäà èç (1.5) îáó÷åíèå ñìåñè ìîäåëåé ñîñòîèò â ïîèñêå îöåíîê ìàêñèìóìà àïî-

ñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íà âåêòîð âåñîâ π ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ñìåñü, è íà

âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ýòèõ ìîäåëåé wk, k = 1, K, òî åñòü

[π∗, w∗
1, . . . , w

∗
K] = argmax

π,w1, ...,wK

p(π, w1, . . . , wK |y, X, µ, A1, . . . , AK). (3.4)

Äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(π, w1, . . . , wK |y, X, µ, A1, . . . , AK)
èìååì

p(π,w1, . . . ,wK|y,X, µ,A1, . . . ,AK) =
p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK)

p(y|X, µ, A1, . . . , AK)
,

ãäå çíàìåíàòåëü p(y|X, µ, A1, . . . , AK) åñòü îáîñíîâàííîñòü ñìåñè ìîäåëåé è

îò π, w1, . . . , wK íå çàâèñèò. Îòñþäà çàäà÷à (3.4) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé

[π∗, w∗
1, . . . , w

∗
K ] = argmax

π,w1, ...,wK

log p(y, π, w1, . . . , wK|X, µ, A1, . . . , AK).

Ââåäåì ìàòðèöó ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ Z ðàçìåðàm×K, ãäå zik ∈ {0, 1} è zik = 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåêò (xi, yi) îòíåñåí ê ìîäåëè ñ íîìåðîì k. Òîãäà
ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ ìîäåëè ñî ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè ïðèìåò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) =

p(π|µ)
K∏

k=1

pk(wk|Ak)

m∏

i=1

K∏

l=1

(πlσ(yiw
T

lxi))
zil .

Îöåíèì log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) ñíèçó, ââîäÿ ðàñïðåäåëåíèå
q(Z), ïîëó÷èì

log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak) ≥ L(q, π, w1, . . . , wK) =

Eq log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak)− Eq log q(Z), ãäå

log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) = log(Kµ)−K logµ+
K∑

k=1

(µ− 1) logπk +
1
2

K∑

k=1

log detAk − Kn
2
log(2π)− 1

2

K∑

k=1

wT

kAkwk+

K∑

l=1

log πl

m∑

i=1

zil +
K∑

l=1

m∑

i=1

zil log σ(yiw
T

l xi).
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Áóäåì òåïåðü ðåøàòü çàäà÷ó

L(q, π, w1, . . . , wK) → max
q, π,w1, ...,wK

. (3.5)

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âàðèàöèîííûì EM-àëãîðèòìîì, òî åñòü ðåøåíèå äëÿ

q áóäåì èñêàòü â êëàññå ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùóþ �àêòîðè-

çàöèþ.

Q =

{

q : q(Z) =

m∏

i=1

qzi(zi)

}

.

E-øàã.

Íà E-øàãå ïðîèçâîäèòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ L(q, π, w1, . . . , wK) ïî q(Z) â êëàññå
Q. Òîãäà ïîëó÷àåì äëÿ pzi(zi) ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ.

log pzi(zi) = Eq\zi log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) ∝
K∑

l=1

zil(log πl + log σ(yiw
T

l xi)),

ãäå ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ïðèâåäåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé. Îò-

ñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

P(zil = 1) =
πlσ(yiw

T

l xi)
∑K

k=1 πkσ(yiw
T

kxi)
.

M-øàã.

Íà M-øàãå EM-àëãîðèòìà ïðîèçâîäèì ìàêñèìèçàöèþ L(q, π, w1, . . . , wK) ïî
π, w1, . . . , wK, ÷òî ïðèâîäèò ê çàäà÷å

Eq log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) → max
π,w1, ...,wK

,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè

K∑

k=1

(µ− 1) logπk − 1
2

K∑

k=1

wT

kAkwk +
K∑

l=1

log πl

m∑

i=1

Ezil+

K∑

l=1

m∑

i=1

Ezil log σ(yiw
T

lxi) → max
π,w1, ...,wK

. (3.6)

Òàê êàê ìàêñèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó �óíêöèé, êàæ-

äàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ π, w1, . . . , wK, äàííàÿ

çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ðàñïàäàåòñÿ íà K + 1 íåçàâèñèìóþ ïîäçàäà÷ó âèäà

K∑

k=1

(µ− 1 +
m∑

i=1

Ezik) logπk → max
π

ïðè óñëîâèè

K∑

l=1

πl = 1, (3.7)
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lk(wk) =
1
2

K∑

k=1

wT

kAkwk −
m∑

i=1

Ezik log σ(yiw
T

kxi) → min
wk

, k = 1, K. (3.8)

Çàäà÷à (3.7) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà

πk =







0, åñëè µ− 1 +
∑m

i=1Ezik ≤ 0,
µ− 1 +

∑m
i=1Ezik

∑K
l=1max (0, µ− 1 +

∑m
i=1Ezil)

, åñëè µ− 1 +
∑m

i=1Ezik > 0,
(3.9)

òî åñòü íà M-øàãå ïðîèñõîäèò ïðîðåæèâàíèå ñìåñè ìîäåëåé è óäàëåíèå èçáû-

òî÷íûõ êîìïîíåíò èç ñìåñè. Çàäà÷è (3.8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷ó ïîèñêà

îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé

ìîäåëè (3.1), íî ñî âçâåøåííûìè îáúåêòàìè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè. Â ñèëó

íåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâ îïòèìèçèðóåìàÿ �óíêöèÿ â (3.8) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé,

à ïîòîìó èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî, êàê è â ñëó-

÷àå îäèíî÷íîé ìîäåëè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì Íüþòîíà-

�à�ñîíà [21℄ èëè åãî äåìï�èðîâàííîé âåðñèåé [108℄. Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ

ãðàäèåíòà è ãåññèàíà â çàäà÷å (3.8) àíàëîãè÷íûå (3.2) è (3.3).

∂lk(wk)

∂wk
= Akwk −

m∑

i=1

Ezikσ(−yiw
Txi)yixi, (3.10)

∂2l(wk)

∂w2
k

= Ak +

m∑

i=1

Ezikσ(w
Txi)σ(−wTxi)xix

T

i . (3.11)

3.4. Àëãîðèòì ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îïòèìèçàöèè ñìåñè ìîäåëåé

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü îáó÷åííóþ îïòèìàëüíóþ ìóëüòèìîäåëü òðåáóåò-

ñÿ ñíà÷àëà íàéòè îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííûõ ìàò-

ðèö A∗
1, . . . , A

∗
K (1.3), à çàòåì îáó÷èòü ñìåñü ìîäåëåé ïðè �èêñèðîâàííûõ ãè-

ïåðïàðàìåòðàõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.4). Ïðåäëîæèì

äàëåå àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ñ îáó÷åíèåì ñìåñè ìîäåëåé

ïðîèçâîäèòü îöåíêó ãèïåðïàðàìåòðîâ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ñ÷èòàåì, êàê è ðàíåå, ÷òî ïàðàìåòð µ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå

�èêñèðîâàí. Äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå àëãîðèòìó îáó÷åíèÿ

ñìåñè ìîäåëåé, íî ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòðèöû A1, . . . , AK íåèçâåñòíû. Ââåäåì ìàò-

ðèöó ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ Z ðàçìåðà m × K, ãäå zik ∈ {0, 1} è zik = 1 òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåêò (xi, yi) îòíåñåí ê ìîäåëè ñ íîìåðîì k. Òîãäà ñîâ-
ìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ ìîäåëè ñî ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè ïðèìåò âèä

p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) =

p(π|µ)
K∏

k=1

pk(wk|Ak)
m∏

i=1

K∏

l=1

(πlσ(yiw
T

lxi))
zil .
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Îöåíèì log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) ñíèçó, ââîäÿ ðàñïðåäåëåíèå
q(Z), ïîëó÷èì

log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak) ≥ L(q, π, w1, . . . , wK) =

Eq log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak)− Eq log q(Z), ãäå

log p(y, π, w1, . . . , wK, Z|X, µ, A1, . . . , Ak) = log Γ(Kµ)−K log Γ(µ)+
K∑

k=1

(µ− 1) logπk +
1
2

K∑

k=1

log detAk − Kn
2 log(2π)− 1

2

K∑

k=1

wT

kAkwk+

K∑

l=1

log πl

m∑

i=1

zil +

K∑

l=1

m∑

i=1

zil log σ(yiw
T

l xi).

Áóäåì òåïåðü ðåøàòü çàäà÷ó

L(q, π, w1, . . . , wK) → max
q, π,w1, ...,wK

. (3.12)

Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å (3.12) â îòëè÷èå îò çàäà÷è (3.5) ñîäåðæàòñÿ íåèçâåñò-

íûå ìàòðèöû A1, . . . , AK, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì

ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè (1.3), è îò èõ çíà÷åíèé çàâèñÿò ïîëó÷åííûå îöåíêè

ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.12) âîñïîëü-

çóåìñÿ âàðèàöèîííûì EM-àëãîðèòìîì, òî åñòü ðåøåíèå äëÿ q áóäåì èñêàòü â

êëàññå ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùóþ �àêòîðèçàöèþ.

Q =

{

q : q(Z) =
m∏

i=1

qzi(zi)

}

.

E-øàã.

Íà E-øàãå ïðîèçâîäèòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ L(q, π, w1, . . . , wK) ïî q(Z) â êëàññå
Q. Òîãäà ïîëó÷àåì äëÿ pzi(zi) ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ.

log pzi(zi) = Eq\zi log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) ∝
K∑

l=1

zil(log πl + log σ(yiw
T

l xi)),

ãäå ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ïðèâåäåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé. Îò-

ñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

P(zil = 1) =
πlσ(yiw

T

l xi)
∑K

k=1 πkσ(yiw
T

kxi)
.

M-øàã.

Íà M-øàãå EM-àëãîðèòìà ïðîèçâîäèì ìàêñèìèçàöèþ L(q, π, w1, . . . , wK) ïî
π, w1, . . . , wK, ÷òî ïðèâîäèò ê çàäà÷å

Eq log p(y, π, w1, . . . , wK , Z|X, µ, A1, . . . , Ak) → max
π,w1, ...,wK

, (3.13)
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â êîòîðîé, îäíàêî, åñòü íåèçâåñòíûå A1, . . . , AK , ÿâëÿþùè-

åñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.3). Âîñïîëüçóåìñÿ íèæíåé îöåíêîé

Eq log p(y, π,w1, . . . ,wK , Z|X, µ,A1, . . . ,Ak)−Eq log q(Z) êàê àïïðîêñèìàöèåé
log p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak), òîãäà

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , Ak) ≈ e−Eq log q(Z)p(π|µ)
K∏

k=1

N (wk|0, A−1
k )

K∏

k=1

π
∑m

i=1
Ezik

k

K∏

k=1

m∏

i=1

σ(yiw
T

kxi)
Ezik . (3.14)

Òîãäà èç (3.14) äëÿ îáîñíîâàííîñòè p(y|X, µ, A1, . . . , AK) èìååì

p(y|X, µ, A1, . . . , AK) ≈ e−Eq log q(Z)

∫

p(π|µ)
K∏

k=1

π
∑m

i=1
Ezik

k dπ

K∏

k=1

∫

N (wk|0, A−1
k )

m∏

i=1

σ(yiw
T

kxi)
Ezikdwk. (3.15)

Äëÿ èíòåãðàëà ïî π èìååì

∫

p(π|µ)
K∏

k=1

π
∑m

i=1
Ezik

k dπ =
Γ(Kµ)

ΓK(µ)

∫ K∏

k=1

π
µ−1+

∑K
i=1

Ezik
k =

Γ(Kµ)
∏K

k=1 Γ(µ+
∑m

i=1Ezik)

ΓK(µ)Γ(Kµ+m)
.

Ñ ó÷åòîì �àêòîðèçàöèè ïî Ak, k = 1, K â (3.15) ïîëó÷àåì äëÿ îöåíîê ìàêñè-

ìóìà îáîñíîâàííîñòè A1∗, . . . , A∗
K

A∗
k = argmax

Ak

∫

N (wk|0, A−1
k )

m∏

i=1

σ(yiw
T

kxi)
Ezikdwk, k = 1, K. (3.16)

Îòìåòèì, ÷òî (3.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî

âçâåøåííûìè îáúåêòàìè ñ âåêòîðîì âåñîâ γk = [Ezik, i = 1, m]T. �åøåíèå çàäà-
÷è (3.16) ðàññìîòðåíî ðàíåå äëÿ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, à ïîëó÷åíèå

àïïðîêñèìàöèè îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè A∗
k ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

îäíèì èç òðåõ îïèñàííûõ ñïîñîáîâ: ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà, ñ ïîìî-

ùüþ âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêè è ñ ïîìîùüþ EM-àëãîðèòìà ñ âàðèàöèîííîé

íèæíåé îöåíêîé.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ A∗
1, . . . , A

∗
K çàäà÷à (3.13) ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíà ðà-

íåå ðàññìîòðåííîé çàäà÷å M-øàãà îáó÷åíèÿ ñìåñè ìîäåëåé (3.6), ÷òî ïðèâî-

äèò ê îöåíêå (3.9) äëÿ π è ê çàäà÷àì ìèíèìèçàöèè (3.8) âûïóêëîé �óíêöèé
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lk(wk), k = 1, K ñ ãðàäèåíòîì è ãåññèàíîì, äàþùèìèñÿ �îðìóëàìè (3.10)

è (3.11), ãäå Ak, k = 1, K çàìåíåíî íà îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ

êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö A∗
k, k = 1, K. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìåòîä ñîâ-

ìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îïòèìèçàöèè ñìåñè ìîäåëåé.
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�ëàâà 4

Âûáîð (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé

�àíåå áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ìóëüòèìîäåëè, à

òàêæå åå îáó÷åíèÿ. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ îáó÷åííàÿ ìóëüòèìî-

äåëü ìîæåò èìåòü ïîõîæèå ìîäåëè. Òàê äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè îáó÷åíèå

ïðîèçâîäèòñÿ �àêòè÷åñêè íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò, à ïîòîìó ìî-

äåëè, ïîëó÷àþùèåñÿ äëÿ ðàçíûõ êîìïîíåíò äàííûõ, ìîãóò áûòü ñòàòèñòè÷åñêè

íåðàçëè÷èìûìè. Íàëè÷èå èçáûòî÷íûõ ìîäåëåé âåäåò íå òîëüêî ê ïîòåðå èíòåð-

ïðåòèðóåìîñòè, íî è ê ïîíèæåíèþ êà÷åñòâà ïðîãíîçà íîâûõ îáúåêòîâ, ïîñêîëü-

êó îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ïîëó÷àþòñÿ ïî ìåíüøèì âûáîðêàì, à ïîòîìó

ÿâëÿþòñÿ ìåíåå òî÷íûìè. Â ñëó÷àå ñìåñè ìîäåëåé, õîòÿ ïðè îáó÷åíèè è ïðîèñ-

õîäèò ïðîðåæèâàíèå ñìåñè è óäàëåíèå èçáûòî÷íûõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííàÿ ñìåñü

ìîäåëåé ïî-ïðåæíåìó ìîæåò ñîäåðæàòü áëèçêèå ìîäåëè, à ïîòîìó ñìåñü ìî-

æåò íå ÿâëÿòüñÿ àäåêâàòíîé. Ïîòîìó ðàññìîòðèì äàëåå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ

àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè ïî îáó÷åííîé îïòèìàëüíîé.

4.1. Îáîñíîâàíèå âèäà �óíêöèè ñõîäñòâà

Íåñìîòðÿ íà ïðîðåæèâàíèå ìóëüòèìîäåëè, îíà ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ (s, α) �
àäåêâàòíîé, òî åñòü ìîæåò ñîäåðæàòü ïîõîæèå ìîäåëè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïî-

ñòàâèì çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé, ðåøåíèå êîòîðîé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè

ïîñòðîåíèè àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè.

Çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ ïàðû ìîäåëåé ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì.

• Äàíû äâå ìîäåëè f1 è f2, âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé w1, w2.

• Èìååì âûáîðêè (X1, y1) è (X2, y2),

y1,i = f1(x1,i, w1), y2,i = f2(x2,i, w2).

• Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé w1 ∼ p1(w), w2 ∼ p2(w).

• Àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ p(w1|X1, y1) è p(w2|X2, y2), îáîçíà÷àåìûå
äàëåå g1(w) è g2(w).

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü �óíêöèþ ñõîäñòâà, îïðåäåëåííóþ íà ïàðå ðàñïðåäåëå-

íèé g1(w) è g2(w). Îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.

1. îïðåäåëåíà â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ íîñèòåëåé,

2. s(g1, g2) ≤ s(g1, g1),

3. s ∈ [0, 1],

4. s(g1, g1) = 1,

5. áëèçêà ê 1, åñëè g2(w) � ìàëîèí�îðìàòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå,

6. ñèììåòðè÷íà, s(g1, g2) = s(g2, g1).
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Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 2�4 è ñâîéñòâî 6 â ñïèñêå òðåáîâàíèé ê �óíêöèè

ñõîäñòâà ÿâëÿþòñÿ òåõíè÷åñêèìè. Òàê ñâîéñòâî 3 çàäàåò äèàïàçîí ïðèíèìàå-

ìûõ çíà÷åíèé �óíêöèè ñõîäñòâà s, à ñâîéñòâà 2 è 4 óêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïàðû

ñîâïàäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé çíà÷åíèå �óíêöèè ñõîäñòâà äîëæíî áûòü ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíûì, ïðè÷åì ñõîäñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ñàìèì ñîáîé íå íèæå, ÷åì

ñ ëþáûì äðóãèì ðàñïðåäåëåíèå. Ñâîéñòâî 1 îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ

ìîäåëåé, îïðåäåëåííûõ íà ðàçíûõ ïðèçíàêîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñâîéñòâî 5 ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâíûì â ðåøàåìîé çàäà÷å, ïîñêîëüêó îáåñïå÷èâàåò íåîòëè÷èìîñòü

ìîäåëè, ïðî ïàðàìåòðû êîòîðîé íè÷åãî, íåèçâåñòíî îò ëþáîé äðóãîé ìîäåëè.

Ïîÿñíèì ýòî ñâîéñòâî è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îòëè÷èå çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäå-

ëåé îò çàäà÷è ðàçëè÷åíèÿ ïàðû ðàñïðåäåëåíèé.
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g1(w) = N (0, 0.12)
g2(w) = U [−3, −2.7]

(à) Ñëó÷àé ðàçíûõ ðàçëè÷èìûõ ðàñïðåäåëåíèé.
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(á) Ñëó÷àé ðàçíûõ íåðàçëè÷èìûõ ðàñïðåäåëå-

íèé.

�èñ. 4.1: Èëëþñòðàöèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó îòëè÷èåì àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé ïàðàìåòðîâ ïàðû ìîäåëåé è ðàçëè÷èìîñòüþ ìîäåëåé.

Íà ðèñ. 4.1à ïðèâåäåíà ïàðà ðàñïðåäåëåíèé g1, g2, g1(w) = N (0, 0.12),
g2(w) = U [−3, −2.7]. Ýòè äâà ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, ÷òî

ìîæíî âûðàçèòü, íàïðèìåð, ÷åðåç áîëüøîå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ Äæåíñîíà-

Øåííîíà ìåæäó íèìè.

ρ
JS

(g1, g2) ≫ 0.

�àññìàòðèâàÿ ýòî àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ïàðàìåòðû

ìîäåëåé, çàìåòèì, ÷òî ìîäåëè, èì ñîîòâåòñòâóþùèå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-

íî ðàçíûìè, ïîñêîëüêó ïðî ïàðàìåòð w ïåðâîé ìîäåëè èçâåñòíî, ÷òî åãî çíà÷å-

íèå áëèçêî ê íóëþ, à äëÿ âòîðîé ìîäåëè w ∈ [−3, −2.7].
Íà ðèñ. 4.1á ïðèâåäåíà ïàðà ðàñïðåäåëåíèé g1, g2, g1(w) = N (0, 1), g2(w) =

N (5, 202). Ýòè äâà ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, ÷òî ìîæíî âûðà-

çèòü, íàïðèìåð, ÷åðåç áîëüøîå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ Äæåíñîíà-Øåííîíà ìåæäó

íèìè.

ρ
JS

(g1, g2) ≫ 0.
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�àññìàòðèâàÿ ýòî àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ïàðàìåòðû

ìîäåëåé, çàìåòèì, ÷òî èç-çà íåèí�îðìàòèâíîñòè âòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà w äëÿ âòîðîé ìîäåëè ïî÷òè íè÷åãî íåèçâåñòíî, à ïîòîìó

îòëè÷èòü âòîðóþ ìîäåëü îò ïåðâîé íåëüçÿ.

Äàäèì �îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå èí�îðìàòèâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå èí�îðìàòèâíîñòè

Îïðåäåëåíèå 23. Íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèå g2(·) : Ω → R+
íåèí�îðìàòèâíûì

îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(·) : Ω → R+
ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì supp(g1) =

A, åñëè ∃ B : A ⊆ B, ÷òî

∀ v ∈ B : g2(w) =
1

|B| ,

òî åñòü g2(·) åñòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå B.

Îáîáùèì òåïåðü ïîíÿòèå íåèí�îðìàòèâíîñòè íà ñëó÷àé äâóõ ðàñïðåäåëåíèé

g1(·), g2(·), êîòîðûå îïðåäåëåíû íà íåñîâïàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, òî åñòü g1 :
Ω× Ω1 → R+, g2 : Ω× Ω2 → R+

.

Îïðåäåëåíèå 24. Íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèå g2(·) : Ω×Ω2 → R+
íåèí�îðìàòèâ-

íûì îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(·) : Ω × Ω1 → R+
ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì

supp(g1) = A, åñëè Ω1 = ∅, òî åñòü g1 îïðåäåëåíî íà ïîäïðîñòðàíñòâå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ g2 è ∃ τ > 0, B : A× [−τ, τ ]dim(Ω2) ⊆ B, ÷òî

∀ v ∈ B : g2(w) =
1

|B| ,

òî åñòü g2(·) åñòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå B.
Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ïî ïðèâåäåííîìó îïðåäåëåíèþ íåèí�îðìàòèâ-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g2 îòíîñèòåëüíî g1 èìååò ìåñòî, êîãäà g1 íå èìååò äîïîë-
íèòåëüíûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ g2 ïðèçíàêîâ, òî åñòü Ω1 = ∅ è g2 íåèí�îðìàòèâíî
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ðàñøèðåíèÿ g1 : Ω× Ω2 → R+

ðàñïðåäåëåíèÿ g1, ãäå
g1(w, w2) = g1(w)gτ(w2), ãäå supp(gτ ) ⊆ [−τ, τ ]dim(Ω2)

.

Îïðåäåëåíèå 25. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé

g12(·), . . . , gk2(·), . . . Ω → R+
ìàëîèí�îðìàòèâíîé íà Ω, åñëè âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

∀ a > 0, gk2(·)|A → U(A), ãäåA = {w : ‖w‖ ≤ a},
∃ 0 ≤ B < ∞, ∃ k0 : ∀ k ≥ k0 sup

{w: ‖w‖≥B}
gk2(w) ≤ sup

{w: ‖w‖≤B}
gk2(w),
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ãäå â óñëîâèè (4.1) gk2(·)|A åñòü ñóæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ gk2(·) íà ìíîæåñòâî A,
òî åñòü

gk2 |A(w) =







0, åñëè ‖w‖ > a,

gk2(w)
∫

A gk2(v)dv
, w ∈ A.

Ñõîäèìîñòü â ñâîéñòâå (4.1) ïîíèìàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ, òî åñòü

gk2(·)|A → U(A) ⇐⇒ sup
w∈A

|gk2(w)− 1/|A|| → 0 ïðè k → ∞.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ

gk2(·) ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî çàìåíèòü íà ïîòî÷å÷íóþ â ñèëó ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà îãðàíè÷åííîì ìíîæå-

ñòâå.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå íåèí�îðìàòèâíîñòè äàíî îòíîñè-

òåëüíî íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, â òî âðå-

ìÿ êàê îïðåäåëåíèå ìàëîèí�îðìàòèâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëå-

íèé àáñîëþòíî, à íå îòíîñèòåëüíî. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ìàëîèí�îðìàòèâ-

íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé èìååò âèä ëèøü äëÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ïðîñòðàíñòâà Ω. Ñâîéñòâî èñ÷åçàåò ïðè ðàññìîòðåíèè áîëåå øèðîêîãî

ïðîñòðàíñòâà âèäà Ω̃ = Ω× Ω1.

Çàìå÷àíèå 2. Ñâîéñòâî (4.1) èç îïðåäåëåíèÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîñòè îçíà÷àåò

ñõîäèìîñòü ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà è ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèì äëÿ ââîäèìîãî ïîíÿòèÿ. Ñâîéñòâî æå (4.2) ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêèì, íî

òàêæå ñóùåñòâåííûì, ÷òî áóäåò â äàëüíåéøåì ïîêàçàíî ïóòåì ñðàâíåíèÿ ââå-

äåííîãî ïîíÿòèÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîñòè ñî ñòàíäàðòíûì, ïîðîæäåííûì KL �

äèâåðãåíöèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëüçóÿñü ââåäåííûì îïðåäåëåíèåì íåèí�îðìàòèâíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàëîèí�îðìàòèâíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé, óòî÷íèì òðåáîâàíèÿ ê �óíêöèè s(g1, g2) ñõîä-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 26. Ôóíêöèÿ ñõîäñòâà s(g1, g2), îïðåäåëåííàÿ íà ïàðå ðàñïðåäå-
ëåíèé g1(w) : Ω×Ω1 → R+

è g2(w) : Ω×Ω2 → R+
, ãäå Ω = Rn, Ω1 = Rn1, Ω2 =

Rn2, n, n1, n2 ≥ 0 íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
òðåáîâàíèÿì.

1. s(g1, g2) îïðåäåëåíà ∀n, n1, n2 ≥ 0, åñëè g1(w, w1), g2(w, w2) < ∞∀w ∈
Ω, w1 ∈ Ω1, w2 ∈ Ω2,

2. s(g1, g2) ≤ s(g1, g1),

3. s(g1, g2) ∈ [0, 1],

4. s(g1, g1) = 1,

5. • Åñëè g2 ÿâëÿåòñÿ íåèí�îðìàòèâíûì îòíîñèòåëüíî g1, òî s(g1, g2) = 1;
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• ∀ g1 : n1 = 0, òî åñòü g1(w, w1) = g1(w), äëÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé g12, . . . , g
k
2 , . . . âûïîëíåíî

s(g1, g
k
2) → 1 ïðè k → ∞,

6. s(g1, g2) = s(g2, g1).

Îïðåäåëåíèå 27. Íàçîâåì òðèâèàëüíîé �óíêöèåé ñõîäñòâà �óíêöèþ ñõîä-

ñòâà, êîòîðàÿ íå ðàçëè÷àåò íèêàêóþ ïàðó ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü s
tr

(g1, g2) ≡ 1.

Îïðåäåëåíèå 28. Íàçîâåì δ � �óíêöèåé ñõîäñòâà �óíêöèþ ñõîäñòâà, êîòîðàÿ

ðàçëè÷àåò ëþáóþ ïàðó íåñîâïàäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü sδ(g1, g2) = [g1 ≡
g2].
Çàìå÷àíèå 1. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî òðèâèàëüíàÿ

�óíêöèÿ ñõîäñòâà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ìàëîèí�îðìàòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàñïðå-

äåëåíèé g12, . . . , g
k
2 , . . . , g

k
2 : Rn → R+

.

• gk2 = U(Ak), ãäåAk = {w : ‖w‖ ≤ k}
Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé, ÷òî íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðè B = 0.

• gk2 = N (mk, Σk), ãäå supk ‖mk‖ < ∞, ‖Σ−1
k ‖ → 0 ïðè k → ∞

Äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé. Ïîêà-

æåì ñíà÷àëà âûïîëíåíèå ñâîéñòâà (4.2). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì

B = supk ‖mk‖, òîãäà
sup{w: ‖w‖≥B} g

k
2(w)

sup{w: ‖w‖≤B} g
k
2(w)

=
sup{w: ‖w‖≥B} g

k
2(w)

gk2(mk)
≤ 1.

Ñâîéñòâî (4.1) ñëåäóåò èç

maxA gk2(w)

minA gk2(w)
≤ max

A
exp(1/2(w−mk)

T‖Σ−1
k ‖(w −mk)) ≤

exp(‖Σ−1
k ‖(a2 + ‖mk‖2)) → 0

ïðè k → ∞, ãäå A = {w : ‖w‖ ≤ a}.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èçâåñòíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè íå óäî-

âëåòâîðÿþò ïåðå÷èñëåííûìè òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà, â ÷àñòíîñòè òðå-

áîâàíèþ 5, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñïåöè�èêó ðåøàåìîé çàäà÷è, à ïîòîìó íå ÿâ-

ëÿþòñÿ êîððåêòíûìè. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðåõîäà îò ðàññòîÿíèÿ / äèâåðãåíöèè ê

�óíêöèè áëèçîñòè áóäåò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå

sρ(g1, g2) = exp(−ρ(g1, g2)), (4.3)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíèòü òðåáîâàíèÿ 2, 3, 4 ïðè óñëîâèè

íåîòðèöàòåëüíîñòè äèâåðãåíöèè / ðàññòîÿíèÿ è ðàâåíñòâà íóëþ äëÿ ïàðû ñîâ-

ïàäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.
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Òåîðåìà 3 (Àäóåíêî, 2014). Ïåðå÷èñëåííûì òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà

äëÿ ïàðû ðàñïðåäåëåíèé íå óäîâëåòâîðÿþò �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå à)

äèâåðãåíöèåé Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà; á) ðàññòîÿíèåì Äæåíñîíà-Øåííîíà; â) ðàñ-

ñòîÿíèåì Õåëëèíãåðà; ã) ðàññòîÿíèåì Áõàòòà÷àðàéà.

Äîêàçàòåëüñòâî. à)

D
KL

(g1, g2) =

∫

g1(w) log
g1(w)

g2(w)
dw

åñòü äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà. Òàê êàê äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà

ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è D
KL

(g, g) = 0, äëÿ s
KL

(·, ·) âûïîëíåíû
òðåáîâàíèÿ 2, 3, 4. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì íå âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ 1, 5, 6.

Òðåáîâàíèå 6 íå âûïîëíåíî â ñèëó íåñèììåòðè÷íîñòè äèâåðãåíöèè

Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà. D
KL

(g1, g2) 6= D
KL

(g2, g1), îòêóäà s
KL

(g1, g2) 6= s
KL

(g2, g1).
Òðåáîâàíèå 1 íå âûïîëíåíî, òàê êàê D

KL

(g1, g2) íå îïðåäåëåíî, åñëè

g1(x) 6= 0, g2(x) = 0 íà ìíîæåñòâå íåíóëåâîé ìåðû îòíîñèòåëüíî g1. Òðåáîâàíèå
5 íå âûïîëíåíî, òàê êàê

D
KL

(N (0, 1), N (0, σ2) =
1

2

(

− 1

σ2
+ 1 + log σ2

)

→ ∞ ïðè σ2 → ∞,

îòêóäà s
KL

(N (0, 1), N (0, σ2)) → 0 ïðè σ2 → ∞, õîòÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèé N (0, σ2) ÿâëÿåòñÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé.
á)

D
JS

(g1, g2) =
√

1
2DKL

(g1,
1
2(g1 + g2)) +

1
2DKL

(g2,
1
2(g1 + g2))

åñòü ðàññòîÿíèå Äæåíñîíà-Øåííîíà. Òàê êàê ðàññòîÿíèå Äæåíñîíà-Øåííîíà

ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì, äëÿ s
JS

(·, ·) âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ 2, 3, 4. Ïî ýòîé æå

ïðè÷èíå âûïîëíåíî ñâîéñòâî 6. Ñâîéñòâî 1 òàêæå âûïîëíåíî, òàê êàê íîñèòåëü

g1 ñîäåðæèòñÿ â íîñèòåëå
1
2(g1+g2), à òàêæå íîñèòåëü g2 ñîäåðæèòñÿ â íîñèòåëå

1
2(g1+ g2), òî åñòü supp(g1), supp(g2) ⊆ supp

(
1
2(g1 + g2)

)
, à ïîòîìó äèâåðãåíöèÿ

Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà îïðåäåëåíà.

Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî 5 íå âûïîëíåíî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïàðó ðàñïðå-

äåëåíèé g1(w) = N (0, 1), g2(w) = N (0, σ2). �àññìîòðèì σ2 ≥ 4e. Òîãäà ïðè

x ∈ [−1, 1]

g1(w) =
1√
2π

exp(−w2/2) ≥ 1√
2πe

≥ 2√
2πσ

≥ 2g2(w).

Îòñþäà èìååì

D2
JS

(g1, g2) ≥
∫

g1(w) log
2g1(w)

g1(w) + g2(w)
dw ≥

∫ 1

−1

g1(w) log
2g1(w)

g1(w) + g2(w)
dw ≥

∫ 1

−1

g1(w) log(4/3)dw = log(4/3)(2Φ(1)− 1). (4.4)
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Èç (4.4) ïîëó÷àåì

D
JS

(N (0, 1), N (0, σ2)) ≥
√

log(4/3)(2Φ(1)− 1) > 0 ïðè σ2 ≥ 4e.

Îòñþäà

s
JS

(N (0, 1), N (0, σ2)) ≤ exp(−1−
√

log(4/3)(2Φ(1)− 1)) 6→ 1 ïðè σ2 → ∞.

â)

D
H

(g1, g2) =

√

1−
∫
√

g1(w)g2(w)dw

åñòü ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà. Òàê êàê ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿ-

íèåì, äëÿ s
H

(·, ·) âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ 2, 3, 4. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âûïîëíåíî

ñâîéñòâî 6. Ñâîéñòâî 1 �îðìàëüíî âûïîëíåíî, òàê êàê äëÿ ïàðû ðàñïðåäåëå-

íèé ñ íåñîâïàäàþùèìè íîñèòåëÿìè D
H

(g1, g2) ≡ 1, ÷òî âåäåò ê íåâûïîëíåíèþ

ñâîéñòâà 5 è òðèâèàëüíîñòè ðåçóëüòàòà ñðàâíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ íåñîâïàäà-

þùèìè íîñèòåëÿìè. Ïîêàæåì, ÷òî è äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ ñîâïàäàþùèìè íî-

ñèòåëÿìè ñâîéñòâî 5 íå âûïîëíåíî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïàðó ðàñïðåäåëåíèé

g1(w) = N (0, 1), g2(w) = N (0, σ2).

∫
√

g1(w)g2(w)dw =
1√
2πσ

∫

e
−w2

4

(

1+
1
σ2

)

dw =

√
2

√

σ + 1/σ
→ 0 ïðè σ2 → ∞.

Îòñþäà

s
H

(N (0, 1), N (0, σ2)) 6→ 1 ïðè σ2 → ∞.

ã)

D
B

(g1, g2) = − log

∫
√

g1(w)g2(w)dw

åñòü ðàññòîÿíèå Áõàòòà÷àðàéà. Òàê êàê ðàññòîÿíèå Áõàòòà÷àðàéà ÿâëÿåòñÿ ðàñ-

ñòîÿíèåì, äëÿ s
B

(·, ·) âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ 2, 3, 4. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âû-

ïîëíåíî ñâîéñòâî 6. Ñâîéñòâî 1 íå âûïîëíåíî, òàê êàê äëÿ ïàðû ðàñïðåäåëåíèé

ñ íåñîâïàäàþùèìè íîñèòåëÿìè

∫ √

g1(w)g2(w)dw = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî
5 íå âûïîëíåíî. Êàê è äëÿ ðàññòîÿíèÿ Õåëëèíãåðà ðàññìîòðèì ïàðó ðàñïðåäå-

ëåíèé g1(w) = N (0, 1), g2(w) = N (0, σ2). Èìååì

∫
√

g1(w)g2(w)dw =
1√
2πσ

∫

e
−w2

4

(

1+
1
σ2

)

dw =

√
2

√

σ + 1/σ
→ 0 ïðè σ2 → ∞.

Îòñþäà

s
B

(N (0, 1), N (0, σ2)) → 0 6= 1 ïðè σ2 → ∞.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé âûøå ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì è âûïîëíåí

äëÿ ãîðàçäî áîëåå øèðîêîãî êëàññà äèâåðãåíöèé � äèâåðãåíöèé Áðåãìàíà è f -
äèâåðãåíöèé. Îïèøåì äàëåå ýòîò êëàññ è ïîêàæåì, ÷òî äèâåðãåíöèè Áðåãìàíà

è f -äèâåðãåíöèè íå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó 5 òðåáîâàíèé ê �óíêöèè ñõîäñòâà.

Îïðåäåëåíèå 29. Äèâåðãåíöèåé Áðåãìàíà DF (p, q) : Ω×Ω → R, ãäå Ω � âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ çàäàííàÿ ñòðîãî âûïóêëîé íåïðåðûâíî äè��å-

ðåíöèðóåìîé �óíêöèåé F : Ω → R �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ âèäà

DF (p, q) = F (p)− F (q)− 〈∇F (q), p− q〉.

Çàìå÷àíèå 1. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè äèâåðãåíöèè Áðåãìàíà ÿâëÿþòñÿ, íàïðè-

ìåð,

• Êâàäðàò L2 ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè:

∫
(p(x) − q(x))2dx =

DF (p, q), ãäå F (p) =
∫
p2(x)dx;

• Äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà:

∫
p(x) log(p(x)/q(x))dx = DF (p, q), ãäå

F (p) =
∫
p(x) log p(x)dx −

∫
p(x)dx, ãäå ó÷òåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè:

∫
p(x)dx =

∫
q(x)dx = 1.

Â ïðèìåðàõ âûøå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(R) 〈p(x), q(x)〉 =
∫
p(x)q(x)dx.

Îïðåäåëåíèå 30. Ñèììåòðèçîâàííîé äèâåðãåíöèåé Áðåãìàíà D̃F (p, q) : Ω×
Ω → R íàçîâåì

D̃F (p, q) =
√

1
2
DF

(
p, 1

2
(p+ q)

)
+ 1

2
DF

(
q, 1

2
(p+ q)

)
.

Òåîðåìà 4 (Àäóåíêî, 2016). Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå äèâåðãåíöèÿ-

ìè Áðåãìàíà è ñèììåòðèçîâàííûìè äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà â ñîîòâåòñòâèè

ñ (4.3), íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ

äèâåðãåíöèé Áðåãìàíà. Ïóñòü F � íåêîòîðàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, ïî-

ðîæäàþùàÿ äèâåðãåíöèþ Áðåãìàíà. �àññìîòðèì ñëó÷àé ïàðû íåñîâïàäàþùèõ

ðàñïðåäåëåíèé (g1, g2), g1 6= g2, ÷òî g2 ÿâëÿåòñÿ íåèí�îðìàòèâíûì îòíîñèòåëüíî

g1, òî åñòü g1 èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü, à

g2 = U(A), supp(g1) ⊆ A.

Òðåáîâàíèå 5 ê �óíêöèè ñõîäñòâà sF , ïîðîæäåííîé äèâåðãåíöèåé ÁðåãìàíàDF ,

äëÿ ýòîé ïàðû ðàñïðåäåëåíèé ïðèíèìàåò âèä

sF (g1, g2) = 1 ⇐⇒ DF (g1, g2) = 0.

Òîãäà ïîëó÷àåì

F (g1)− F (g2)− 〈∇F (g2), g1 − g2〉 = 0. (4.5)
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Òàê êàê g1 6= g2 óñëîâèå (4.5) ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãîé âûïóêëîñòè �óíêöèè F ,
îòêóäà èìååì òðåáóåìîå.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäàåìûå ñèììåòðèçîâàí-

íûìè äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà, òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè. Êàê è â

ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïàðû íåñîâïàäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé

(g1, g2), g1 6= g2, ÷òî g2 ÿâëÿåòñÿ íåèí�îðìàòèâíûì îòíîñèòåëüíî g1, òî åñòü g1
èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü, à

g2 = U(A), supp(g1) ⊆ A.

Òðåáîâàíèå 5 ê �óíêöèè ñõîäñòâà s̃F , ïîðîæäåííîé ïàðàìåòðèçîâàííîé äèâåð-
ãåíöèåé Áðåãìàíà D̃F , äëÿ ýòîé ïàðû ðàñïðåäåëåíèé ïðèíèìàåò âèä

s̃F (g1, g2) = 1 ⇐⇒ D̃F (g1, g2) = 0.

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

DF

(
g1,

1
2
(g1 + g2)

)
+DF

(
g2,

1
2
(g1 + g2)

)
= 0.

Çàïèøåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà â ÿâíîì âèäå, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå

êîððåêòíîñòè �óíêöèè ñõîäñòâà

DF

(
g1,

1
2(g1 + g2)

)
+DF

(
g2,

1
2(g1 + g2)

)
= F (g1)− F

(
1
2(g1 + g2)

)
−

〈∇F
(
1
2(g1 + g2)

)
, 12(g1−g2)〉+F (g2)−F

(
1
2(g1 + g2)

)
+〈∇F

(
1
2(g1 + g2)

)
, 12(g1−g2)〉 =

F (g1) + F (g2)− 2F
(
1
2(g1 + g2)

)
= 0. (4.6)

Òàê êàê g1 6= g2 óñëîâèå (4.6) ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãîé âûïóêëîñòè �óíêöèè F ,
îòêóäà èìååì òðåáóåìîå.

�àññìîòðèì òåïåðü ïîíÿòèå f - äèâåðãåíöèé è ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèè ñõîä-

ñòâà, ïîðîæäåííûå ýòèì êëàññîì äèâåðãåíöèé, íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

Îïðåäåëåíèå 31. f-äèâåðãåíöèåé df(p, q) : Ω×Ω → R, ãäå Ω � ìíîæåñòâî ðàñ-

ïðåäåëåíèé ñ êîíå÷íûìè ïëîòíîñòÿìè íàä Rn
, íàçûâàåòñÿ çàäàííàÿ âûïóêëîé

�óíêöèåé f : R → R, f(1) = 0 �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ âèäà

df(p, q) =

∫

Rn

f

(
p(w)

q(w)

)

q(w)dw.

Çàìå÷àíèå 1. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè f -äèâåðãåíöèé ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
• Äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà äëÿ f(t) = t log t;

• Êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ Õåëëèíãåðà äëÿ f(t) = 1−
√
t, f(t) = (

√
t− 1)2;

• χ2
� äèâåðãåíöèÿ äëÿ f(t) = (t− 1)2

dχ2(p, q) =

∫

Rn

(
p(w)

q(w)
− 1

)2

q(w)dw;
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• �àññòîÿíèå ïîëíîé âàðèàöèè äëÿ f(t) = 1
2 |t− 1|

dTV (p, q) =
1
2

∫

Rn

|p(w)− q(w)|dw.

Çàìå÷àíèå 2. Äàííîå îïðåäåëåíèå f � äèâåðãåíöèé êîððåêòíî, åñëè supp(p) ⊆
supp(q) â ñèëó íàëè÷èÿ îñîáåííîñòè â àðãóìåíòå �óíêöèè f ïðè q(w) → 0.
Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ �óíêöèé f âîçìîæíî êîððåêòíîå îïðå-

äåëåíèå f � äèâåðãåíöèè è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà supp(p) 6⊆ supp(q). Ïðèìåðîì
òàêîé �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ f(t) = 1 −

√
t, ïîðîæäàþùàÿ êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ

Õåëëèíãåðà.

Îòìåòèì òåïåðü ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî f � äèâåðãåíöèé äëÿ ñëó÷àÿ

èõ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f , òî åñòü â ñëó÷àå

supp(p) ⊆ supp(q).

Óòâåðæäåíèå 5.

∀ f, p, q : supp(p) ⊆ supp(q) âûïîëíåíî df(p, q) ≥ 0.

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé âûïóêëîé �óíêöèè f , îòëè÷íîé îò ëèíåéíîé, ðàâåíñòâî

df(p, q) = 0 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(w) ≡ q(w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ íåðà-

âåíñòâîì Éåíñåíà. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíûé âåêòîð, èìåþùèé ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ q(w). Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η = p(ξ)/q(ξ). Òîãäà èç íåðàâåíñòâà
Éåíñåíà èìååì

Eqf(η) ≥ f(Eqη).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

∫

q(w)f

(
p(w)

q(w)

)

dw ≥ f

(∫

q(w)
p(w)

q(w)
dw

)

= f(1) = 0.

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � ëèíåéíà èëè

η � âûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Âûðîæäåííîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η
îçíà÷àåò, ÷òî

∃ C : ∀w ∈ supp(q) : p(w) = Cq(w).

Â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè è supp(p) ⊆ supp(q) èìååì

1 =

∫

w∈supp(q)
p(w)dw = C

∫

w∈supp(q)
q(w)dw = C.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå supp(p) ⊆ supp(q) â ÷àñòíîñòè âûïîëíåíî,
åñëè íîñèòåëü q(w) ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü supp(q) = Rn

.
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Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè supp(p) 6⊆ supp(q) óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè
f � äèâåðãåíöèè ìîæåò áûòü íå âûïîëíåíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì f(t) = (1− 4
√
t)(0.5− 4

√
t). Ïóñòü supp(q) 6=

Rk
, à p(w) = 0.5q(w) ∀ w ∈ supp(q(w)), à äëÿ w 6∈ supp(q(w)) äîîïðåäåëèì

p(w) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Òîãäà

df(p, q) =

∫

Rk

(

0.5q(w)− 1.5 4

√

p(w)q3(w) +
√

p(w)q(w)
)

dw =

0.5− 1.5
4
√
0.5 +

√
0.5 = (1−

√
0.5)(0.5−

√
0.5) < 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå f � äèâåðãåíöèÿìè â

ñîîòâåòñòâèè ñ (4.3), íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

Òåîðåìà 5 (Àäóåíêî, 2016). Ôóíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå f � äèâåðãåíöè-

ÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.3), íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëó÷àé ïàðû íåñîâïàäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé

(g1, g2), g1 6= g2, ÷òî g2 ÿâëÿåòñÿ íåèí�îðìàòèâíûì îòíîñèòåëüíî g1, òî åñòü g1
èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü, à

g2 = U(A), supp(g1) ⊆ A.

Òîãäà supp(g1) ⊆ supp(g2) è f � äèâåðãåíöèÿ êîððåêòíà îïðåäåëåíà äëÿ ýòîé

ïàðû ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ëþáîé âûïóêëîé �óíêöèè f , äëÿ êîòîðîé f(1) = 0.
Òðåáîâàíèå 5 ê �óíêöèè ñõîäñòâà sf , ïîðîæäåííîé f � äèâåðãåíöèåé df , äëÿ
ýòîé ïàðû ðàñïðåäåëåíèé ïðèíèìàåò âèä

sf(g1, g2) = 1 ⇐⇒ df(g1, g2) = 0.

Îäíàêî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (5)

df(g1, g2) = 0 ⇐⇒ g1(w) ≡ g2(w),

÷òî íå âûïîëíåíî â ñèëó âûáîðà ïàðû ðàñïðåäåëåíèé g1, g2. Ïîëó÷åííîå ïðî-
òèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

4.2. Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà ìîäåëåé

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäàåìûå äèâåðãåíöèÿìè

Áðåãìàíà, ñèììåòðèçîâàííûìè äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà è f � äèâåðãåíöè-

ÿìè, íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè è â ÷àñòíîñòè íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó 5,

ÿâëÿþùåìóñÿ îïðåäåëÿþùåì â ðåøàåìîé çàäà÷å. Ïðåäëîæèì äàëåå �óíêöèþ

ñõîäñòâà s è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé.
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Îïðåäåëåíèå 32. Íàçîâåì �óíêöèåé ñõîäñòâà s-s
ore ïàðû ðàñïðåäåëåíèé g1 :
Rn → R+, g2 : Rn → R+

, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå, �óíêöèþ âèäà

s0(g1, g2) =

∫
g1(w)g2(w)dw

maxb∈Rn

∫
g1(v)g2(v − b)dv

.

Îïðåäåëåíèå 33. Íàçîâåì ïàðó ðàñïðåäåëåíèé (gτ1(w, w1, w2) : Rn × Rn1 ×
Rn2 → R+, gτ2(w, w1, w2) : Rn × Rn1 × Rn2 → R+

) τ � ðàñøèðåíèåì ïàðû

ðàñïðåäåëåíèé (g1(w, w1) : Rn ×Rn1 → R+
, g2(w, w2) : Rn ×Rn2 → R+), åñëè

gτ1(w, w1, w2) = g1(w, w1)U(Qτ
2), g

τ
2(w, w1, w2) = g2(w, w2)U(Qτ

1), ãäå

Qτ
1 = {w1 : ‖w1‖∞ ≤ τ}, Qτ

2 = {w2 : ‖w2‖∞ ≤ τ}.
Îïðåäåëåíèå 34. Íàçîâåì �óíêöèåé ñõîäñòâà s-s
ore ïàðû ðàñïðåäåëåíèé

g1(w, w1), g2(w, w2), g1 : Rn × Rn1 → R+, g2 : Rn × Rn2 → R+
�óíêöèþ

âèäà

s(g1, g2) = lim
τ→0

s0(g
τ
1 , g

τ
2).

Óòâåðæäåíèå 6. Ôóíêöèÿ ñõîäñòâà s(g1, g2) îïðåäåëåíà êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë â îïðåäåëåíèè �óíêöèè ñõîäñòâà ñóùå-

ñòâóåò è êîíå÷åí, à ïîòîìó �óíêöèÿ ñõîäñòâà s(g1, g2) îïðåäåëåíà êîððåêòíî.
Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé äàëåå îïóñòèì âåðõíèé èíäåêñ τ è âìåñòî Qτ

1, Q
τ
2

èñïîëüçóåì Q1, Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì ïî îïðåäåëåíèþ

s(g1, g2) = lim
τ→0

∫

Q1

dw1

∫

Q2

dw2

∫
dwg1(w, w1)g2(w, w2)

maxb, b1, b2

∫

Q1

dv1

∫

Q2

dv2

∫
dvg1(v − b, v1 − b1)g2(v, v2 − b2)

.

(4.7)

�àññìîòðèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â (4.7) ðàçäåëüíî.

∫

Q1

dw1

∫

Q2

dw2

∫

dwg1(w, w1)g2(w, w2) = |Q1||Q2|
∫

g1(w, ŵ1)g2(w, ŵ2)dw,

ãäå ŵ1 ∈ Q1, ŵ2 ∈ Q2.

Äëÿ çíàìåíàòåëÿ àíàëîãè÷íî èìååì

max
b, b1, b2

∫

Q1

dv1

∫

Q2

dv2

∫

g1(v − b, v1 − b1)g2(v, v2 − b2)dv =

|Q1||Q2| max
b, b1, b2

∫

g1(v − b, ṽ1 − b1)g2(v, ṽ2 − b2)dv =

|Q1||Q2| max
b, v1, v2

∫

g1(v− b, v1)g2(v, v2)dv,
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ãäå â ñèëó b ∈ Rn, b1 ∈ Rn1, b2 ∈ Rn2
ìàêñèìèçàöèÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå

óæå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì b ∈ Rn, v1 ∈ Rn1, v2 ∈ Rn2
.

Òîãäà ðàâåíñòâî (4.7) ïðèîáðåòàåò âèä

s(g1, g2) = lim
τ→0

|Q1||Q2|
∫
g1(w, ŵ1)g2(w, ŵ2)dw

|Q1||Q2|maxb, v1, v2

∫
g1(v − b, v1)g2(v, v2)dv

=

∫
g1(w, 0)g2(w, 0)dw

maxb, v1, v2

∫
g1(v − b, v1)g2(v, v2)dv

â ñèëó ŵ1 ∈ Q1, ŵ2 ∈ Q2 è τ → 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåë ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí, òàê êàê ïðè b =
0, v1 = 0, v2 = 0 çíà÷åíèå ìàêñèìèçèðóåìîãî âûðàæåíèÿ â çíàìåíàòåëå ñîâïà-

äàåò ñî çíà÷åíèåì ÷èñëèòåëÿ, à s(g1, g2) ≥ 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåîðåìà 6 (Àäóåíêî, 2014). Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s-s
ore ÿâëÿåòñÿ

êîððåêòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ s-s
ore âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ ê �óíêöèè

ñõîäñòâà, êîòîðûå çàäàþò êîððåêòíîñòü �óíêöèè ñõîäñòâà.

Âûïîëíèìîñòü ñâîéñòâà 1 ïîêàçàíà â óòâåðæäåíèè 1. Ñâîéñòâî 6 âûïîëíåíî

â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ s-s
ore

s(g1, g2) =

∫
g1(w, 0)g2(w, 0)dw

maxb, v1, v2

∫
g1(v − b, v1)g2(v, v2)dv

=

∫
g2(w, 0)g1(w, 0)dw

maxb, v1, v2

∫
g1(v, v1)g2(v − b, v2)dv

= s(g2, g1).

Òàê êàê s(g1, g2) ≥ 0 â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé è

max
b, v1, v2

∫

g1(v − b, v1)g2(v, v2)dv
b=0, v1=0, v2=0

≥
∫

g1(v, v1)g2(v, v2)dv,

ïîëó÷àåì âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ 3, òî åñòü s(g1, g2) ∈ [0, 1]. Ïîêàæåì òåïåðü

âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ 3. Îíî èìååò âèä

∫
g21(w)dw

maxb∈Rk

∫
g1(v)g1(v − b)dv

= 1.

�àññìàòðèâàÿ g2(v) = g1(v − b) è ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

ïîëó÷èì

∫

g1(v)g1(v − b)dv ≤
√
∫

g21(v)dv

√
∫

g21(w − b)dw =

∫

g21(w)dw,

ïðè÷åì ïðè b = 0 íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Îòñþäà èìååì âûïîëíè-

ìîñòü óñëîâèÿ 4. Âûïîëíèìîñòü óñëîâèé 3 è 4 ñîâìåñòíî âëå÷åò âûïîëíèìîñòü
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òàêæå è óñëîâèÿ 2.

Ïîêàæåì òåïåðü âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ 5. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà

ðàñïðåäåëåíèå g2 : Ω × Ω2 → R+
ÿâëÿåòñÿ íåèí�îðìàòèâíûì îòíîñèòåëüíî

ðàñïðåäåëåíèÿ g1 : Ω → R+
. Â ýòîì ñëó÷àå, îáîçíà÷èâ A = supp(g1), èìååì

∃ τ > 0, B : A× [−τ, τ ]dim(Ω2) ⊆ B,

÷òî g2 = U(B). Òîãäà äëÿ �óíêöèè ñõîäñòâà èìååì

s(g1, g2) =

∫
g1(w)g2(w, 0)dw

maxb, v2

∫
g1(v)g2(v − b, v2)dv

=

1
|B|

1
|B| maxb, v2

∫

A g1(v)I[(v− b, v2) ∈ B]dv
= 1,

òàê êàê

∫

A

g1(v)I[(v− b, v2) ∈ B]dv ≤
∫

A

g1(v)dv = 1

è ïðè b = 0, v2 = 0 ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ.

�àññìîòðèì òåïåðü ìàëîèí�îðìàòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèé g12, . . . , g
k
2 , . . ., ãäå gk2 : Rn × Rn2 : R+

. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ g1 : Rn → R+
âûïîëíåíî

s(g1, g
k
2) → 1 ïðè k → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

∫
g1(w)gk2(w, 0)dw

maxb, v2

∫
g1(v)gk2(v − b, v2)dv

→ 1 ïðè k → ∞.

Îáîçíà÷èì Qa = {w, w2 : ‖(w, w2)| ≥ a}, Ra = {w, w2 : ‖(w, w2)| ≤ a}. Èç
îïðåäåëåíèÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì

∃ 0 ≤ B < ∞, ∃ k0 : ∀ k ≥ k0 sup
QB

gk2(w, w2) ≤ sup
RB

gk2(w, w2).

Çà�èêñèðóåì ε > 0. Îïðåäåëèì Bε òàê, ÷òî

∫

{w: ‖w‖≥Bε}
g1(v)dv < ε.

Îïðåäåëèì B̃ = max(B, Bε). Çà�èêñèðóåì òàêæå δ > 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàëî-
èí�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì

∃ kδ : ∀ k ≥ kδ
supRB̃

gk2(w, w2)

infRB̃
gk2(w, w2)

≤ 1 + δ.
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Îïðåäåëèì k̃ = max(kδ, k0). Òîãäà äëÿ k ≥ k̃ èìååì

∫

g1(w)gk2(w, 0)dw ≥
∫

{w: ‖w‖≤B}
g1(w)gk2(w, 0)dw ≥

inf
{w: ‖w‖≤B}

gk2(w, 0)

∫

{v: ‖v‖≤B}
g1(v)dv ≥ (1− ε) inf

RB

gk2(w, w2) ≥

(1− ε)(1− δ) sup
RB

gk2(w, w2). (4.8)

Àíàëîãè÷íî äëÿ çíàìåíàòåëÿ âûðàæåíèÿ äëÿ s-s
ore ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà (4.2)

èìååì

∀ b, v2

∫

g1(v)g
k
2(v − b, v2)dv ≤ sup

v, v2

gk2(v, v2) = sup
RB

gk2(v, v2). (4.9)

Òîãäà èç (4.8) è (4.9) ïîëó÷àåì

∀ k ≥ k̃ : s(g1, g
k
2) ≥ (1− ε)(1− δ).

Ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε, δ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

4.3. Àíàëèç KL-èí�îðìàòèâíîñòè ìîäåëåé

�àññìîòðèì òåïåðü åùå àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå èí�îðìàòèâíîñòè [110℄

è ïîðîæäåííóþ èì �óíêöèþ ñõîäñòâà, îñíîâàííîå íà ïîäñ÷åòå äèâåðãåíöèè

Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì è åãî óòî÷íåíèåì, ïîëó÷åííûì ïó-

òåì èñïîëüçîâàíèÿ äðóãîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàê àïðèîðíîãî. Ïîêàæåì, ÷òî õîòÿ

òàêàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà óäîâëåòâîðÿåò ÷àñòè òðåáîâàíèé ê �óíêöèè ñõîäñòâà,

â ÷àñòíîñòè òðåáîâàíèþ 5 îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç ïàðû ðàñïðåäåëåíèé, îíà íå

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé è ïîòîìó íå ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé.

Îïðåäåëåíèå 35. Íàçîâåì ðàñïðåäåëåíèå g̃1(w) óòî÷íåíèåì g1(w) : Rn → R+

îòíîñèòåëüíî g2(w) : Rn → R+
, åñëè

g̃1(w) =
g1(w)g2(w)
∫
g1(v)g2(v)dv

è

∫

g1(v)g2(v)dv > 0.

Îïðåäåëåíèå 36. Íàçîâåì KL-èí�îðìàòèâíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ g2(w) :
Rn → R+

îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(w) : Rn → R+

I
KL

(g2|g1) =
{

∞, åñëè
∫
g1(w)g2(w)dw = 0,

D
KL

(g̃1||g1), åñëè
∫
g1(w)g2(w)dw > 0.
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Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, KL-èí�îðìàòèâíîñòü îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ïîñêîëüêó supp(g̃1) ⊆
supp(g1).
Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííîå îïðåäåëåíèå óòî÷íåíèÿ g̃1(w) ðàñïðå-
äåëåíèÿ g1(w) îòíîñèòåëüíî g2(w) �àêòè÷åñêè åñòü àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå íà ïàðàìåòð w äëÿ ìîäåëè ñ ïðàâäîïîäîáèåì, çàäàâàåìûì g1(w) è àïðè-

îðíûì ðàñïðåäåëåíèåì g2(w). KL-èí�îðìàòèâíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g2(w) îò-
íîñèòåëüíî g1(w) òîãäà îçíà÷àåò â òåðìèíàõ äèâåðãåíöèè Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà

îáúåì èí�îðìàöèè, êîòîðóþ íåñåò àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ

òåì, ÷òî óæå ïîëó÷åíî èç äàííûõ.

Îïðåäåëåíèå 37. Íàçîâåì íåñèììåòðè÷íûì KL-ñõîäñòâîì (èëè �óíêöèåé

ñõîäñòâà, ïîðîæäåííîé KL-èí�îðìàòèâíîñòüþ) ðàñïðåäåëåíèÿ g2(w) : Rn →
R+

îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(w) : Rn → R+

s
KL

(g2|g1) = exp(−I
KL

(g2|g1)).

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äëÿ èëëþñòðàöèè ñâîéñòâ ââåäåí-

íîãî íåñèììåòðè÷íîãî KL-ñõîäñòâà.

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ g1(w) : Rn → R+ supp(g1) = A, à g2(w) : Rn → R+

ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå íà A, òî åñòü g2(w) ≡ c >
0 ∀ w ∈ A. Òîãäà g2 áóäåò KL-íåèí�îðìàòèâíûì îòíîñèòåëüíî g1, òî åñòü

I
KL

(g2|g1) = 0, à s
KL

(g2|g1) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ óòî÷íåíèÿ

g̃1(w) äëÿ g1 îòíîñèòåëüíî g2, ïîñêîëüêó

˜g1(w) =







0, w 6∈ A,
cg1(w)

∫

A cg1(w)dw
, w ∈ A,

= g1(w), àD
KL

(g1||g1) = 0.

Ñëåäñòâèå 3. Íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé ÷àñòè òðå-

áîâàíèÿ 5 ê êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà îòíîñèòåëüíî g1 äëÿ ïàðû ðàñïðåäå-

ëåíèé g1 R
n → R+, g2 : Rn → R+

, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìîå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè A =
supp(g1) è g2 = U(B), A ⊆ B, òî g2(v) ≡ 1

|B| äëÿ v ∈ A, îòêóäà èç ëåììû

ïîëó÷àåì s
KL

(g2|g1) = 1.

Çàìå÷àíèå 1. Âûïîëíåíèå ïåðâîé ÷àñòè òðåáîâàíèÿ 5 îòíîñèòåëüíî g1 îçíà-
÷àåò âûïîëíåíèå åãî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ g2(w) = U(B), ÷òî A = supp(g1) ⊆ B.
Îäíàêî ïðè g1(w) = U(B), ÷òî A = supp(g2) ⊂ B ñâîéñòâî 5 îòíîñèòåëüíî

g2 íå âûïîëíåíî, òàê êàê g̃1 6= g1 â ñèëó sup(g̃1) = A 6= B = supp(g1). Òàêàÿ
íåñèììåòðè÷íîñòü èìååò ìåñòî â ñèëó íåñèììåòðè÷íîñòè KL-èí�îðìàòèâíîñòè,

à ïîòîìó íåñèììåòðè÷íîñòè è �óíêöèè ñõîäñòâà, åþ ïîðîæäåííîé.
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Ëåììà 2. Ïóñòü g1(w) = N (w|m1, Σ1), g2(w) = N (w|m2, Σ2), w ∈ Rn
. Òîãäà

âûðàæåíèå äëÿ KL-èí�îðìàòèâíîñòè I
KL

(g2|g1) ðàñïðåäåëåíèÿ g2 îòíîñèòåëüíî
ðàñïðåäåëåíèÿ g1 èìååò âèä

I
KL

(g2|g1) = 1
2

(
tr(Σ−1

1 (Σ−1
1 +Σ−1

2 )−1)− n+ log(detΣ1 det(Σ
−1
1 +Σ−1

2 ))+

(m1 −m2)
TΣ−1

2 (Σ−1
1 +Σ−1

2 )−1Σ−1
1 (Σ−1

1 +Σ−1
2 )−1Σ−1

2 (m1 −m2)
)
. (4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷èì ñíà÷àëà âûðàæåíèå äëÿ g̃1(w). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

g1(w) è g2(w) åñòü íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî g̃1(w) òîæå íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, òàê êàê ñîïðÿæåííîå ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òàêæå íîð-

ìàëüíîå. Òîãäà g̃1(w) = N (w|m, Σ), ãäå äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì

Σ−1 = Σ−1
1 +Σ−1

2 , Σ−1m = Σ−1
1 m1 +Σ−1

2 m2, îòêóäà

Σ = (Σ−1
1 +Σ−1

2 )−1, m = (Σ−1
1 +Σ−1

2 )−1(Σ−1
1 m1 +Σ−1

2 m2).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ m, Σ â âûðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè

Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà äëÿ ïàðû íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó÷àåì

D
KL

(g̃1||g1) = 1
2

(
tr(Σ−1

1 Σ) + (m−m1)
TΣ−1

1 (m2 −m1)− n+

log(detΣ1/ detΣ)) = 1
2

(
tr(Σ−1

1 (Σ−1
1 +Σ−1

2 )−1)− n+ log(detΣ1 det(Σ
−1
1 +Σ−1

2 ))+

(m1 −m2)
TΣ−1

2 (Σ−1
1 +Σ−1

2 )−1Σ−1
1 (Σ−1

1 +Σ−1
2 )−1Σ−1

2 (m1 −m2)
)
.

Ñëåäñòâèå 4. Ïðè ‖Σ−1
2 ‖ → 0 I

KL

(g2|g1) → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

‖(m1 −m2)
TΣ−1

2 (Σ−1
1 +Σ−1

2 )−1Σ−1
1 (Σ−1

1 +Σ−1
2 )−1Σ−1

2 (m1 −m2)‖ ≤
‖m1 −m2‖2‖Σ−1

2 ‖ → 0 ïðè ‖Σ−1
2 ‖ → 0,

tr(Σ−1
1 (Σ−1

1 +Σ−1
2 )−1) → n ïðè ‖Σ−1

2 ‖ → 0,

log(detΣ1 det(Σ
−1
1 +Σ−1

2 )) → 0 ïðè ‖Σ−1
2 ‖ → 0,

îòêóäà è èìååì òðåáóåìîå.

Ïîëó÷èì òåïåðü óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ KL-èí�îðìàòèâíîñòè.

Ëåììà 3. Ïóñòü g1(w), g2(w) : Rn → R+
åñòü ïàðà ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà

I
KL

(g2|g1) =
∫
g1(w)g2(w) log g2(w)dw
∫
g1(v)g2(v)dv

− log

∫

g1(v)g2(v)dv. (4.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ óòî÷íåíèÿ g̃1 èìååì äëÿ KL-

èí�îðìàòèâíîñòè

I
KL

(g2|g1) = D
KL

(g̃1||g1) =
∫

g1(w)g2(w)
∫
g1(v)g2(v)dv

log







g1(w)g2(w)
∫
g1(v)g2(v)dv

g1(w)







=

=

∫
g1(w)g2(w) log g2(w)dw
∫
g1(v)g2(v)dv

− log

∫

g1(v)g2(v)dv.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïàðà ðàñïðåäåëåíèé g1, g2 îïðåäåëåíû
íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü g1, g2 : R

n → R+
, íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî

óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé ÷àñòè òðåáîâàíèÿ 5 ê êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà îò-

íîñèòåëüíî g1.

Ëåììà 4. Äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî KL-ñõîäñòâà âûïîëíåíà âòîðàÿ ÷àñòü òðåáî-

âàíèÿ 5 ê êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà îòíîñèòåëüíî g1, òî åñòü äëÿ ìàëîèí-
�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g12, . . . , g

l
2, . . ., g

l
2 : Rn → R+

äëÿ ëþáîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ g1 : Rn → R+ s
KL

(g1, g
l
2) → 1 ïðè l → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Qa = {w : ‖w| ≥ a}, Ra = {w : ‖w| ≤ a}. Èç
îïðåäåëåíèÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì

∃ 0 ≤ B < ∞, ∃ k0 : ∀ k ≥ k0 : sup
QB

gk2(w) ≤ sup
RB

gk2(w).

Çà�èêñèðóåì ε > 0. Îïðåäåëèì Bε òàê, ÷òî

∫

w∈QBε

g1(v)dv < ε.

Îïðåäåëèì B̃ = max(B, Bε). Çà�èêñèðóåì òàêæå δ > 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ìàëî-
èí�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì

∃ kδ : ∀ k ≥ kδ
supRB̃

gk2(w)

infRB̃
gk2(w)

≤ 1 + δ.

Òàêæå èç ñâîéñòâà ìàëîèí�îðìàòèâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì, ÷òî

∃k1 : ∀ k ≥ k1 : sup gk2(w) < 1/e.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè k ≥ k0 sup gk2 = supRB
(gk2) → 0 â ñèëó òîãî, ÷òî

∀ a > 0 gk2(·)|Qa
→ U(Qa), îòêóäà, âçÿâ a > B, ïîëó÷àåì supRB

gk2(w) → 1/|Qa|,
÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì.
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Îïðåäåëèì k̃ = max(kδ, k0, k1). Òîãäà äëÿ k ≥ k̃ ñ ó÷åòîì log gk2(w) < 0
èìååì

I
KL

(gk2 |g1) =
∫
g1(w)g2(w) log g2(w)dw
∫
g1(v)g2(v)dv

− log

∫

g1(v)g2(v)dv =

∫

RB̃
g1(w)g2(w) log g2(w)dw+

∫

QB̃
g1(w)g2(w) log g2(w)dw

∫
g1(v)g2(v)dv

−log

∫

g1(v)g2(v)dv =

∫

RB̃
g1(w)g2(w) log g2(w)dw
∫
g1(v)g2(v)dv

− log

∫

g1(v)g2(v)dv+

∫

QB̃
g1(w)g2(w) log g2(w)dw
∫
g1(v)g2(v)dv

=

log g2(ŵ)
∫

RB̃
g1(w)g2(w)dw

∫
g1(v)g2(v)dv

− log

∫

g1(v)g2(v)dv+

∫

QB̃
g1(w)g2(w) log g2(w)dw
∫
g1(v)g2(v)dv

= log g2(ŵ)

− log

∫

g1(v)g2(v)dv +

∫

QB̃
g1(w)g2(w)

g2(ŵ)
log
(
g2(w)
g2(ŵ)

)

dw
∫
g1(v)

g2(v)
g2(ŵ)dv

. (4.12)

Çäåñü ŵ ∈ RB̃. Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (4.12) ïîëó÷èì

log

∫

g1(v)g
k
2(v)dv = log

(
∫

RB̃

g1(v)g
k
2(v)dv +

∫

QB̃

g1(v)g
k
2(v)dv

)

≥

log

∫

RB̃

g1(v)g
k
2(v)dv = log g2(w̃) + log

∫

RB̃

g1(v)dv ≥ log g2(w̃) + log(1− ε).

Çäåñü w̃ ∈ RB̃. �àññìîòðèì òåïåðü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü òðåòüåãî ñëàãàåìî-

ãî â (4.12). Äëÿ çíàìåíàòåëÿ èìååì

∫

g1(v)
g2(v)
g2(ŵ)dv ≥

∫

RB̃

g1(v)
g2(v)
g2(ŵ)dv ≥ 1

1 + δ

∫

RB̃

g1(v)dv ≥ (1− ε)(1− δ).

Äëÿ ÷èñëèòåëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (4.12) èìååì ñëåäóþùèå îöåíêè.

gk2(w)

gk2(ŵ)
≤

supRB̃
gk2(w)

infRB̃
gk2(w)

≤ 1 + δ.

Òîãäà

∫

QB̃

g1(w)g2(w)
g2(ŵ) log

(
g2(w)
g2(ŵ)

)

dw ≤ (1 + δ) log(1 + δ)

∫

QB̃

g1(w)dw ≤ εδ(1 + δ).
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.12) èìååì

I
KL

(gk2 |g1) ≤ log(ŵ)− log(w̃) + log(1− ε) +
εδ(1 + δ)

(1− ε)(1− δ)
≤

log(1 + δ) + log(1− ε) +
εδ(1 + δ)

(1− ε)(1− δ)
.

Ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε > 0 è δ > 0 èìååì òðåáóåìîå.

Çàìå÷àíèå 1. Âûïîëíåíèå âòîðîé ÷àñòè òðåáîâàíèÿ 5 îòíîñèòåëüíî g1
îçíà÷àåò âûïîëíåíèå åãî äëÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

g12, . . . , g
l
2, . . . îòíîñèòåëüíî g1, íî íå äëÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè g11, . . . , g
l
1, . . . îòíîñèòåëüíî g2. Òàê, ðàññìîòðåâ g2 = U({w : ‖w‖ ≤ 1})

è âçÿâ gl1 = U({w : ‖w‖ ≤ l}), ïîëó÷èì g̃l1 = g2 6= gl1. Âûðàæåíèå äëÿ I
KL

(g2|gl1)
ñ ó÷åòîì (4.11) èìååò âèä

n!
lnn! logn!

1
n!

1
n!

n!
lnn!

− log
(
1
n!

n!
ln
n!
)
= n log l 6→ 0 ïðè l → ∞.

Òàêàÿ íåñèììåòðè÷íîñòü èìååò ìåñòî â ñèëó íåñèììåòðè÷íîñòè KL-

èí�îðìàòèâíîñòè, à ïîòîìó íåñèììåòðè÷íîñòè è �óíêöèè ñõîäñòâà, åþ

ïîðîæäåííîé.

Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëàñü ïàðà ðàñïðåäåëåíèé g1, g2, îïðåäå-
ëåííûõ íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü g1 : R

n → R+
, g2 : R

n → R+
. Îïðåäåëèì

òåïåðü KL-èí�îðìàòèâíîñòü è �óíêöèþ ñõîäñòâà, åþ ïîðîæäåííóþ, äëÿ ïàðû

ðàñïðåäåëåíèé g1(w, w1) : Rn × Rn1 → R+
, g2(w, w2) : Rn × Rn2 → R+

. Äëÿ

ýòîãî èñïîëüçóåì òîò æå ñïîñîá, ÷òî è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè

ñõîäñòâà s-s
ore, ÷åðåç τ � ðàñøèðåíèå ðàñïðåäåëåíèé ðàâíîìåðíûìè.

Îïðåäåëåíèå 38. ÍàçîâåìKL-èí�îðìàòèâíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ g2(w,w2) :
Rn ×Rn2 → R+

îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(w, w1) : R
n ×Rn1 → R+

ñëåäó-

þùèé ïðåäåë

I
KL

(g2|g1) = lim
τ→0

I(gτ2 |gτ1).

Îïðåäåëåíèå 39. Íàçîâåì íåñèììåòðè÷íûì KL-ñõîäñòâîì (èëè �óíêöèåé

ñõîäñòâà, ïîðîæäåííîé KL-èí�îðìàòèâíîñòüþ) ðàñïðåäåëåíèÿ g2(w, w2) :
Rn × Rn2 → R+

îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ g1(w, w1) : R
n × Rn1 → R+

s
KL

(g2|g1) = exp(−I
KL

(g2|g1)).

Ïîëó÷èì òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ KL-èí�îðìàòèâíîñòè â îáùåì ñëó÷àå,

ïîëüçóÿñü (4.11). �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà n1 = 0.
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∫

gτ1(w, w2)g2(w, w2)dwdw2 =
1

|Qτ
2|

∫

Qτ
2

dw2

∫

dwg1(w)g2(w, w2) =

∫

g1(w)g2(w, w̃2)dw, w̃2 ∈ Qτ
2.

∫

gτ1(w, w2)g2(w, w2) log g2(w, w2)dwdw2 =

1

|Qτ
2|

∫

Qτ
2

dw2

∫

g1(w)g2(w, w2) log g2(w, w2)dw =

∫

g1(w)g2(w, ŵ2) log g2(w, ŵ2)dw, ŵ2 ∈ Qτ
2.

Òîãäà ïðè τ → 0 ïîëó÷àåì

I
KL

(g2|g1) =
∫
g1(w)g2(w, 0) log g2(w, 0)dw

∫
g1(w)g2(w, 0)dw

−
∫

g1(w)g2(w, 0)dw.

Îòñþäà â ñèëó ñîâïàäåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ KL-èí�îðìàòèâíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ

n1 = 0, n2 6= 0 ñî ñëó÷àåì n1 = n2 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû g2(w) íà g2(w, 0)
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n1 = 0 ñâîéñòâî 5 èç òðåáîâàíèé ê êîððåêòíîé �óíêöèè

ñõîäñòâà âûïîëíåíî äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî KL-ñõîäñòâà îòíîñèòåëüíî g2, íî íå
îòíîñèòåëüíî g1, êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà n1 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî èìååì

∫

gτ1(w, w1, w2)g
τ
2(w, w1, w2)dwdw1dw2 =

1

|Qτ
1||Qτ

2|

∫

Qτ
1

dw1

∫

Qτ
2

dw2

∫

dwg1(w, w1)g2(w, w2) =

∫

g1(w, w̃1)g2(w, w̃2)dw, w̃1 ∈ Qτ
1, w̃2 ∈ Qτ

2.

∫

gτ1(w, w1, w2)g
τ
2(w, w1, w2) log g

τ
2(w, w1, w2)dwdw1w2 =

1

|Qτ
1||Qτ

2|

∫

Qτ
1

dw1

∫

Qτ
2

dw2

∫

g1(w, w1)g2(w, w2)(log g2(w, w2)− log |Qτ
1|)dw =

∫

g1(w, ŵ1)g2(w, ŵ2) log g2(w, ŵ2)dw

− log |Qτ
1|
∫

g1(w, ŵ1)g2(w, ŵ2)dw, ŵ1, ŵ2 ∈ Qτ
2.
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Òîãäà ïîëó÷èì ïðè τ → 0

I
KL

(g2|g1) + log |Qτ
1| →

∫
g1(w, 0)g2(w, 0) log g2(w, 0)dw

∫
g1(w, 0)g2(w, 0)dw

−
∫

g1(w, 0)g2(w, 0)dw,

îòêóäà ïðè n1 > 0 I
KL

(g2|g1) = ∞ è s
KL

(g1, g2) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäå-

ëåíèå g2 áóäåò èí�îðìàòèâíûì äëÿ g1 âñåãäà, åñëè n1 > 0, òî åñòü åñëè åñòü

íàáîð ïàðàìåòðîâ, ïðî êîòîðûå âî âòîðîé ìîäåëè èçâåñòíî, ÷òî îíè ðàâíû 0,

à äëÿ ïåðâîé ìîäåëè åñòü íåêîòîðàÿ íåîïðåäåëåííîñòü îòíîñèòåëüíî èõ çíà÷å-

íèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè n1 = 0 ñâîéñòâî 5 âûïîëíåíî îòíîñèòåëüíî g2, íî â ñè-
ëó íåñèììåòðè÷íîñòè �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííîé KL-èí�îðìàòèâíîñòüþ,

ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíåíî îòíîñèòåëüíî g1 è â ÷àñòíîñòè ïðè n1 6= 0, n2 = 0.
Îïèøåì äàëåå íàðóøåíèÿ òðåáîâàíèé êîððåêòíîñòè ê �óíêöèè ñõîäñòâà äëÿ

íåñèììåòðè÷íîãî KL-ñõîäñòâà.

Óòâåðæäåíèå 7. Íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 2

è 4 èç òðåáîâàíèé ê êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà, òî åñòü ìîäåëü îòëè÷èìà îò

ñàìîé ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 2 òðåáóåò âûïîëíåíèÿ s
KL

(g1, g1) = 1, îòêóäà
I
KL

(g1|g1) = 0, ÷òî íå âûïîëíåíî. Òàê êàê g̃1 åñòü óòî÷íåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ

g1 ñ ïîìîùüþ g1, òî â ñëó÷àå, åñëè g1 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, òî g̃1 6= g1,
îòêóäà I

KL

(g1|g1) > 0.
�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà g1 : Rn → R+

, g1(w) = N (w|m, Σ). Òîãäà,
ïîëüçóÿñü (4.10), ïîëó÷èì

I
KL

(g1|g1) = 1
2

(
tr
(
Σ−1 1

2Σ
)
− n+ log(detΣ det(2Σ−1))

)
= n

2

(
log 2− 1

2

)
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî 4 íå âûïîëíåíî. Îòñþäà æå ñëåäóåò ïðè s(g1, g1) < 1
â ñèëó âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà 5 îòíîñèòåëüíî g1, ÷òî äëÿ ìàëîèí�îðìàòèâíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g12, . . . , g
l
2, . . . sKL(g1, g

l
2) → 1 ïðè l → ∞, îòêóäà ∃l0 : ∀ l ≥

l0 : s(g1, g
l
2) ≥ 1+s(g1, g1)

2 > s(g1, g1), ÷òî îçíà÷àåò íåâûïîëíåíèå ñâîéñòâà 2.

�àíåå òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî óäîâëåòâîðÿåò

ñâîéñòâó 5 îòíîñèòåëüíî g1, íî íå îòíîñèòåëüíî g2 â ñèëó íåñèììåòðè÷íîñòè,

÷òî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 8. Íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó 6 ê

êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà, òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, à òàêæå íå

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó 5 îòíîñèòåëüíî g2.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ g1(w, w1) : Rn × Rn1 → R+
, g2(w, w2) : Rn × Rn2 → R+

ïðè n1 6= 0 s
KL

(g1, g2) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò òî÷íîñòè çíàíèÿ w1

ïåðâàÿ ìîäåëü ñ÷èòàåòñÿ îòëè÷èìîé îò âòîðîé, ãäå w1 = 0.
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Çàìå÷àíèå 2. Óñòðàíèòü íåñèììåòðè÷íîñòü KL-ñõîäñòâà è äîñòè÷ü âûïîëíå-

íèÿ ñâîéñòâà 5 è îòíîñèòåëüíî g1, è îòíîñèòåëüíî g2, ìîæíî, îïðåäåëèâ ñèì-

ìåòðè÷íûé âàðèàíò KL-èí�îðìàòèâíîñòè êàê

s̃
KL

(g1, g2) = max(s
KL

(g1, g2), sKL(g2, g1)),

ãäå s
KL

(g1, g2) åñòü íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî îòíîñèòåëüíî g1, à s
KL

(g2, g1)
åñòü íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî îòíîñèòåëüíî g2. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ äëÿ ïåð-

âîãî èç íèõ òðåáîâàíèÿ 5 ê êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà îòíîñèòåëüíî g1, à äëÿ
âòîðîãî � âûïîëíåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíî g2, ïîëó÷èì, ÷òî s̃

KL

(g1, g2)
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó 6) è óäîâëåòâîðÿåò

òðåáîâàíèþ 5 ê êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñâîéñòâà 2 è 4 ïîñëå ñèììåòðèçàöèè ïî-ïðåæíåìó îñòà-

þòñÿ íåâûïîëíåííûìè è âîçíèêàþò íîâûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâà-

íèåì îïåðàòîðà âçÿòèÿ ìàêñèìóìà, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñëèøêîì ìíîãî

ïàð ðàñïðåäåëåíèé íà÷èíàþò ñ÷èòàòüñÿ íåðàçëè÷èìûìè, ÷òî ïðèáëèæàåò ñèì-

ìåòðèçîâàííîå KL-ñõîäñòâî ê òðèâèàëüíîìó, äëÿ êîòîðîãî s
tr

(g1, g2) ≡ 1. Äëÿ
èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òî åñòü äëÿ

g1, g2 : R → R+
(ñì. ðèñ. 4.2), ãäå

g1(w) =
1
2I(w ∈ [−1, 1]), g2 =







ε, w ∈ [−1, 1],

0, |w| ∈ (1, 2),

(1
2
− ε)e2−|w|, |w| ≥ 2.

−5 0 5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

w

g
(w

)

 

 

g1(w)
g2(w)

�èñ. 4.2: Ïðèìåð ðàçíûõ ìîäåëåé, íåðàçëè÷èìûõ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèçîâàííî-

ãî KL-ñõîäñòâà, ε = 0.02.

Òàê êàê g2(w) ≡ ε = const äëÿ w ∈ [−1, 1] äëÿ óòî÷íåíèÿ g̃1 äëÿ g1 îòíîñè-
òåëüíî g2 ïîëó÷èì g̃1 = g1 = U [−1, 1], îòêóäà s̃

KL

(g1, g2) = 1, õîòÿ èí�îðìàöèÿ
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î ïàðàìåòðå w â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå äëÿ äâóõ ìîäåëåé ñóùåñòâåííî ðàç-

ëè÷àåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå

äèâåðãåíöèÿìè Áðåãìàíà, f � äèâåðãåíöèÿìè è KL-èí�îðìàòèâíîñòüþ, øèðî-

êî èñïîëüçóþùèåñÿ â çàäà÷àõ ñðàâíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé [51�55℄ è îïðåäåëåíèé

èí�îðìàòèâíîñòè îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî [56�58℄ è áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè, à ïîòîìó íå ïðèìåíèìû äëÿ ðå-

øàåìîé çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Áûëà òàêæå ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà

s-s
ore è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-

íîé. �àññìîòðèì äàëåå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåìîé

�óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäå-

ëåé.

4.4. Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè äëÿ ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà

�àññìîòðèì äàëåå íåñêîëüêî òåîðåì, ïîêàçûâàþùèõ íàëè÷èå ñâîéñòâ ìî-

íîòîííîñòè äëÿ ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ

îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåìà 7 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü ìîäåëè, çàäàâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

(m1, Σ1) è (m2, Σ2) ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷èìûìè, åñëè

s− score (N (m1, Σ1), N (m2, Σ2)) ≤ C ∈ (0, 1).

Òîãäà, åñëè óêàçàííûå ìîäåëè ðàçëè÷èìû ïî ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ, òî è ìî-

äåëè, çàäàâàåìûå (m1, Σ1) è (m2, O) áóäóò ðàçëè÷èìûìè ñîãëàñíî ïðèâåäåí-

íîìó êðèòåðèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

s− score (N (m1, Σ1), N (m2, O)) =

exp
(
−1

2(m1 −m2)
T(Σ1)

−1(m1 −m2)
)
≤

≤ exp
(
−1

2(m1 −m2)
T(Σ1 +Σ2)

−1(m1 −m2)
)
≤ C.

Ïðèâåäåííîå âûøå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ìàòðèöà Σ−1
1 − (Σ1+Σ2)

−1
íåîòðèöà-

òåëüíî îïðåäåëåíà

Σ−1
1 − (Σ1 +Σ2)

−1 = Σ−1
1 (I− (I+Σ2Σ

−1
1 )−1),

à â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Σ1 è íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

Σ2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (I+Σ2Σ
−1
1 ) íå ìåíüøå åäèíèöû, îòêóäà âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû I− (I+Σ2Σ
−1
1 )−1

íåîòðèöàòåëüíû.
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Òåîðåìà 8 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü ìîäåëè, çàäàâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

(m1, Σ1) è (m2, Σ2) ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷èìûìè, åñëè

s− score (N (m1, Σ1), N (m2, Σ2)) ≤ C ∈ (0, 1).

Òîãäà, åñëè óêàçàííûå ìîäåëè ðàçëè÷èìû ïî ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ, òî è ìî-

äåëè, çàäàâàåìûå (m1, Σ1) è (m2, λΣ2), λ ∈ [0, 1] áóäóò ðàçëè÷èìû ñîãëàñíî

ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

s− score (N (m1, Σ1), N (m2, λΣ2)) = exp
(
−1

2(m1 −m2)
T(Σ1 + λΣ2)

−1(m1 −m2)

≤ exp
(
−1

2(m1 −m2)
T(Σ1 +Σ2)

−1(m1 −m2)
)
≤ C.

Ïðèâåäåííîå âûøå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ìàòðèöà (Σ1 + λΣ2)
−1 − (Σ1 +Σ2)

−1

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà

(Σ1+λΣ2)
−1− (Σ1+Σ2)

−1 = (Σ1+λΣ2)
−1(I− (I+(1−λ)Σ2(Σ1+λΣ2)

−1)−1),

à â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè Σ1 è íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

Σ2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (I+(1−λ)Σ2(Σ1+λΣ2)
−1) íå ìåíüøå åäèíè-

öû, îòêóäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû I−(I+(1−λ)Σ2(Σ1+λΣ2)
−1)−1

íåîòðèöàòåëüíû.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðèâåäåííûå òåîðåìû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Åñëè ìîäåëü îòëè÷èìà îò ìîäåëè ñ íåêîòîðûì ñðåäíèì è áîëüøåé

íåîïðåäåëåííîñòüþ, òî îíà îòëè÷èìà è îò ìîäåëè ñ òåì æå ñðåäíèì, íî ìåíü-

øåé íåîïðåäåëåííîñòüþ. Îáðàòíî: åñëè ìîäåëü íåîòëè÷èìà îò íåêîòîðîé ìîäå-

ëè ñ ìåíüøåé íåîïðåäåëåííîñòüþ, òî îíà íåîòëè÷èìà è îò ìîäåëè ñ áîëüøåé

íåîïðåäåëåííîñòüþ ñ òåì æå ñðåäíèì.

�àññìîòðèì òåïåðü òåîðåìó, êîòîðàÿ äàåò âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêó íà

÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà 9 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü ðàññìàòðèâàþòñÿK ìîäåëåé ñ ‖m1‖ = . . . =
‖mK‖ = λ1 > 0 è Σ1 = . . . = ΣK = λ2I. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòëè÷èìîñòè

ìîäåëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé: ìîäåëè ñ íîìåðàìè i 6= j ðàçíûå, åñëè

s− score (N (mi, Σi), N (mj, Σj)) ≤ C ∈ (0, 1).

Òîãäà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé, êîòîðîå ìîæåò áûòü

â íàáîðå, åñòü

Kmax =

⌊

√
π

nΓ(n+1
2 )

(n− 1)Γ(n
2
+ 1)

1
∫ θ/2

0 sinn−2 ϕdϕ

⌋

,
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ïðè C, áëèçêîì ê 1, èìååì

Kmax ≈





√
π

nΓ(n+1
2 )

(n− 1)Γ(n2 + 1)

2
n−1
2

(1− ρ)
n−1
2




 .

Çäåñü θ ∈ [0, π], cos θ = ρ = max(−1, 1 + 2λ2/λ
2
1 lnC), n � ðàçìåðíîñòü ïðè-

çíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîñòðîèòü Kmin ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ

ìîäåëåé, ãäå

Kmin =

⌊

√
π

nΓ(n+1
2 )

(n− 1)Γ(n2 + 1)

1
∫ θ

0 sinn−2 ϕdϕ

⌋

,

÷òî ïðè C, áëèçêîì ê 1, èìååì

Kmin ≈





√
π

nΓ(n+1
2 )

(n− 1)Γ(n2 + 1)

1

2
n−1
2 (1− ρ)

n−1
2




 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðàm1, . . . ,mK îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ òî÷-

êàìè íà ñ�åðå Ωn ðàäèóñà λ1 â ïðîñòðàíñòâå Rn
. Óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè äâóõ

ìîäåëåé ñ íîìåðàìè i 6= j ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå

1

2λ2
(mi −mj)

T(mi −mj) ≤ −2 lnC,

÷òî ñ ó÷åòîì ‖mi‖ = ‖mj‖ = λ1 ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

mT

imj ≥ λ2
1 + 2λ2 lnC, èëè

cos θ = cos m̂imj ≥ max

(

1 + 2
λ2

λ2
1

lnC, −1

)

= ρ. (4.13)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè i 6= j äâå ìîäåëè ðàçëè÷àþòñÿ, åñëè âåêòîð ñðåäíèõ

îäíîé ìîäåëè mi íå ëåæèò â êîíóñå Cj(θ) ñ îñüþ â mj è óãëîì ðàñòâîðà θ,
îïðåäåëÿåìûì óñëîâèåì θ ∈ [0, π] è (4.13).

Ëåììà 5. Ïðèâåäåííîå óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü ðàâíîñèëüíûì: äâå ìîäåëè

ðàçëè÷àþòñÿ, åñëè êîíóñ Ci(θ/2) ñ îñüþmi è óãëîì ðàñòâîðà θ/2 íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ êîíóñîì Cj(θ/2) ñ îñüþ mj è óãëîì ðàñòâîðà θ/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü mi ∈ Cj(θ). �àññìîòðèì âåêòîð m = 1
2
(mi + mj). Â

ñèëó ‖mi‖ = ‖mj‖ m̂im = m̂mj = 1/2m̂imj ≤ θ/2. Îòñþäà m ∈ Ci(θ/2), m ∈
Cj(θ/2), îòêóäà Ci(θ/2) ∩ Cj(θ/2) 6= ∅.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ∃m ∈ Ci(θ/2)∩Cj(θ/2), òî, ðàññìàòðèâàÿ òðåõãðàí-
íûé óãîë, îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè m, mi è mj, ïîëó÷èì (ïî ñâîéñòâó ïëîñêèõ

óãëîâ òðåõãðàííîãî óãëà)

m̂imj ≤ m̂im+ m̂mj ≤ θ/2 + θ/2 = θ,

îòêóäà mj ∈ Ci(θ). Ëåììà äîêàçàíà.
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Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Îïèøåì âîêðóã êàæäîãî âåêòîðà

m1, . . . , mK êîíóñ ñ îñüþ â ýòîì âåêòîðå è óãëîì ðàñòâîðà θ/2. Êàæäûé êîíóñ
âûñå÷åí íà ñ�åðå Ωn ðàäèóñà λ1 íåêîòîðûé ó÷àñòîê. Óñëîâèå ïîïàðíîé ðàçëè-

÷èìîñòè âñåõ ìîäåëåé òîãäà â ñèëó ëåììû 1 ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê:

Ñëåäñòâèå 5. �àññìàòðèâàåìûå ìîäåëè ïîïàðíî ðàçëè÷èìû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûñåêàåìûå êîíóñàìè C1(θ/2), . . . , CK(θ/2) íà ñ�åðå Ωn ðàäèóñà

λ1 ó÷àñòêè P1, . . . , PK íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ ðàçëè÷èìîñòè â âèäå mj /∈ Ci(θ) ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6. Ìîäåëü ñ íîìåðîì i îòëè÷èìà îò âñåõ îñòàëüíûõ ìîäåëåé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

mi /∈ ∪K
j=1, j 6=iCj(θ) ⇐⇒ mi /∈ ∪K

j=1, j 6=i(Cj(θ) ∩ Ωn).

Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 5, ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó íà ÷èñëî ìîäåëåé. Ïîëü-

çóÿñü ëåììîé 6, âûïîëíèì ïîñòðîåíèå, äîêàçûâàþùåå íèæíþþ îöåíêó íà ÷èñëî

ìîäåëåé. Èç ñëåäñòâèÿ 5 çàêëþ÷àåì, ÷òî

S(P1 ∪ . . . ∪ PK) =
K∑

i=1

S(Pi) = KS(Pi) ≤ S(Ωn), ãäå (4.14)

S(Ωn) � ïëîùàäü ñ�åðû ðàäèóñà λ1 â Rn
, à S(Pi) � ïëîùàäü ó÷àñòêà, âûñåêàå-

ìîãî íà Ωn êîíóñîì Ci(θ/2).

Ëåììà 7.

S(Ωn ∩ Ci(α)) = λn−1
1 Sn−1

∫ α

0

sinn−2 ϕdϕ,

ãäå Sn−1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû â ïðîñòðàíñòâå Rn−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå âûäåëåííîé îñè îñü êîíóñà Ci(α) è
îáîçíà÷èâ x � êîîðäèíàòó âäîëü ýòîé îñè äëÿ èñêîìîé ïëîùàäè èìååì

S(Ωn∩Ci(α)) = λn−1
1 Sn−1

∫ 1

cosα

(1−x2)
n−2
2

dx√
1− x2

x=cosϕ
= λn−1

1 Sn−1

∫ α

0

sinn−2 ϕdϕ.

Èç (4.14) ïîëó÷àåì

K ≤ Kmax =
S(Ωn)

S(Pi)
=

Snλ
n−1
1

Sn−1λ
n−1
1

∫ θ/2

0 sinn−2 ϕdϕ
=

n
πn/2

Γ(n/2 + 1)

(n− 1)
π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2 + 1)

· 1
∫ θ/2

0 sinn−2 ϕdϕ
=

√
πnΓ(n−1

2 + 1)

(n− 1)Γ(n2 + 1)
· 1
∫ θ/2

0 sinn−2 ϕdϕ
.

(4.15)
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Ïðè ìàëîì θ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò C, áëèçêîìó ê 1), ïðîèçâîäÿ ïðèáëèæåíèå

sinϕ ≈ ϕ è θ ≈ sin θ =
√

1− ρ2 ≈
√

2(1− ρ) â (4.15) ïîëó÷àåì

Kmax ≈
√
π

nΓ(n+1
2 )

(n− 1)Γ(n2 + 1)

2
n−1
2

(1− ρ)
n−1
2

.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ïðèìåðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè K ≥ Kmin.

B ñèëó ëåììû 6, åñëè

∪K
i=1Ci(θ) ∩ Ωn 6= Ωn,

òî åñòü ∃ m ∈ Ωn : m /∈ ∪K
i=1Ci(θ), òî ìîæíî äîáàâèòü åùå îäíó ìîäåëü ñ

ñðåäíèì âåêòîðîì, ðàâíûì m, è îíà ïî ïîñòðîåíèþ áóäåò îòëè÷íà îò âñåõ óæå

èìåþùèõñÿ ìîäåëåé. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó:

• Øàã 1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð m1 ∈ Ωn

• Øàã k. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîðmk ∈ Ωn\∪k−1
i=1Ci(θ), åñëè òàêîâîé

ñóùåñòâóåò.

Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî

K ≥ S(Ωn)

S(Ci(θ) ∩ Ωn)
.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 7 àíàëîãè÷íî ïîëó÷åíèþ âåðõíåé îöåíêè ïîëó÷àåì

K ≥ Kmin =
S(Ωn)

S(Ci(θ) ∩ Ωn)
=

Snλ
n−1
1

Sn−1λ
n−1
1

∫ θ

0 sinn−2 ϕdϕ
=

n
πn/2

Γ(n/2 + 1)

(n− 1)
π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2 + 1)

· 1
∫ θ

0 sinn−2 ϕdϕ
=

√
πnΓ(n−1

2
+ 1)

(n− 1)Γ(n2 + 1)
· 1
∫ θ

0 sinn−2 ϕdϕ
.

(4.16)

Ïðè ìàëîì θ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò C, áëèçêîìó ê 1), ïðîèçâîäÿ ïðèáëèæåíèå

sinϕ ≈ ϕ è θ ≈ sin θ =
√

1− ρ2 ≈
√

2(1− ρ) â (4.16) ïîëó÷àåì

Kmin ≈ √
π

nΓ(n+1
2 )

(n− 1)Γ(n2 + 1)

1

2
n−1
2 (1− ρ)

n−1
2

.

Ïðèìåð 1. Ïðè n = 2 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû åñòü Kmin = π/θ, Kmax = 2π/θ.
Ïðè n = 3, θ = π/6 Kmin = 14, Kmax = 58. Ïðè n = 3, θ = π/3 Kmin =
4, Kmax = 14.
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4.5. Ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè ñõîä-

ñòâà

�àíåå áûëà ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ êîððåêòíîé, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà, â òîì

÷èñëå õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó òðåáîâàíèþ îá íåîòëè÷èìîñòè ìàëîèí�îðìàòèâíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ëþáîãî äðóãîãî â çàäà÷å ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Îäíàêî äëÿ

òîãî, ÷òîáû ðåøàòü çàäà÷ó ðàçëè÷åíèÿ ìîäåëåé òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ãðàíè-

öó äëÿ ñõîäñòâà, âûøå êîòîðîé ìîäåëè ñ÷èòàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè. Ýòó ãðàíèöó

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, êàê ãèïåðïàðàìåòð àëãîðèòìà êëàññè�èêà-

öèè, è îïðåäåëÿòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ êðîññ-âàëèäàöèè. Îäíàêî òàêîé ïîä-

õîä íå ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà,

òî åñòü âåðîÿòíîñòè ïðèçíàòü ðàçíûìè ñîâïàäàþùèå ìîäåëè è îäèíàêîâûìè

ðàçíûå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà ãðàíèöû äëÿ ñõîäñòâà ñ êîíòðîëåì âåðî-

ÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ïîëó÷èì âèä ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ñõîäñòâà

s-s
ore s(g1, g2) â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû H0 î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé.

�àñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé �óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore â óñëîâèÿõ èñòèí-

íîñòè ãèïîòåçû H0 î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé äëÿ ïàðû ëîãèñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ïîëó÷åíèþ âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïðåäëàãà-

åìîé �óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore äëÿ ïàðû ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ñîâïàäàþ-

ùèì èñòèííûì ïàðàìåòðîì w, ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè îöåíêè

ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ è îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè ìàê-

ñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè â ñîîòâåòñòâèè ñ [2, 3℄. Ïðè

ýòîì ðåçóëüòàòû ïîëó÷èì â êëàññå îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ íàòóðàëüíîé

�óíêöèåé ñâÿçè, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðå-

ãðåññèè.

Îïðåäåëåíèå 40. Íàçîâåì îáîáùåííî-ëèíåéíîé ìîäåëüþ ñ íàòóðàëüíîé

�óíêöèåé ñâÿçè è àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ p(w|A)
âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå êîòîðîé èìååò âèä

p(y, w|X, A) = p(y|X, w)p(w|A), ãäå p(y|X, w) =

m∏

i=1

p(yi|xi, w),

p(yi|xi, w) = c(yi) exp(θiyi − b(θi)), ãäå θi = wTxi.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî-

ëèíåéíîé ìîäåëüþ ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè äëÿ áèíàðíîé öåëåâîé ïå-

ðåìåííîé yi ∈ {−1, 1}, òàê êàê

p(yi|xi, w) = σ(yix
T

iw) =
exp(yix

T

iw)

exp(wTxi) + exp(−wTxi)
.



90

Òîãäà, âçÿâ (yi) ≡ 1, b(θi) = exp(θi) + exp(−θi), ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû H ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé êâàäðàòíûé êîðåíü Õîëåöêîãî H1/2
[107℄, òî åñòü íèæíå-

òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó H = H1/2HT/2
. Äàëåå èñ-

ïîëüçóåì ýòî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ Õîëåöêîãî.

�àññìàòðèâàåì îáîáùåííî-ëèíåéíóþ ìîäåëü ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè

ñ ïðàâäîïîäîáèåì p(y|X, v). Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåêòîð

ïàðàìåòðîâ w èñïîëüçóåì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå w ∼ N (w|0, A−1), ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ðàâíîìåðíîå ïñåâäîðàñïðåäåëåíèå êàê ïðåäåë ïðè A = a0In, a0 → 0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

lm(v) = log p(y|X, v), sm(v) = ∇lm(v), Hm(v) = −∂2lm(v)

∂v2
.

Îáîçíà÷èì òàêæå l̃m(v) = log p(y|X, v) + log p(w|A). Äîêàæåì ñëåäóþùóþ

ëåììó.

Ëåììà 8. Äëÿ îáîáùåííî-ëèíåéíîé ìîäåëè ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè

âûïîëíåíî

Esm(w) = 0, Esm(w)sTm(w) = Hm(w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ îáîáùåííî-ëèíåéíîé ìîäåëè

ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè èìååì

lm(v) =

m∑

i=1

c(yi) +

m∑

i=1

(vTxiyi − b(vTxi)).

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ Eyi|w, Dyi|w.

Eyi|w =

∫

c(yi)yi exp(θiyi − b(θi))dyi =
∂b

∂θ
(wTxi)

∫

c(yi) exp(θiyi − b(θi))dyi+

∂

∂θi

∫

c(yi) exp(θiyi − b(θi))dyi =
∂b

∂θ
(vTxi), (4.17)

òàê êàê

∫
c(yi) exp(θiyi − b(θi))dyi = 1.

Dyi|w =

∫

c(yi)y
2
i exp(θiyi − b(θi))dyi −

(
∂b

∂θ
(vTxi)

)2

=

∂b

∂θi

∫

c(yi)yi exp(θiyi − b(θi))dyi +
∂b

∂θ
(wTxi)

∫

c(yi)yi exp(θiyi − b(θi))dyi−
(
∂b

∂θ
(vTxi)

)2

=
∂2b

∂θ2
(wTxi). (4.18)

Òîãäà â ñèëó (4.17)

sm(w) =
m∑

i=1

xi

(

yi −
∂b

∂θ
(vTxi)

)

= 0,
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îòêóäà äëÿ ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ Hm(w) èìååì

Hm(w) =

m∑

i=1

xi
∂2b

∂θ2
(wTxi)x

T

i .

Ïîëó÷èì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ Esm(w)sTm(w). Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè öåëåâûõ

ïåðåìåííûõ îáúåêòîâ ïðè �èêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå ïîëó÷àåì

Esm(w)sTm(w) =

m∑

i=1

xi

(

yi −
∂b(wTxi)

∂θ

)2

xT

i =

m∑

i=1

xiD(yi|w)xT

i ,

îòêóäà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ Hm(w) è (4.18) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Îáîçíà÷èì Hm(w) = Hm è ââåäåì Oδ
m(w) = {v : ‖HT/2

m (v−w)‖ ≤ δ}, m =
1, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé èñòèííîãî ïàðàìåòðà w.

Òåîðåìà 10 (Fahrmeir, Kaufmann [3℄). Ïóñòü èìååòñÿ îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ ìî-

äåëü ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ èñòèííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w è ðàâ-

íîìåðíûì àïðèîðíûì ïñåâäîðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w. Ïóñòü

òàêæå

∑m
i=1 xix

T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ m ≥ m0, λmin(H(w)) → ∞ïðèm → ∞
è

∃ δ > 0, c > 0, θ > 0, m1 : ∀m ≥ m1 ∀ v ∈ Oδ
m(w) λmin(H(v)) ≥ cλ1/2+θ

max (H(w)).

Òîãäà îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ ŵ = argmaxv p(y|X, v) ñóùåñòâóåò ñ

âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè m → ∞, è ŵ
ï.í.→ w.

Ïðèâåäåì äàëåå îáîáùåíèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû íà ñëó÷àé íåòðèâèàëüíîãî

àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîçâîëÿþùåå ïåðåéòè îò êëàññè÷åñêîãî ê áàéåñîâ-

ñêîìó ïîäõîäó. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû �îðìóëèðîâàëèñü è

ðàíåå [60℄, à îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, ïîçâîëÿþùèì ðåøàòü çàäà÷ó ñòàòèñòè÷å-

ñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 16.

Òåîðåìà 11 (Àäóåíêî (2016)). Ïóñòü èìååòñÿ èìååòñÿ îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ ìî-

äåëü ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ èñòèííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w è íîð-

ìàëüíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ∼ N (w|0, A−1
m ),

ïðè÷åì ∃ c0 < ∞ : ‖Am‖ < c0 ∀m. Ïóñòü òàêæå

∑m
i=1 xix

T

i èìååò ïîëíûé ðàíã

äëÿ m ≥ m0, λmin(H(w)) → ∞ ïðèm → ∞ è

∃ δ > 0, c > 0, θ > 0, m1 : ∀m ≥ m1 ∀ v ∈ Oδ
m(w) λmin(H(v)) ≥ cλ1/2+θ

max (H(w)).

Òîãäà îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ŵ = argmaxv p(y, v|X,A)

ñóùåñòâóåò ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè m → ∞, è ŵ
ï.í.→ w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â [3℄, ÷òî èìååò ìåñòî

àñèìïòîòè÷åñêîå ñóùåñòâîâàíèå è ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå îöåíêè ìàêñèìó-

ìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ŵ ê çíà÷åíèþ èñòèííîãî ïàðàìåòðà w.



92

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è îêðåñòíîñòü Kε(w) = {v : ‖v−w‖ ≤ ε},
ñîäåðæàùóþñÿ â Oδ

m(w). Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû òðåáóåòñÿ

ïîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèå

∃m2 : ∀m ≥ m2 l̃m(v)− l̃m(w) < 0 ∀ v : ‖v −w‖ = ε.

èìååò âåðîÿòíîñòü 1, ãäå l̃m(v) = log p(y, v|X, A) åñòü ëîãàðè�ì ñîâìåñòíî-

ãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Äëÿ v ∈ ∂Kε(w) ðàññìîòðèì λ = (v − w)/ε. �àçëîæåíèå
Òåéëîðà äëÿ ëîãàðè�ìà ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â îêðåñòíîñòè w èìååò âèä

l̃m(v)− l̃m(w) = ελTs̃m − ε2λTH̃(ṽ)λ/2, ṽ ∈ [w, w], ãäå (4.19)

s̃m = sm −Aw, H̃(ṽ) = H(ṽ) +A, ãäå

sm = ∇lm(w), Hm(ṽ) = −∂2lm(ṽ)

∂v2
.

Ñ ó÷åòîì (4.19) òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ λTλ = 1 ñîáûòèå

λTs̃m

(λmaxHm(w))1/2+θ
<

ε

2

λTH̃m(ṽ)λ

(λmaxHm(w))1/2+θ
∀m ≥ m2 (4.20)

èìååò âåðîÿòíîñòü 1. Èç ëåììû 8 èìååì (Dsm)j ≤ λmaxHm(w), j = 1, . . . , n,
îòêóäà, ïîëüçóÿñü óñèëåííûì çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà, ïîëó÷èì

sm

(λmaxHm(w))1/2+θ

ï.í.→ 0 ïðèm → ∞.

Òîãäà ñ ó÷åòîì λTλ = 1, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà,

ïîëó÷èì

λTsm

(λmaxHm(w))1/2+θ

ï.í.→ 0 ïðèm → ∞.

Òîãäà

λTs̃m

(λmaxHm(w))1/2+θ
=

λTsm

(λmaxHm(w))1/2+θ
− λTAw

(λmaxHm(w))1/2+θ

ï.í.→ 0 ïðèm → ∞,

òàê êàê

∥
∥
∥
∥

λTAw

(λmaxHm(w))1/2+θ

∥
∥
∥
∥
≤ ‖λ‖c0‖w‖

(λmaxHm(w))1/2+θ

ï.í.→ 0 ïðèm → ∞,

òàê êàê λmaxHm(w) → ∞ ïðè m → ∞. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû äëÿ ïðàâîé ÷à-

ñòè (4.20) èìååì

ε

2

λTH̃m(ṽ)λ

(λmaxHm(w))1/2+θ
≥ cε/2 ∀m ≥ m1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî m2 ∀ m ≥ m2 ñîáûòèå (4.20)

èìååò âåðîÿòíîñòü 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12 (Diop et al. [2℄). Ïóñòü èìååòñÿ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåñ-

ñèè (14) ñ èñòèííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâw è ðàâíîìåðíûì àïðèîðíûì ïñåâäî-

ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w. Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ îãðàíè÷å-

íû, òî åñòü ∃C > 0 : |xij| ≤ C ∀i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Ïóñòü òàêæå ãåññèàí
H(w) (3.3) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, ïðè÷åì â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè v ∈ Oδ
m(w) âûïîëíåíî

λmax(H(v))

λmin(H(v))
= O(1),

λmin(H(w)) → ∞ ïðèm → ∞.

ÒîãäàH(ŵ)1/2(ŵ−w)
d→ N (0, In), ãäå ŵ åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè(ñì. (3.1) äëÿ A = O), à H(ŵ)1/2 åñòü êîðåíü
èç ìàòðèöû â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèÿõ Õîëåöêîãî [2℄.

Áîëåå ñëàáûå òðåáîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëü-

íîñòü, ïðèâåäåíû â [3℄. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ ëîãè-

ñòè÷åñêîé ìîäåëè, íî è äëÿ ëþáîé îáîáùåííî-ëèíåéíîé ìîäåëè ñ íàòóðàëüíîé

�óíêöèåé ñâÿçè, ÷òî äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 13 (Fahrmeir, Kaufmann [3℄). Ïóñòü èìååòñÿ îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ ìî-

äåëü ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ èñòèííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w è ðàâ-

íîìåðíûì àïðèîðíûì ïñåâäîðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w. Ïóñòü

òàêæå

∑m
i=1 xix

T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ m ≥ m0, λmin(H(w)) → ∞ïðèm → ∞
è

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

m(w)
‖H(w)−1/2H(v)H(w)−T/2 − I‖ → 0 ïðèm → ∞.

Òîãäà H(ŵ)1/2(ŵ −w)
d→ N (0, In), ãäå ŵ = argmaxv p(y, v|X, A) åñòü îöåí-

êà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, à H(ŵ)1/2 åñòü
êîðåíü èç ìàòðèöû â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèÿõ Õîëåöêîãî [3℄.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó îá àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè ìàêñè-

ìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ íåòðèâèàëüíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ íà w.

Òåîðåìà 14 (Àäóåíêî (2016)). Ïóñòü èìååòñÿ îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ íà-

òóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ èñòèííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w è íîðìàëüíûì

àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ∼ N (w|0, A−1
m ), ïðè÷åì

∃ c0 < ∞ : ‖Am‖ < c0 ∀ m. Ïóñòü òàêæå

∑m
i=1 xix

T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ

m ≥ m0, λmin(H(w)) → ∞ ïðèm → ∞ è

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

m(w)
‖H(w)−1/2H(v)H(w)−T/2 − I‖ → 0 ïðèm → ∞.

Òîãäà H̃(ŵ)1/2(ŵ −w)
d→ N (0, In), ãäå ŵ = argmaxv p(y, v|X, A) åñòü îöåí-

êà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, à

H(ŵ)1/2 åñòü êîðåíü èç ìàòðèöû â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèÿõ Õîëåöêîãî [3℄.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ñâîéñòâà, ñ�îðìóëèðîâàííûå â óñëî-

âèÿõ òåîðåìû, îòíîñèòåëüíî H âûïîëíåíû è îòíîñèòåëüíî H̃.

Ëåììà 9. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû

λmin(H̃(w)) → ∞ ïðèm → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

λmin(H̃(w)) = λmin(H(w) +A) ≥ λmin(H(w)) → ∞ ïðèm → ∞

Äîêàæåì òåïåðü âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 10. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû

∀ δ > 0 ∃mδ : ∀m ≥ mδ max
v∈Oδ

m(w)

‖H(v)‖
‖H(w)‖ ≤ n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû èìååì

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

m(w)
‖H(w)−1/2H(v)H(w)−T/2 − I‖ → 0 ïðèm → ∞.

Èç ïðèâåäåííîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷èì, ÷òî

∀ δ > 0 ∃mδ : ∀m ≥ mδ tr(H(w)−1/2H(v)H(w)−T/2) ≤ n+ 1.

Òîãäà

tr(Hm(w)−1/2Hm(v)Hm(w)−T/2) = tr(Hm(w)−1Hm(v)) ≥

λmax(Hm(v))λmin(Hm(w)−1) =
‖Hm(v)‖
‖H(w)‖ ,

îòêóäà èìååì òðåáóåìîå.

Ëåììà 11. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

m(w)
‖H̃(w)−1/2H̃(v)H̃(w)−T/2 − I‖ → 0 ïðèm → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

m(w)
‖Ṽ(v)−V(v)‖ → 0 ïðèm → ∞,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

V(v) = Hm(w)−1/2Hm(v)Hm(w)−T/2, Ṽ(v) = H̃(w)−1/2H̃(v)H̃(w)−T/2,
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îòêóäà áóäåì èìåòü òðåáóåìîå ñ ó÷åòîì

max
v∈Oδ

m(w)
‖Ṽ(v)− I‖ ≤ max

v∈Oδ
m(w)

‖Ṽ(v)−V(v)‖+ max
v∈Oδ

m(w)
‖V(v)− I‖.

Ṽm(v)−Vm(v) = (Hm(w) +A)−1/2(Hm(v) +A)(Hm(w) +A)−T/2−
Hm(w)−1/2Hm(v)Hm(w)−T/2 = (Hm(w) +A)−1/2A(Hm(w) +A)−T/2+

(

(Hm(w) +A)−1/2Hm(v)(Hm(w) +A)−T/2 −Hm(w)−1/2Hm(v)Hm(w)−T/2
)

.

(Hm(w) +A)−1/2Hm(v)(Hm(w) +A)−T/2 −Hm(w)−1/2Hm(v)Hm(w)−T/2 =
(

Hm(w)

‖Hm(w)‖ +
A

‖Hm(w)‖

)−1/2
Hm(v)

‖Hm(w)‖

(
Hm(w)

‖Hm(w)‖ +
A

‖Hm(w)‖

)−T/2

−
(

Hm(w)

‖Hm(w)‖

)−1/2
Hm(v)

‖Hm(w)‖

(
Hm(w)

‖Hm(w)‖

)−T/2

.

Èç íåïðåðûâíîñòè êîðíÿ Õîëåöêîãî [3℄ ïîëó÷àåì

(
Hm(w)

‖Hm(w)‖ +
A

‖Hm(w)‖

)−1/2

=

(
Hm(w)

‖Hm(w)‖

)−1/2

+∆m,

ãäå ‖∆m‖ → 0 ïðè m → ∞, òàê êàê

∥
∥
∥

A
‖Hm(w)‖

∥
∥
∥ ≤ c0

‖Hm(w)‖ → 0 ïðè m → ∞.

Ïîëó÷àåì òîãäà

Ṽm(v)−Vm(v) = (Hm(w) +A)−1/2A(Hm(w) +A)−T/2 +∆m
Hm(v)

‖Hm(w)‖∆
T+

∆
Hm(v)

‖Hm(w)‖

(
Hm(w)

‖Hm(w)‖

)−T/2

+

(
Hm(w)

‖Hm(w)‖

)−1/2
Hm(v)

‖Hm(w)‖∆
T.

Ñ ó÷åòîì ëåììû 10 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè m ≥ mδ

‖Ṽm(v)−Vm(v)‖ ≤ c0
‖Hm(w)‖+‖∆m‖2(n+1)+2‖∆m‖(n+1) → 0ïðè m → ∞,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îáîçíà÷èì Õδ
m(w) = {v : ‖H̃T/2

m (v −w)‖ ≤ δ} è ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü

ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû Oδ
m(w) è Õδ

m(w).

Ëåììà 12. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíåíî ∀m ∀ δ > 0 Õδ
m(w) ⊆ Oδ

m(w) è

∀ m ≥ m0 ∀ δ > 0 Oδ
m(w) ⊆ Õ

κm0
δ

m (w), ãäå κm0
≥ 1 è κm0

→ 1 ïðè m0 → ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ Õδ
m(w). Ïîêàæåì, ÷òî v ∈ Oδ

m(w). Èìååì

(v −w)THm(w)(v−w) ≤ (v −w)T(Hm(w) +A)(v−w) ≤ δ2

â ñèëó òîãî, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, îòêóäà èìååì v ∈
Oδ

m(w).
Ïóñòü òåïåðü v ∈ Oδ

m(w), òîãäà

(v −w)T(Hm(w) +A)(v−w) ≤ δ2 + ‖A‖‖v −w‖2 ≤ δ2
(

1 +
c0

λminHm(w)

)

.

Ñ ó÷åòîì λminHm(w) → ∞ ïðè m → ∞, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå äëÿ κm0
=

√

1 +
c0

minm≥m0
λminHm(w)

.

Ëåììà 13. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíåíî

∀ η > 0 ∃ δ > 0 ∃ m̃ : P(‖H̃m(w)T/2(ŵ −w)‖ ≤ δ) ≥ 1− η ∀ m ≥ m̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì äàëåå Hm(w) = Hm. Äëÿ ∀ m, δ > 0 ñîáûòèå

lm(v)− lm(w) < 0 ∀ v ∈ ∂Õδ
m(w)

îçíà÷àåò íàëè÷èå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â Õδ
m(w), îòêóäà â ñèëó åäèíñòâåííî-

ñòè ìàêñèìóìà ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîëó÷èì ŵ ∈ Õδ
m(w), ÷òî è òðåáó-

åòñÿ ïîêàçàòü.

Äëÿ v ∈ ∂Õδ
m(w) èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ëîãàðè�ìà ñîâìåñòíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ â îêðåñòíîñòè w

lm(v)− lm(w) = δλTH̃−1/2
m s̃m − δ2λTṼm(ṽ)λ/2, ṽ ∈ [w, v],

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

λ = H̃T/2
m (v −w)/δ, λTλ = 1.

Ñ ó÷åòîì maxλ λ
TH̃

−1/2
m s̃m = ‖H̃−1/2

m s̃‖ äëÿ λTλ = 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

∀ η > 0 ∃ δ > 0 ∃ m̃ : ∀ m ≥ m̃ P(‖H̃−1/2
m s̃m‖2 < δ2λ2

minṼm(ṽ)/4) ≥ 1− η.

Èç ëåìì 11, 12 ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ δ > 0 ∃ m′
δ : ∀ m ≥ m′

δ λminṼm(ṽ) ≥ 1/2 ∀ ṽ ∈ Õδ
m(w).

Äëÿ E‖H̃−1/2
m s̃m‖2 èìååì

E‖H̃−1/2
m s̃m‖2 = E‖H̃−1/2

m (sm−Aw)‖2 ≤ 2E‖H̃−1/2
m sm‖2+2‖A‖2‖w‖2‖H̃−1/2

m ‖ ≤
2EsTmH̃

−1
m sm + 2c0‖w‖2/λminHm ≤ 2EsTmH

−1
m sm + 2c0‖w‖2/λminHm =

2 tr(H−1
m Esms

T

m) + 2c0‖w‖2/λminHm = 2n+ 2c20‖w‖2/λminHm ≤ 4n ∀ m ≥ m′′,
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ãäå m′′
âûáðàíî èç óñëîâèÿ ∀ m ≥ m′′ λminHm ≥ c20‖w‖2. Òîãäà, ïîëüçóÿñü

íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà, ïîëó÷èì äëÿ m ≥ max(m′
δ, m

′′)

P(‖H̃−1/2
m s̃m‖2 < δ2λ2

minṼm(ṽ)/4) ≥ P(‖H̃−1/2
m s̃m‖2 < δ2/16) ≥ 1− 64n/δ2.

Âûáðàâ δ2 = 64n/η è m̃ = max(m′
δ, m

′′), ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Ëåììà 14 (Fahrmeir, Kaufmann [3℄). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû

Hm(w)−1/2sm
d→ N (0, In).

Ëåììà 15. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû

H̃m(w)−1/2s̃m
d→ N (0, In).

Äîêàçàòåëüñòâî.

H̃m(w)−1/2s̃m = (Hm +A)−1/2(sm −Aw) = (Hm +A)−1/2sm − H̃m(w)−1/2Aw.

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èìååì

‖H̃m(w)−1/2Aw‖ ≤ ‖A‖‖w‖‖H̃m(w)−1/2‖ ≤ c0‖w‖/λmin(Hm(w)) → 0

ïðè m → ∞. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè êîðíÿ Õîëåöêî-

ãî [3℄ èìååì

(Hm +A)−1/2sm =

(
Hm

‖Hm‖
+

A

‖Hm‖

)−1/2
sm

‖Hm‖1/2
= H−1/2

m sm +
∆msm

‖Hm‖1/2
,

ãäå ‖∆m‖ → 0 ïðè m → ∞. Èç ëåììû 8

E
∆msm

‖Hm‖1/2
= 0,

E

(
∆msm

‖Hm‖1/2
)

T

(
∆msm

‖Hm‖1/2
)

≤ ‖∆m‖2
n‖Hm‖
‖Hm‖

= n‖∆m‖2 → 0 ïðè m → ∞.

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà, ïîëó÷àåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

P

(∥
∥
∥
∥
(
∆msm

‖Hm‖1/2
∥
∥
∥
∥
> ε

)

= P

((
∆msm

‖Hm‖1/2
)

T

(
∆msm

‖Hm‖1/2
)

> ε2
)

≤

n‖∆m‖2
ε2

→ 0 ïðè m → ∞,

îòêóäà

∆msm

‖Hm‖1/2
P→ 0 ïðè m → ∞,

îòêóäà ñ ó÷åòîì ëåììû 14 è òåîðåìû Ñëóöêîãî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

H̃m(w)−1/2s̃m
d→ N (0, In).
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñðåä-

íåì äëÿ ðàçëîæåíèÿ s̃m â îêðåñòíîñòè ŵ, ïîëó÷èì

s̃m(w)− s̃m(ŵ) = s̃m(w) =

[∫ 1

0

H̃m(w + t(ŵ −w))dt

]

(ŵ −w),

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïîíèìàåòñÿ ïîýëåìåíòíî è ó÷òåíî, ÷òî s̃m(ŵ) = 0. Óìíî-

æèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà H̃
−1/2
m , ïîëó÷èì

H̃−1/2
m s̃m =

[∫ 1

0

Ṽm(w + t(ŵ −w))dt

]

H̃T/2
m (ŵ −w).

Èç ëåìì 11 è 12 ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ ε > 0 ∃ mε : ∀ m ≥ mε max
v∈Oδ

m(w)
‖Ṽm(v)− In‖ < ε.

Ñ ó÷åòîì ëåìì 12 è 13 ŵ ∈ Oδ
m(w) âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü óãîäíî

áëèçêîé ê 1 ïóòåì âûáîðà δ, îòêóäà ïîëó÷àåì

Ṽm(ŵ)
P→ In.

∀ ε > 0 ∃ mε : ∀ m ≥ mε

∥
∥
∥
∥

∫ 1

0

Ṽm(w + t(ŵ −w))dt− I

∥
∥
∥
∥
≤
∫ 1

0

εdt = ε,

åñëè ŵ ∈ Oδ
m(w), ÷òî ñ ó÷åòîì ëåìì 12 è 13, âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñêîëü

óãîäíî áëèçêîé ê 1 ïóòåì âûáîðà δ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
∫ 1

0

Ṽm(w + t(ŵ −w))dt
P→ In. (4.21)

Òîãäà èç ëåììû 15 è òåîðåìû Ñëóöêîãî ñ ó÷åòîì (4.21) ïîëó÷àåì

H̃T/2
m (w)(ŵ−w)

d→ N (0, In).

Îñòàëîñü äîêàçàòü êîððåêòíîñòü çàìåíû H̃
T/2
m (w) íà H̃

T/2
m (ŵ) ñ ñîõðàíåíèåì

àñèìïòîòèêè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

H̃T/2
m (ŵ)H̃−T/2

m (w)
P→ In,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ïóòåì òðàíñïîíèðîâàíèÿ

H̃−1/2
m (w)H̃1/2

m (ŵ)
P→ In,

òàê êàê òîãäà, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ñëóöêîãî, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Ìàòðèöà

H̃
−1/2
m (w)H̃

1/2
m (ŵ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì Õîëåöêîãî äëÿ ìàòðèöû

H̃−1/2
m (w)H̃1/2

m (ŵ)
(

H̃−1/2
m (w)H̃1/2

m (ŵ)
)
T

= Ṽm(ŵ)
P→ In.
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Òîãäà ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè êîðíÿ Õîëåöêîãî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î íåïðå-

ðûâíîì îòîáðàæåíèè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå

H̃−1/2
m (w)H̃1/2

m (ŵ) = Ṽm(ŵ)1/2
P→ I1/2n = In.

Ïîëó÷èì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ �óíêöèè ñõîäñòâà s-

s
ore äëÿ ïàðû îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè â

óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé, êîãäà äëÿ îäíîé èç ìî-

äåëåé ïàðàìåòð w èçâåñòåí òî÷íî (ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå ïî âûáîðêå áåñêîíå÷-

íîãî ðàçìåðà (ñì. òåîðåìó 11), åñëè â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè àïîñòåðèîðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îòìåòèì, ÷òî êëàññè-

÷åñêèé ñëó÷àé âêëàäûâàåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìûé ïóòåì âûáîðà Am = O.

Òåîðåìà 15 (Àäóåíêî (2016)). Ïóñòü èìååòñÿ äâå îáîáùåííî-ëèíåéíûå ìîäå-

ëè ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ îäèíàêîâûì èñòèííûì âåêòîðîì ïàðà-

ìåòðîâ w è íîðìàëüíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ

w ∼ N (w|0, A−1
mk), k = 1, 2, ïðè÷åì ∃ ck0 < ∞ : ‖Ak

mk‖ < ck0 ∀ mk, k = 1, 2.
Ïóñòü òàêæå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w äëÿ âòîðîé ìîäåëè èçâåñòíî òî÷-

íî. Ïóñòü äëÿ ïåðâîé ìîäåëè âûïîëíåíî, ÷òî

∑m1

i=1 xix
T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ

m1 ≥ m0, λmin(Hm1(w)) → ∞ ïðè m1 → ∞ è

∀ δ > 0 max
v∈Oδ

m1
(w)

‖Hm1(w)−1/2Hm1(v)Hm1(w)−T/2 − I‖ → 0 ïðè m1 → ∞.

Òîãäà −2 log s-s
ore = (ŵ−w)TH̃m1(ŵ)(ŵ−w)
d→ χ2(n), ãäå ŵ åñòü îöåíêà ìàê-

ñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè(ñì. (3.1)

äëÿ A = A1
m1), Hm1(ŵ)1/2 åñòü êîðåíü èç ìàòðèöû â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèÿõ

Õîëåöêîãî [3℄, à m1
� ÷èñëî îáúåêòîâ â âûáîðêå äëÿ ïåðâîé ìîäåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû âûïîëíåíà òåîðå-

ìà 14, à ïîòîìó äëÿ ïåðâîé ìîäåëè èìååì

ξm1 = H̃m1(ŵ)1/2(ŵ −w)
d→ N (0, In) ïðè m1 → ∞.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó-

÷àéíûõ âåêòîðîâ {ξm1}, m1 = 1, 2, . . . äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f(ξ) =
ξTξ, ïîëó÷àåì

f(ξm1) = ξTm1ξm1 = (ŵ −w)TH̃(ŵ)(ŵ −w)
d→ χ2(n),

òàê êàê äëÿ ξ̃ ∼ N (0, In) âûïîëíåíî

f(ξ̃) =
n∑

j=1

ξ̃2j ∼ χ2(n).
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Òåîðåìà 16 (Àäóåíêî (2016)). Ïóñòü èìååòñÿ äâå îáîáùåííî-ëèíåéíûå ìîäå-

ëè ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ îäèíàêîâûì èñòèííûì âåêòîðîì ïàðà-

ìåòðîâ w è íîðìàëüíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ

w ∼ N (w|0, A−1
mk), k = 1, 2, ïðè÷åì ∃ ck0 < ∞ : ‖Ak

mk‖ < ck0 ∀ mk, k = 1, 2.

Ïóñòü äëÿ îáåèõ ìîäåëåé âûïîëíåíî, ÷òî

∑mk

i=1 xix
T

i èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ

mk ≥ mk
0, k = 1, 2, λmin(Hmk(w)) → ∞ ïðè mk → ∞, k = 1, 2 è

∀δ > 0 max
v∈Oδ

mk (w)
‖Hmk(w)−1/2Hmk(v)Hmk(w)−T/2−I‖ → 0 ïðè mk → ∞, k = 1, 2.

Ïóñòü òàêæå

‖H̃m1(ŵ1)‖‖H̃−1
m2(ŵ2)‖ P→ 0 ïðèm = min(m1, m2) → ∞. (4.22)

Òîãäà −2 log s-s
ore = (ŵ2− ŵ1)
T(H̃−1

m1(ŵ1)+ H̃−1
m2(ŵ2))

−1(ŵ2− ŵ1)
d→ χ2(n), ãäå

ŵk, k = 1, 2 åñòü îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè k = 1, 2, Hmk(ŵk)
1/2

åñòü êîðåíü èç ìàòðèöû â òåðìèíàõ

ðàçëîæåíèÿõ Õîëåöêîãî [3℄, à mk
� ÷èñëî îáúåêòîâ â âûáîðêå äëÿ ìîäåëè k =

1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì H̃1 = H̃m1(ŵ1), H̃2 = H̃m2(ŵ2). Çà�èêñèðóåì
ïðîèçâîëüíûå 1 > η > 0 è 1 > εn > 0. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì, ÷òî

∃ m′ : ∀ m ≥ m′ P(‖H̃1‖‖H̃−1
2 ‖ ≤ ε) ≥ 1− η.

Òîãäà ñ ó÷åòîì ε < 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1− η èìååì

−2 log s-s
ore = (ŵ2−ŵ1)
TH̃1(ŵ2−ŵ1)+(ŵ2−ŵ1)

TH̃1

∞∑

l=1

(−1)l(H̃−1
2 H̃1)

l(ŵ2−ŵ1).

Ñ ó÷åòîì

∣
∣
∣
∣
∣
(ŵ2 − ŵ1)

TH̃1

∞∑

l=1

(−1)l(H̃−1
2 H̃1)

l(ŵ2 − ŵ1)

∣
∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

l=1

(ŵ2 − ŵ1)
TH̃1(H̃

−1
2 H̃1)

l(ŵ2 − ŵ1) =

∞∑

l=1

tr
(

(H̃−1
2 H̃1)

l(ŵ2 − ŵ1)(ŵ2 − ŵ1)
TH̃1

)

≤

∞∑

l=1

tr((H̃−1
2 H̃1)

l)(ŵ2 − ŵ1)
TH̃1(ŵ2 − ŵ1) ≤

∞∑

l=1

(nε)l(ŵ2 − ŵ1)
TH̃1(ŵ2 − ŵ1) =

nε

1− nε
(ŵ2 − ŵ1)

TH̃1(ŵ2 − ŵ1).
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ïîëó÷àåì, ÷òî

P

(∣
∣
∣−2 log s-s
ore/(ŵ2 − ŵ1)

TH̃1(ŵ2 − ŵ1)− 1
∣
∣
∣ ≤ nε

1− nε

)

≥ 1− η,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε è η ïîëó÷èì

−2 log s-s
ore/(ŵ2 − ŵ1)
TH̃1(ŵ2 − ŵ1)

P→ 1. (4.23)

(ŵ2 − ŵ1)
TH̃1(ŵ2 − ŵ1) = (ŵ2 −w)TH̃1(ŵ2 −w) + (ŵ1 −w)TH̃1(ŵ1 −w)+

2(ŵ2 −w)TH̃1(ŵ1 −w). (4.24)

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû èç òåîðåìû 15 ïîëó÷àåì, ÷òî

(ŵk −w)TH̃k(ŵk −w)
d→ χ2(n) ïðè m → ∞, k = 1, 2. (4.25)

Ïîêàæåì, ÷òî

‖H̃1‖‖ŵ2 −w‖2 P→ 0, (4.26)

Èç (4.25) çàêëþ÷àåì, ÷òî

∀ ε > 0 ∃ mε, ∃ cε : ∀ mk ≥ mε P((ŵk −w)TH̃k(ŵk −w) > cε) < ε.

Òîãäà äëÿ ìîäåëè k = 2 ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì

(ŵ2 −w)TH̃2(ŵ2 −w) ≥ λmin(H̃2)‖ŵ2 −w‖2

∀ ε > 0 ∃ mε, ∃ cε : ∀ mk ≥ mε P(λmin(H̃2)‖ŵ2 −w‖2 > cε) < ε.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû èç ñõîäèìîñòè

‖H̃1‖‖H̃−1
2 ‖ P→ 0 ïðè m → ∞

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî cε

∀ η > 0 ∀ δ > 0 ∃ mδ : ∀ m ≥ mδ P

(

λmax(H̃1)

λmin(H̃2)
<

δ

cε

)

> 1− η.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ ε > 0 ∀ η > 0 ∀ δ > 0 ∃ m′′ = max(mε, mδ) : ∀ m ≥ m′′

P

(

‖H̃1‖‖ŵ2 −w‖2 < δ
)

> 1− ε− η,

÷òî êàê ðàç è îçíà÷àåò òðåáóåìîå (4.26). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

(ŵ2 −w)TH̃1(ŵ2 −w)
P→ 0 ïðè m → ∞,

(ŵ1 −w)TH̃1(ŵ2 −w)
P→ 0 ïðè m → ∞.
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Îòìåòèì, ÷òî (4.27) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (4.26), òàê êàê

(ŵ2 −w)TH̃1(ŵ2 −w) ≤ ‖H̃1‖‖ŵ2 −w‖2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4.28) çàìåòèì, ÷òî

(ŵ1 −w)TH̃1(ŵ2 −w) = (ŵ2 −w)TH̃
1/2
1 H̃

T/2
1 (ŵ1 −w).

Èç óñëîâèé òåîðåìû â ñèëó òåîðåìû 14 èìååì

H̃
T/2
1 (ŵ1 −w)

d→ N (0, In) ïðè m → ∞,

à â ñèëó (4.26)

(ŵ2 −w)TH̃
1/2
1

P→ 0 ïðè m → ∞.

Îòñþäà èç òåîðåìû Ñëóöêîãî èìååì (4.28).

Òàêèì îáðàçîì, èç (4.23), (4.24) è ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ïåð-

âîãî (4.27) è ïîñëåäíåãî (4.28) ñëàãàåìûõ â (4.24) ïî òåîðåìå Ñëóöêîãî â ñè-

ëó (4.25) äëÿ k = 1 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

−2 log s-s
ore = (ŵ2−ŵ1)
T(H̃−1

m1(ŵ1)+H̃−1
m2(ŵ2))

−1(ŵ2−ŵ1)
d→ χ2(n) ïðè m → ∞.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà ñïðàâåäëèâû íå òîëü-

êî äëÿ ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, íî è äëÿ âñåõ îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìî-

äåëåé ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè è íîðìàëüíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíè-

åì èëè ðàâíîìåðíûì ïñåâäîðàñïðåäåëåíèåì íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ ïðè èñïîëü-

çîâàíèè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 16 íå òðåáóåò íåçàâèñèìîñòè ìíîæåñòâà

îáúåêòîâ, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà ìîäåëåé, à ïîòîìó îíà ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê àñèìïòîòè÷åñêèé ðåçóëüòàò è äëÿ ìîäåëåé ñ ïåðåñåêàþùè-

ìèñÿ ìíîæåñòâàìè îáúåêòîâ. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî òðåáîâàíèå (4.22) íå âû-

ïîëíåíî, íàïðèìåð, äëÿ ñîâïàäàþùèõ ìîäåëåé è íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà

ïåðåñå÷åíèå âûáîðîê è ñîîòíîøåíèå èõ ðàçìåðîâ.

Çàìå÷àíèå 3. Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïðè èçâåñòíîé äèñ-

ïåðñèè øóìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííî-ëèíåéíîé ìîäåëè ñ

íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â äàííîì ðàç-

äåëå, ïðèìåíèìû è ê íåé. Îäíàêî åå ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïðè íîðìàëüíîñòè

øóìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-

íûì, à ïîòîìó ñîâïàäàåò ñî ñâîåé àïïðîêñèìàöèåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå óäàåòñÿ

ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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�àñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé �óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore â óñëîâèÿõ èñòèí-

íîñòè ãèïîòåçû H0 î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé äëÿ ïàðû ìîäåëåé ëèíåéíîé

ðåãðåññèè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé äëÿ ëèíåé-

íîé ðåãðåññèè â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ïî êîòîðûì ïîñòðîåíû ìîäå-

ëè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè îáó÷åíèè ïî îãðîì-

íûì âûáîðêàì, êîãäà ïðåäïî÷òèòåëüíåå îêàçûâàåòñÿ îáó÷åíèå ïî ïîäâûáîðêàì,

à çàòåì êîìáèíàöèÿ ðåçóëüòàòîâ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ãîëîñîâàíèÿ.

Ïîäõîä êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

�àññìîòðèì äâå ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè f1 è f2. Ïóñòü w1 è w2 åñòü

íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëÿì f1 è f2, à (X1, y1) è (X2, y2)
åñòü âûáîðêè, ïîëó÷åííûå èç f1 è f2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàåì ïðè ýòîì, ÷òî

îáúåêòû â ïåðâîé è âòîðîé âûáîðêàõ ðàçíûå. Òîãäà èìååì ñëåäóþùèå ìîäåëè

y1 = X1w1 + ε1, ε1 ∼ N (0, σ2
1I),

y2 = X2w2 + ε2, ε2 ∼ N (0, σ2
2I).

Îöåíêè ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé èìåþò âèä

ŵk = (XT

kXk)
−1XT

kyk. (4.29)

Îíè èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ ŵ1 ∼ N (w1, σ2
1(X

T

1X1)
−1) è ŵ2 ∼

N (w2, σ2
2(X

T

2X2)
−1). Îäíàêî ïàðàìåòðû w1 è w2 íåèçâåñòíû. Â óñëîâè-

ÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû H0 î ñîâïàäåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, òî åñòü

w1 = w2 = w, èìååì ŵ1 ∼ N (w, σ2
1(X

T

1X1)
−1) è ŵ2 ∼ N (w, σ2

2(X
T

2X2)
−1).

Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè èìååì

∆w = ŵ1 − ŵ2 ∼ N (0, σ2
1(X

T

1X1)
−1 + σ2

2(X
T

2X2)
−1).

Åñëè σ2
1 è σ2

2 èçâåñòíû, òî

s = (∆w)T(σ2
1(X

T

1X1)
−1 + σ2

2(X
T

2X2)
−1)−1(∆w) ∼ χ2(n).

Òîãäà êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ Ωα äëÿ ãèïîòåçû H0 ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü s > tnα, ãäå t

n
α åñòü 1 − α êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ χ2(n). Ýòî

æå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S = exp(−s
2) < exp(− tnα

2 ),

ãäå S � çíà÷åíèå s-s
ore äëÿ äàííîé ïàðû ðàñïðåäåëåíèé.

Ïóñòü òåïåðü σ2
1 è σ2

2 íåèçâåñòíû. Òîãäà çàìåíèì σ2
1 è σ2

2 íà èõ íåñìåùåííûå

îöåíêè σ̂2
1 è σ̂2

2

σ̂2
1 =

(y1 −X1ŵ1)
T(y1 −X1ŵ1)

m1 − n
, σ̂2

2 =
(y2 −X2ŵ2)

T(y2 −X1ŵ2)

m2 − n

â �îðìóëå äëÿ ñòàòèñòèêè s.
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Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü âûïîëíåíà ãèïîòåçà H0 î ñîâïàäåíèè ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëåé. Ïóñòü òàêæå îáúåêòû ïîñòóïàþò òàêèì îáðàçîì, ÷òî

λmax(X
T

1X1)

λmin(XT

1X1)
= o(

√
m1) ïðèm1 → ∞,

λmax(X
T

2X2)

λmin(XT

2X2)
= o(

√
m2) ïðèm2 → ∞.

Òîãäà ïðè m1, m2 = Θ(m1) → ∞ s
d→ χ2(n).

Äîêàçàòåëüñòâî.

s = (∆w)T(Σ+∆Σ)−1(∆w) = (∆w)Σ−1(∆w)+

(∆w)TΣ−1

( ∞∑

k=1

(∆ΣΣ−1)k

)

(∆w) = s0 +∆s,

ãäåΣ = σ2
1(X

T

1X1)
−1+σ2

2(X
T

2X2)
−1,∆Σ = (σ̂2

1−σ2
1)(X

T

1X1)
−1+(σ̂2

2−σ2
2)(X

T

2X2)
−1
,

÷òî ïîëó÷åíî ñ ó÷åòîì

‖∆ΣΣ−1‖ ≤ ‖∆Σ‖‖Σ−1‖ ≤ ‖∆Σ‖
‖Σ‖ ‖Σ−1‖‖Σ‖ ≤

‖∆Σ‖
‖Σ‖ max

(
λmax(X

T

1X1)

λmin(XT

1X1)
,
λmax(X

T

2X2)

λmin(XT

2X2)

)

≤ max

( |σ̂2
1 − σ2

1|
σ2
1

,
|σ̂2

2 − σ2
2|

σ2
2

)

max

(
λmax(X

T

1X1)

λmin(XT

1X1)
,
λmax(X

T

2X2)

λmin(XT

2X2)

)
p→ 0 ïðè m1, m2 → ∞,

òàê êàê èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà èìååì

P(|σ̂2
1 − σ2

1| ≥ εσ2
1) ≤

Dσ̂1
2

ε2σ4
1

=
2

ε2(m1 − n)
,

P(|σ̂2
2 − σ2

2| ≥ εσ2
2) ≤

Dσ̂2
2

ε2σ4
2

=
2

ε2(m2 − n)
,

îòêóäà

P

(

max

( |σ̂2
1 − σ2

1|
σ2
1

,
|σ̂2

2 − σ2
2|

σ2
2

)

≥ ε

)

= O

(
1

m1
+

1

m2

)

.

Òîãäà äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè äëÿ s èìååì ïî âåðîÿòíîñòè

∣
∣
∣
∣
∣
(∆w)TΣ−1

( ∞∑

k=1

(∆ΣΣ−1)k

)

(∆w)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 2‖∆w‖‖Σ−1‖‖∆ΣΣ−1‖‖∆w‖

Îòñþäà èìååì ïî âåðîÿòíîñòè äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî

∆s =

(
1

m1
+

1

m2

)

max

(
λmax(X

T

1X1)

λmin(X
T

1X1)
,
λmax(X

T

2X2)

λmin(X
T

2X2)

)2

= o(1) ïðèm1, m2 → ∞.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì òðåáóåìîå.
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Îáîáùèì ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå è ñ�îðìóëèðóåì åãî áåçîòíîñèòåëüíî ê

êîíêðåòíîé ðåøàåìîé çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ ìîäåëåé.

Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîìåðíûõ íîðìàëü-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ wm ∼ N (w0, Σm), wm ∈ Rn
. �àññìîòðèì sm =

(wm−vm)
T(Σm+∆Σm)

−1(wm−vm). Ïóñòü ‖∆Σm‖‖Σ−1
m ‖q1(m)

p→ 0 ïðèm → ∞,

λmax(Σm)/λmin(Σm) = o(q1(m)), ïðè÷åì q1(m) ≥ 1 åñòü âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ
è q1(m) → ∞ ïðè m → ∞. Ïóñòü vm åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåê-

òîðîâ, äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõîäèìîñòü

‖vm −w0‖2‖Σ−1
m ‖mβ p→ 0.

Òîãäà sm
d→ χ2(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì sm â ñëåäóþùåì âèäå

sm = (wm − vm)
T(Σm +∆Σm)

−1(wm − vm) =

(wm −w0)
T(Σm +∆Σm)

−1(wm −w0) + (w0 − vm)
T(Σm +∆Σm)

−1(w0 − vm)+

2(w0 − vm)
T(Σm +∆Σm)

−1(wm −w0) = s′ + s
′′

+ s
′′′

.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ñóììå ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê

íóëþ.

s
′′

= ‖(w0 − vm)
T(Σm +∆Σm)

−1(w0 − vm)‖ ≤ ‖w0 − vm‖2‖(Σm +∆Σm)
−1‖ ≤

≤ ‖w0 − vm‖2‖Σ−1
m ‖‖(I+Σ−1

m ∆Σm)
−1‖.

�àññìîòðèì òîëüêî òå èñõîäû Ω′
, äëÿ êîòîðûõ ‖∆Σm‖‖Σ−1

m ‖ ≤ 1/2. Âåðîÿò-
íîñòü òàêèõ èñõîäîâ P(Ω′) → 1 ïðè m → ∞ â ñèëó γ > 0. Òîãäà

‖(I+Σ−1
m ∆Σm)

−1‖ ≤ 1

1− ‖Σ−1
m ‖‖∆Σm‖

≤ 2.

Îêîí÷àòåëüíî â ñèëó P(Ω′) → 1 ïðè m → ∞ èìååì

‖(w0 − vm)
T(Σm +∆Σm)

−1(w0 − vm)‖ p→ 0 ïðèm → ∞.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî s
′′′

äëÿ òåõ æå Ω′
èìååì

s
′′′

= (w0 − vm)
T(Σm +∆Σm)

−1(wm −w0) ≤ 2‖w0 − vm‖‖Σ−1
m ‖‖wm −w0‖.

Äëÿ ‖wm −w0‖ èìååì

P(‖wj
m −w

j
0‖ ≥ g(m)

√

‖Σm‖) → 0 ïðèm → ∞
äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé �óíêöèè g(m) : g(m) → ∞ ïðèm → ∞.
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Âûáåðåì òå èñõîäû Ω′′
èç Ω′

, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî ‖wj
m − w

j
0‖ ≤

g(m)
√

‖Σm‖ âûïîëíåíî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n. Äëÿ òàêèõ èñõîäîâ èìååì

s
′′′ ≤ 2‖Σ−1

m ‖‖w0 − vm‖g(m)
√
n
√

‖Σm‖ =

2g(m)
√

‖w0 − vm‖2‖Σ−1
m ‖ (‖Σ−1

m ‖‖Σm‖).
Â ñèëó ‖Σ−1

m ‖‖Σm‖ = O(q1(m)) âûáåðåì

g(m) =

(
q1(m)

‖Σ−1
m ‖‖Σm‖

)1/2

,

òîãäà

s
′′′ ≤ 2

√

‖w0 − vm‖2‖Σ−1
m ‖q1(m)

p→ 0,

îòêóäà èìååì òðåáóåìîå èç óñëîâèÿ è P(Ω′′) → 1 ïðè m → ∞. �àññìîòðèì

òåïåðü s′.

s′ = (wm −w0)
T(Σm +∆Σm)

−1(wm −w0) = (wm −w0)Σ
−1
m (wm −w0)+

+ (wm −w0)
TΣ−1

m

( ∞∑

k=1

(∆ΣmΣ
−1
m )k

)

(wm −w0) = s0 +∆s.

�àññìîòðèì èñõîäû Ω′′′
, äëÿ êîòîðûõ

‖∆Σm‖‖Σ−1
m ‖ ≤ 1

2q1(m)
.

Èç óñëîâèÿ èìååì P(Ω′′′) → 1 ïðè m → ∞.

∆s ≤ 2‖wm −w0‖2‖Σ−1
m ‖‖Σ−1

m ‖‖∆Σm‖.
Âûáåðåì òå èñõîäû Ω̃ èç Ω′′′

, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî ‖wj
m − w

j
0‖ ≤

g(m)
√

‖Σm‖ âûïîëíåíî äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n. Äëÿ èñõîäîâ èç Ω̃ èìååì

∆s ≤ ng2(m)(‖Σm‖‖Σ−1
m ‖)/q1(m).

Â ñèëó ‖Σ−1
m ‖‖Σm‖ = o(q1(m)) âûáåðåì

g(m) =

(
q1(m)

‖Σ−1
m ‖‖Σm‖

)1/4

,

òîãäà

∆s ≤ n

√

‖Σm‖‖Σ−1
m ‖

q1(m)
= o(1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∆s
p→ 0 ïðè m → ∞. Ïîëó÷àåì, ÷òî

sm = s+∆s+ s
′′

+ s
′′′ d→ χ2(n) ïðèm → ∞,

ïîñêîëüêó s ∼ χ2(n), à ∆s+ s
′′

+ s
′′′ p→ 0 ïðè m → ∞, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Ïîäõîä áàéåñîâñêîé ñòàòèñòèêè.

Â áàéåñîâñêîì ïîäõîäå ïàðàìåòðû ëèíåéíîé ðåãðåññèè w1 è w2 ñ÷èòàþòñÿ

íå �èêñèðîâàííûìè, à ïîëó÷àþùèìèñÿ èç íåêîòîðûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé p1(w1) è p2(w2). Ïîäõîä êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðè ýòîì ìîæíî ñìîäå-

ëèðîâàòü, âûáðàâ â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äâà ðàâíîìåðíûõ ïñåâ-

äîðàñïðåäåëåíèÿ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn
.

Êàê è ðàíåå ïóñòü (X1, y1) è (X2, y2) åñòü âûáîðêè, ïîëó÷åííûå èç f1 è f2
ñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàåì ïðè ýòîì, ÷òî îáúåêòû â ïåðâîé è âòîðîé âûáîðêàõ

ðàçíûå. Òîãäà èìååì ñëåäóþùèå ìîäåëè

y1 = X1w1 + ε1, ε1 ∼ N (0, σ2
1I), w1 ∼ p1(w1)

y2 = X2w2 + ε2, ε2 ∼ N (0, σ2
2I), w2 ∼ p2(w2).

Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî p1(w1) è p2(w2) åñòü íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü

p1(w1) = N (w1|v1, Σ
−1
1 ), p2(w2) = N (w2|v2, Σ

−1
2 ).

Ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèè ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èìåþò âèä

p(yk,wk|Xk) = p(yk|Xk,wk)p(wk) = N (yk−Xkwk|0, σ2
kI)N (wk|vk,Σ

−1
k ), k = 1, 2.

Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé Áàéåñà, ïîëó÷àåì äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ w1 è w2

p(wk|Xk, yk) =
p(yk, wk|Xk)

p(yk|Xk)
∝ p(yk, wk|Xk), k = 1, 2,

îòêóäà p(wk|Xk, yk) = N (wk|ŵk, Σ̃
−1
k ), ãäå

ŵk =

(

Σk +
1

σ2
k

XT

kXk

)−1(

Σkvk +
1

σ2
k

XT

kyk

)

åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè, à

Σ̃k = Σk +
1

σ2
k

XT

kXk, k = 1, 2.

Òîãäà äëÿ s-s
ore äëÿ ïàðû àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé èìååì

−2 log s = (ŵ2− ŵ1)
T

((

Σ1 +
1

σ2
1

XT

1X1

)−1

+

(

Σ2 +
1

σ2
2

XT

2X2

)−1
)−1

(ŵ2− ŵ1).

Íàéäåì äàëåå ðàñïðåäåëåíèå −2 log s â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû H0 î ñîâ-

ïàäåíèè ìîäåëåé, òî åñòü â óñëîâèÿõ òîãî, ÷òî w1 = w2 = w. Â óñëîâèÿõ èñ-

òèííîñòè ãèïîòåçû H0 èìååì

ŵk|w ∼ N (mk, Ωk), ãäå
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mk = w + (Σk +Ak)
−1Σk(vk −w),

Ωk = (Σk +Ak)
−1(I−Σk(Σk +Ak)

−1) = Σ̃−1
k − Σ̃−1

k ΣkΣ̃
−1
k ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Ak =
1
σ2

k

XT

kXk.

�àññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå âûðàæåíèå äëÿ −2 log s. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

bk = Σ̃k
−1
Σk(vk −w), k = 1, 2.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè λmin(X
T

kXk) → ∞ ïðè mk → ∞, k = 1, 2 ïîëó÷èì,

÷òî ‖bk‖ → 0 ïðè mk → ∞, òàê êàê ‖Σ̃k‖ → ∞ ïðè mk → ∞. Ñ�îðìóëè-

ðóåì óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðåäûäóùèì, îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ −2 log s.

Óòâåðæäåíèå 11. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè, îïèñàííûå

âûøå. Ïóñòü òàêæå äëÿ íåêîòîðîé âîçðàñòàþùåé �óíêöèè q1(m) òàêîé, ÷òî
q1(m) → ∞ ïðè m → ∞ âûïîëíåíî

λmax(X
T

kXk)

λmin(XT

kXk)
= o(q1(mk)) ïðèmk → ∞, k = 1, 2,

λmin(X
T

kXk) = Ω(q21(mk)) ïðèmk → ∞, k = 1, 2.

Òîãäà −2 log s
d→ χ2(n) ïðè m1, m2 → ∞, åñëè q1(m2)/q1(m1) = Θ(1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìîå âûïîëíåíî â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëî-

âèé óòâåðæäåíèÿ 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèåm = max(m1, m2). Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïðè m1, m2 → ∞

‖b2 − b1‖2‖(Ω1 +Ω2)
−1‖q1(m) → 0,

λmax(Ω1 +Ω2)

λmin(Ω1 +Ω2)
= o(q1(m)),

‖∆Ω‖‖(Ω1 +Ω2)
−1‖q1(m) → 0,

ãäå

∆Ω = (Σ1 +A1)
−1Σ1(Σ1 +A1)

−1 + (Σ2 +A2)
−1Σ2(Σ2 +A2)

−1.

�àññìîòðèì äîñòàòî÷íî áîëüøèå m1, m2 òàêèå, ÷òî ‖Ak‖ ≥ ‖Σk‖ è ‖Σk‖‖(Σk+
Ak)

−1‖ ≤ 1/2, k = 1, 2.

λmax(∆Ω) ≤ ‖(Σ1 +A1)
−1‖2‖Σ1‖+ ‖(Σ2 +A2)

−1‖2‖Σ2‖ =

=
‖Σ1‖

λ2
min(Σ1 +A1)

+
‖Σ2‖

λ2
min(Σ2 +A2)

≤ ‖Σ1‖
λ2
min(A1)

+
‖Σ2‖

λ2
min(A2)

. (4.33)
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Ñ ó÷åòîì (4.33) ïîëó÷àåì

λmin(Ω1+Ω2) ≥ λmin((Σ1+A1)
−1+(Σ2+A2)

−1)−λmax(∆Ω) ≥ λmin((Σ1+A1)
−1)+

+λmin((Σ2+A2)
−1)−λmax(∆Ω) =

1

λmax(Σ1 +A1)
+

1

λmax(Σ2 +A2)
−λmax(∆Ω) ≥

≥ 1

2λmax(A1)
+

1

2λmax(A2)
− ‖Σ1‖

λ2
min(A1)

− ‖Σ2‖
λ2
min(A2)

. (4.34)

Ñ ó÷åòîì ðàññìîòðåíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m1 è m2 èìååì

λmax(Ω1 +Ω2) ≤ λmax(Ω1) + λmax(Ω2) ≤ 2λmax((Σ1 +A1)
−1)+

2λmax((Σ2+A2)
−1) =

2

λmin(Σ1 +A1)
+

2

λmin(Σ2 +A2)
≤ 2

λmin(A1)
+

2

λmin(A2)
.

(4.35)

Âûáåðåì òåïåðü m1 è m2 òàê, ÷òî

λ2
min(Ak) ≥ 4‖Σk‖λmax(Ak), k = 1, 2.

Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ. Òîãäà äëÿ òàêèõ m1 è m2 ñ ó÷å-

òîì (4.34) è (4.35) ïîëó÷àåì

λmax(Ω1 +Ω2)

λmin(Ω1 +Ω2)
≤ 8

1

λmin(A1)
+

1

λmin(A2)
1

λmax(A1)
+

1

λmax(A2)

≤ 8

q1(m1)c(m1)

λmax(A1)
+

q1(m2)c(m2)

λmax(A2)
1

λmax(A1)
+

1

λmax(A2)

≤

≤ 8q1(max(m1, m2))max(c(m1), c(m2)), ãäå c(m) → 0 ïðèm → ∞.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

λmax(Ω1 +Ω2)

λmin(Ω1 +Ω2)
= o(q1(m)) ïðèm1, m2 → ∞.

�àññìîòðèì òåïåðü ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ñìåùåíèå è ïîêàæåì, ÷òî

‖b2 − b1‖‖(Ω1 +Ω2)
−1‖q1(m) → 0 ïðèm → ∞.

‖b2 − b1‖2 ≤ ‖b1‖2 + ‖b2‖2 ≤ ‖v1 −w‖2‖Σ1‖2‖(Σ1 +A1)
−1‖2+

‖v2 −w‖2‖Σ2‖2‖(Σ2 +A2)
−1‖2 ≤ C

[
1

λ2
min(A1)

+
1

λ2
min(A2)

]

,

ãäå C = O(1) = max(‖v2 −w‖2‖Σ2‖2, ‖v1 −w‖2‖Σ1‖2).

Âûáåðåì m1 è m2 êàê è ðàíåå òàê, ÷òî

λ2
min(Ak) ≥ 4‖Σk‖λmax(Ak), k = 1, 2.



110

1

λ2
min(Ak)

=
1

λmin(Ak)

λmax(Ak)

λmin(Ak)

1

λmax(Ak)
≤ d(mk)

q1(mk)

1

λmax(Ak)
,

ãäå d(m) → 0 ïðè m → ∞.

‖b2 − b1‖2‖(Ω1 +Ω2)
−1‖ ≤ C

[
1

λ2
min(A1)

+
1

λ2
min(A2)

]
1

λmin(Ω1 +Ω2)
≤

≤ C

[
1

λ2
min(A1)

+
1

λ2
min(A2)

]
1

1

4λmax(A1)
+

1

4λmax(A2)

≤

≤ 4Cmax(d(m1), d(m2))

q1(m)

q1(m)

q1(m1)

1

λmax(A1)
+

q1(m)

q1(m2)

1

λmax(A2)
1

λmax(A1)
+

1

λmax(A2)

=

o

(
1

q1(m)

)

ïðè m1, m2 → ∞, (4.36)

÷òî ïîëó÷åíî ñ ó÷åòîì

q1(m)

q1(m1)
= Θ(1),

q1(m)

q1(m2)
= Θ(1).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü òðåòüå óñëîâèå, òî åñòü

‖∆Ω‖‖(Ω1 +Ω2)
−1‖.

Èìååì

‖∆Ω‖‖(Ω1+Ω2)
−1 = ‖(Σ1+A1)

−1Σ1(Σ1+A1)
−1+(Σ2+A2)

−1Σ2(Σ2+A2)
−1‖

‖(Ω1+Ω2)
−1‖ ≤

(
‖Σ1‖‖(Σ1 +A1)

−1‖2 + ‖Σ2‖‖(Σ2 +A2)
−1‖2

)
‖(Ω1+Ω2)

−1‖ ≤

≤ max(‖Σ1‖, ‖Σ2‖)
[

1

λ2
min(A1)

+
1

λ2
min(A2)

]

‖(Ω1 +Ω2)
−1‖ =

o

(
1

q1(m)

)

ïðè m1, m2 → ∞,

òàê êàê ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíñòû ñ âûðàæå-

íèåì, îöåíåííûì â (4.36). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå, òî åñòü

−2 log s
d→ χ2(n).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè ñ÷èòàëîñü, ÷òî äèñïåðñèè øóìà

èçâåñòíû, òî åñòü σ2
1 è σ2

2 èçâåñòíû. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà σ2
1 è σ2

2
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íåèçâåñòíû. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî σ2
1 è σ2

2, êàê è â ñëó÷àå ñ ïîäõîäîì êëàññè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêè, èñïîëüçóåì èõ íåñìåùåííûå îöåíêè

σ̂2
k =

(yk −Xkŵ
ML
k )T(yk −Xkŵ

ML
k )

mk − n
, k = 1, 2,

ãäå ŵML
k åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ (4.29) äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè k. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ãk =
1

σ̂2
k

XT

kXk, k = 1, 2,

∆Ωk = (Σk + Ãk)
−1 − (Σk +Ak)

−1 + (Σk +Ak)
−1Σk(Σk +Ak)

−1, k = 1, 2.

Äëÿ s-s
ore äëÿ ïàðû àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé èìååì

−2 log s = (ŵ2− ŵ1)
T

((

Σ1 +
1

σ̂2
1

XT

1X1

)−1

+

(

Σ2 +
1

σ̂2
2

XT

2X2

)−1
)−1

(ŵ2− ŵ1),

ŵk =

(

Σk +
1

σ̂2
k

XT

kXk

)−1(

Σkvk +
1

σ̂2
k

XT

kyk

)

.

Îòìåòèì, ÷òî ŵk óæå íå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîñêîëüêó σ̂2
k åñòü

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

w̃k =

(

Σk +
1

σ2
k

XT

kXk

)−1(

Σkvk +
1

σ2
k

XT

kyk

)

,

÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè

â ñëó÷àå, êîãäà σ2
k, k = 1, 2 èçâåñòíû. Îáîçíà÷èì òàêæå

−2 log s̃ = (w̃2− w̃1)
T

((

Σ1 +
1

σ̂2
1

XT

1X1

)−1

+

(

Σ2 +
1

σ̂2
2

XT

2X2

)−1
)−1

(w̃2− w̃1).

Óòâåðæäåíèå 12. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè, îïèñàííûå

âûøå. Ïóñòü òàêæå äëÿ íåêîòîðîé âîçðàñòàþùåé �óíêöèè q1(m) òàêîé, ÷òî
q1(m) → ∞ è q1(m) = o(m1/4) ïðè m → ∞ âûïîëíåíî

λmax(X
T

kXk)

λmin(XT

kXk)
= o(q1(mk)) ïðèmk → ∞, k = 1, 2,

λmin(X
T

kXk) = Ω(q21(mk)) ïðèmk → ∞, k = 1, 2.

Òîãäà −2 log s̃
d→ χ2(n) ïðè m1, m2 → ∞, åñëè q1(m2)/q1(m1) = Θ(1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìîå âûïîëíåíî â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëî-

âèé óòâåðæäåíèÿ 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèåm = max(m1, m2). Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïðè m1, m2 → ∞

‖b2 − b1‖2‖(Ω1 +Ω2)
−1‖q1(m) → 0,

λmax(Ω1 +Ω2)

λmin(Ω1 +Ω2)
= o(q1(m)),

‖∆Ω‖‖(Ω1 +Ω2)
−1‖q1(m) → 0.

Çäåñü ∆Ω = ∆Ω1 +∆Ω2, ãäå

∆Ωk = (Σk + Ãk)
−1 − (Σk +Ak)

−1 + (Σk +Ak)
−1Σk(Σk +Ak)

−1.

Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà âûïîëíåíû, ïîñêîëüêó îíè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñî ñâîé-

ñòâàìè, âûïîëíåíèå êîòîðûõ äîêàçàíî â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè. Ïîêàæåì

âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà.

Îòìåòèì, êàê è ðàíåå, ÷òî

P(|σ̂2
k − σ2

k| ≥ εσ2
k) ≤

2

ε2(mk − n)

ñ ó÷åòîì σ̂k
2(mk − n)/σ2

k ∼ χ2(mk − n). Îòñþäà, âçÿâ ε(m) = ω(1/
√
m) =

g(m)/
√
m, ãäå g(m) → ∞ ïðè m → ∞, ïîëó÷èì, ÷òî

P

(
σ̂2
k

σ2
k

∈ [1− ε(mk), 1 + ε(mk)]

)

→ 1 ïðèmk → ∞, k = 1, 2. (4.37)

Âûáåðåì m1 è m2 äîñòàòî÷íî áîëüøèìè òàê, ÷òî ε(m) ≤ 1/4 ïðè m ≥
min(m1, m2). �àññìîòðèì òå èñõîäû Ω′

, äëÿ êîòîðûõ

σ̂2
k

σ2
k

∈ [1− ε(mk), 1 + ε(mk)], k = 1, 2.

Èç (4.37) èìååì P(Ω′) → 1 ïðè m1, m2 → ∞. Îáîçíà÷èì δk(mk) = σ2
k/σ̂

2
k − 1.

‖∆Ωk‖ ≤ ‖(Σk +Ak)
−1Σk(Σk +Ak)

−1‖+

‖(Σk +Ak)
−1‖‖(I+ δkAk(Σk +Ak)

−1)−1 − I‖
(4.35)

≤ ‖Σk‖
λ2
min(Ak)

+

1

λ2
min(Ak)

∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

l=1

(−1)lδlk(Ak(Σk +Ak)
−1)l

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ‖Σk‖

λ2
min(Ak)

+
2δk

λmin(Ak)
.

Âûáåðåì m1 è m2 êàê è ðàíåå òàê, ÷òî

λ2
min(Ak) ≥ 4‖Σk‖λmax(Ak), k = 1, 2.
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Òîãäà ïîëó÷èì

‖∆Ω‖‖(Ω1 +Ω2)
−1‖ ≤

( ‖Σ1‖
λ2
min(A1)

+
2δ1

λmin(A1)
+

‖Σ2‖
λ2
min(A2)

+
2δ2

λmin(A2)

)

4
1

λmax(A1)
+

1

λmax(A2)

= o
(

1
q1(m)

)

+ 8

δ1
λmin(A1)

+
δ2

λmin(A2)
1

λmax(A1)
+

1

λmax(A2)

≤

o
(

1
q1(m)

)

+ 8q1(m)max(c(m1), c(m2))max(δ1(m1), δ2(m2)),

ãäå c(m) → 0 ïðè m → ∞. Âûáèðàÿ

g(m) =

(
m1/4

q1(m)

)2

,

ïîëó÷àåì

‖∆Ω‖‖(Ω1 +Ω2)
−1‖ ≤ o

(
1

q1(m)

)

+ 8max(c(m1), c(m2))/q1(m) = o
(

1
q1(m)

)

,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

íåâåðíî, ÷òî −2 log s
d→ χ2(n). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ‖ŵk − w̃k‖m1/2

k = Ω(1)
ïî âåðîÿòíîñòè. Ïðè ýòîì, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû ïðèçíàêîâ Xk, k = 1, 2
λmax ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíîè íåçàâèñèìî ïî ýëåìåíòàì èç íîðìàëüíîãî èëè

ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñòîëáöàì, òî λmax(Ak) = Ω(mk), òàê êàê

Etr(Ak) ∝ mk, à tr(Ak) ≤ nλmax.

4.6. Àëãîðèòìû âûáîðà (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé

Îïðåäåëåíèå 41. Ìóëüòèìîäåëü (ñìåñü ìîäåëåé èëè ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü)

íàçûâàåòñÿ (s, α) � àäåêâàòíîé, åñëè âñå ìîäåëè f1, . . . , fl, âõîäÿùèå â íåå,

ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûìè ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ñõîäñòâà

s íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α. Ïîä ñòàòèñòè÷åñêîé ðàçëè÷èìîñòüþ ìîäåëåé ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðàçëè÷èìîñòü àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëåé p(wk|y, X, µ, A1, . . . , AK), k = 1, K äëÿ ìóëüòèìîäåëè è

p(wk|y, X, A1, . . . , AK), k = 1, K äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå (s, α) � àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà s. Òàê, åñëè s = s
tr

,

êîòîðàÿ ñ÷èòàåò ëþáûå äâå ìîäåëè íåðàçëè÷èìûìè, òî òîëüêî îäèíî÷íàÿ ìî-

äåëü ìîæåò ÿâëÿòüñÿ (s, α) � àäåêâàòíîé. Íàïðîòèâ, åñëè s = sδ, òî åñòü ëþáûå
äâà ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ, íî íåñîâïàäàþùèõ ðàñïðåäåëåíèé ñ÷èòàþòñÿ ðàç-

ëè÷èìûìè, òî äàæå ìóëüòèìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç ìèëëèîíà ïîõîæèõ ìîäåëåé

áóäåò ñ÷èòàòüñÿ àäåêâàòíîé.



114

Àëãîðèòìû âûáîðà (s, α) � àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé

Ïóñòü èìååòñÿ îïòèìàëüíàÿ îáó÷åííàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü, çàäàííàÿ

ñîâìåñòíûì ïðàâäîïîäîáèåì

p(y,w1, . . . ,wK|X,A∗
1, . . . ,A

∗
K) =

K∏

k=1

[√
detA∗

k

(2π)n/2
exp(−1

2w
T

kA
∗
kwk)

∏

i∈Ik
σ(yiw

T

kxi)

]

,

ãäå {1, . . . , m} = I = I1 ⊔ . . . ⊔ IK åñòü ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ îáúåê-

òîâ ïî èõ ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè äåéñòâèÿ êàæäîé èç ìîäåëåé. Ïóñòü òàêæå

w∗
1, . . . , w∗

K åñòü îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè íà âåêòîðû

ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, ïîëó÷åííûå â ðå-

çóëüòàòå îáó÷åíèÿ (1.6).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü

K ìîäåëåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äåéñòâóåò â ñâîåé ÷àñòè ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàí-

ñòâà Xk, ãäå Rn = X1 ⊔ . . .XK , äëÿ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà âåêòîðû

ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé èìååì

p(wk|y, X, A∗
1, . . . A

∗
K) = p(wk|yIk , XIk , A

∗
k), k = 1, K,

ãäå p(wk|yIk , XIk , A
∗
k) åñòü àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âåêòîðà ïàðàìåò-

ðîâ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè íà âûáîðêå (XIk, yIk). Ïîëüçóÿñü íîð-

ìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé, ïîëó÷àåì

p(wk|yIk , XIk , A
∗
k) ≈ gk(wk) = N (wk|w∗

k, Σk), ãäå

Σk =
(
XT

IkRkXIk +A∗
k

)−1
, ãäåRk = diag(σ(w∗T

k xi)σ(−w∗T
k xi), i ∈ Ik).

Òàê êàê ìîäåëè, âõîäÿùèå â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, îïòèìèçèðóþòñÿ íåçàâè-

ñèìî è íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà èõ ïîõîæåñòü íå íàêëàäûâàåòñÿ, à ðàçáèåíèå

ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè äåéñòâèÿ ìîäåëåé ìîæåò íå îòðàæàòü ðå-

àëüíîé íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ, ïîñòðîåííàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü ìîæåò

áûòü íå (s, α) � àäåêâàòíîé. Îïèøåì äàëåå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé

ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïî äàííîé îïòèìàëüíîé è îáó÷åííîé.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s. Îáîçíà÷èì
S = ‖skl(gk(wk), gl(wl))‖, k, l = 1, K ìàòðèöó çíà÷åíèé ïîïàðíûõ ñõîäñòâ

ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, àT = ‖tkl(gk(wk), gl(wl))‖, k, l =
1, K ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóþùèõ äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â óñëîâèÿõ

èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé, òî åñòü tkl = P(s(gk(wk), gl(wl)) <
skl|wk = wl).

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíîñòü çäåñü ïðîèñõîäèò èç òîãî, ÷òî gk è gl åñòü àïî-
ñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà wk, wl ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííûå ïî âûáîð-

êå. Òàê êàê y åñòü ñëó÷àéíûå âåêòîð, òî è gk, gl ñëó÷àéíû. Òàê gk(wk) =
N (wk|w∗

k, Σk), gl(wl) = N (wl|w∗
l , Σl), ïðè ýòîì w∗

k è w∗
l ñëó÷àéíûå âåêòîðû,
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èìåþùèå íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå, à Σk, Σl åñòü ñëó÷àéíûé ìàòðèöû, òàêæå

èìåþùèå íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå. Êîíêðåòíûé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé

�óíêöèè ñõîäñòâà â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé, òî

åñòü Fs(x) = P(s(gk, gl) < x|wk = wl), ïî êîòîðîìó ðàññ÷èòûâàþòñÿ óðîâíè

çíà÷èìîñòè tkl, çàâèñèò îò �óíêöèè ñõîäñòâà s è ñ÷èòàåòñÿ âû÷èñëåííûì îò-

äåëüíî. Äëÿ ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore ýòî ðàñïðåäåëåíèå äàåòñÿ

òåîðåìîé 16.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöó äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè T è ïðåä-

ëîæèì íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé

ìîäåëè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè âñå äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè â ìàòðèöå

T = ‖tkl‖, k, l = 1, K íå ïðåâîñõîäÿò α, òî åñòü ∀ k, l, k 6= l tkl ≤ α, òî
èñõîäíàÿ îáó÷åííàÿ îïòèìàëüíàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü óæå ÿâëÿåòñÿ (s, α) �
àäåêâàòíîé. Ïóñòü äàëåå ýòî íå òàê, òî åñòü ∃ k, l, k 6= l tkl > α. �àññìîòðèì
íåñêîëüêî ìåòîäîâ îáúåäèíåíèÿ ìîäåëåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíîé

ìóëüòèìîäåëè.

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïàðíîãî îáúåäèíåíèÿ ïî íàèáîëüøåìó

ñõîäñòâó. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîèñêå äâóõ íàèáîëåå áëèçêèõ äðóã ê äðó-

ãó ìîäåëåé, îáúåäèíåíèè èõ â îäíó îïòèìàëüíóþ è âíîâü îáó÷åííóþ. Çàòåì

ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåñ÷åò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõîäñòâó îáú-

åäèíåííîé ìîäåëè ñ îñòàëüíûìè. Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà

∃ k, l, k 6= l tkl ≥ α. Òàêàÿ èäåÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
1. Íàõîäèì [k∗, l∗] = argmaxk<l tkl
2. Åñëè tk∗l∗ < α, îñòàíàâëèâàåìñÿ. Ïîñòðîåííàÿ íà äàííîì øàãå ìóëüòèìî-

äåëü ÿâëÿåòñÿ (s, α) � àäåêâàòíîé. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.

3. Îáúåäèíÿåì ìîäåëè ñ íîìåðàìè k∗, l∗ è ïðîèçâîäèì îïòèìèçàöèþ è îáó÷å-

íèå ïîëó÷åííîé ìîäåëè, à òàêæå ïåðåñ÷åò àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ îáúåäèíåííîé ìîäåëè.

Ik∗ ⊔ Il∗ → Ik∗,

A∗
k∗ = argmax

Ak∗

p(yIk∗ |XIk∗ , Ak∗),

w∗
k∗ = argmax

wk∗

p(yIk∗ , wk∗|XIk∗ , A
∗
k∗),

Σ∗
k∗ =

(
XT

Ik∗Rk∗XIk∗ +A∗
k∗
)−1

, ãäåRk∗ = diag(σ(w∗T
k∗xi)σ(−w∗T

k∗xi), i ∈ Ik∗),
gk∗(wk∗) = N (wk∗|w∗

k∗, Σ
∗
k∗)

4. Óäàëÿåì l∗-é ñòîëáåö ìàòðèö S èT, òàê êàê ìîäåëåé ñòàëî íà îäíó ìåíüøå,
è ïåðåñ÷èòûâàåì ñõîäñòâà sk∗l è ñîîòâåòñòâóþùèå èì äîñòèãàåìûå óðîâíè

çíà÷èìîñòè tk∗l äëÿ l 6= k∗.

sk∗l = s(gk∗(wk∗), gl(wl)),

tk∗l = P(s(gk∗(wk∗), gl(wl)) < sk∗l|wk∗ = wl).
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5. Ïåðåõîäèì íà øàã 1.

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáúåäèíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êëèê ïî íàè-

áîëüøåìó ñõîäñòâó. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîèñêå íàè-

áîëüøåãî ïî ÷èñëó ìîäåëåé íàáîðà ìîäåëåé òàêîãî, ÷òî âñå ìîäåëè âíóòðè íà-

áîðà ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α. Åñëè
èìååòñÿ íåñêîëüêî íàáîðîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, âûáèðàåòñÿ òîò, ó êîòîðîãî

ñóììà ýëåìåíòîâ ïîäìàòðèöû ìàòðèöû T, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó íàáîðó, ìè-

íèìàëüíà. Åñëè òàêèõ íàáîðîâ íåñêîëüêî, âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé. Çàòåì ìî-

äåëè âíóòðè íàéäåííîãî íàáîðà îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó, äëÿ íåå ïðîèçâîäèòñÿ

îïòèìèçàöèÿ è îáó÷åíèå. Òàêàÿ èäåÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Íàõîäèì âñå êëèêè ïîïàðíî íåðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé ìàêñèìàëüíîãî ðàç-

ìåðà

K̃ = Argmax
K∈2{1, ..., K}

|K| min
k, l∈K

[tkl ≥ α].

2. Åñëè äëÿ K ∈ K̃ mink, l∈K[tkl ≥ α] = 0, òî åñòü â êëèêå åñòü ðàçëè÷è-

ìûå ìîäåëè, îñòàíàâëèâàåìñÿ, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíà (s, α) � àäåêâàòíàÿ

ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.

3. Ñðåäè íàéäåííûõ êëèê íàõîäèì êëèêó ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé äîñòèãàå-

ìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè

K∗ = argmax
K∈K̃

∑

k, l∈K
tkl.

4. Îáúåäèíÿåì ìîäåëè ñ èíäåêñàìè èç K∗
â îäíó è ïðîèçâîäèì îïòèìèçàöèþ

è îáó÷åíèå ïîëó÷åííîé ìîäåëè, à òàêæå ïåðåñ÷åò àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ îáúåäèíåííîé ìîäåëè. Ïóñòü k∗ ∈ K∗
.

⊔k∈K∗Ik → Ik∗,

A∗
k∗ = argmax

Ak∗

p(yIk∗ |XIk∗ , Ak∗),

w∗
k∗ = argmax

wk∗

p(yIk∗ , wk∗|XIk∗ , A
∗
k∗),

Σ∗
k∗ =

(
XT

Ik∗Rk∗XIk∗ +A∗
k∗
)−1

, ãäåRk∗ = diag(σ(w∗T
k∗xi)σ(−w∗T

k∗xi), i ∈ Ik∗),
gk∗(wk∗) = N (wk∗|w∗

k∗, Σ
∗
k∗).

5. Óäàëÿåì ñòîëáöû ìàòðèö S è T ñ íîìåðàìè èç K∗ \ {k∗}, òàê êàê ìîäå-

ëåé ñòàëî ìåíüøå, è ïåðåñ÷èòûâàåì ñõîäñòâà sk∗l è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè tk∗l äëÿ l 6= k∗.

sk∗l = s(gk∗(wk∗), gl(wl)),

tk∗l = P(s(gk∗(wk∗), gl(wl)) < sk∗l|wk∗ = wl).

6. Ïåðåõîäèì íà øàã 1.
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Àëãîðèòìû âûáîðà (s, α) � àäåêâàòíûõ ñìåñåé ìîäåëåé

Ïóñòü èìååòñÿ îïòèìàëüíàÿ îáó÷åííàÿ ñìåñü ìîäåëåé, çàäàííàÿ ñîâìåñòíûì

ïðàâäîïîäîáèåì

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A∗
1, . . . , A

∗
K) =

Γ(Kµ)

ΓK(µ)

K∏

k=1

πµ−1
k

K∏

k=1

√
detA∗

l

(2π)n/2
exp

(
−1

2w
T

lA
∗
lwl

)
m∏

i=1

(
K∑

l=1

πlσ(yiw
T

l xi)

)

.

Ïóñòü òàêæå π, w∗
1, . . . , w

∗
K åñòü îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíî-

ñòè íà âåêòîð âåñîâ ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ñìåñü è íà âåêòîðû èõ ïàðàìåòðîâ,

ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ (1.3), (3.4.), à A∗
1, . . . , A

∗
K åñòü îöåíêè ìàê-

ñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö (1.3), (3.4.). Îáîçíà÷èì

gk(wk), k = 1, K àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

k.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ìóëüòèìîäåëè ïðîèñõîäèò åå ïðîðå-

æèâàíèå, òî åñòü èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íûõ ìîäåëåé, îãðàíè÷åíèé íà ïîõîæåñòü

ìîäåëåé â ïîëó÷åííîé ñìåñè íå íàêëàäûâàåòñÿ, à ïîòîìó ñìåñü ìîäåëåé ìîæåò

áûòü íå (s, α) � àäåêâàòíîé. Îïèøåì äàëåå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé

ñìåñè ìîäåëåé ïî äàííîé îïòèìàëüíîé è îáó÷åííîé.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s. Îáîçíà÷èì
S = ‖skl(gk(wk), gl(wl))‖, k, l = 1, K ìàòðèöó çíà÷åíèé ïîïàðíûõ ñõîäñòâ

ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ñìåñü ìîäåëåé, àT = ‖tkl(gk(wk), gl(wl))‖, k, l = 1, K ìàò-

ðèöó ñîîòâåòñòâóþùèõ äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè

ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé, òî åñòü tkl = P(s(gk(wk), gl(wl)) < skl|wk = wl).
Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíîñòü çäåñü ïðîèñõîäèò èç òîãî, ÷òî gk è gl åñòü àïîñòå-

ðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà wk, wl ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷åííûå ïî âûáîðêå. Òàê

êàê y åñòü ñëó÷àéíûå âåêòîð, òî è gk, gl ñëó÷àéíû. Êîíêðåòíûé âèä ðàñïðåäåëå-
íèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè ñõîäñòâà â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè

ìîäåëåé, òî åñòü Fs(x) = P(s(gk, gl) < x|wk = wl), ïî êîòîðîìó ðàññ÷èòûâàþòñÿ
óðîâíè çíà÷èìîñòè tkl, çàâèñèò îò �óíêöèè ñõîäñòâà s è ñ÷èòàåòñÿ âû÷èñëåí-

íûì îòäåëüíî. Äëÿ ïðåäëàãàåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore äëÿ äâóõ ìîäåëåé èç

ñìåñè â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ñõîäñòâà èñïîëüçóåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèå, äàþùååñÿ òåîðåìîé 16 äëÿ äâóõ îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé

ñ íàòóðàëüíîé �óíêöèåé ñâÿçè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè îáúåêòîâ.

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåêòîðû ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëåé èñïîëüçóåòñÿ èõ �àêòîðèçîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöó äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè T è ïðåä-

ëîæèì íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíîé ñìåñè ìîäåëåé. Îòìå-
òèì, ÷òî åñëè âñå äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè â ìàòðèöå T = ‖tkl‖, k, l =
1, K íå ïðåâîñõîäÿò α, òî åñòü ∀ k, l, k 6= l tkl ≤ α, òî èñõîäíàÿ îáó÷åííàÿ

îïòèìàëüíàÿ ñìåñü ìîäåëåé óæå ÿâëÿåòñÿ (s, α) � àäåêâàòíîé. Ïóñòü äàëåå ýòî



118

íå òàê, òî åñòü ∃ k, l, k 6= l tkl > α. �àññìîòðèì íåñêîëüêî ìåòîäîâ îáúåäèíåíèÿ

ìîäåëåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè.
Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïàðíîãî îáúåäèíåíèÿ ïî íàèáîëüøåìó

ñõîäñòâó. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîèñêå äâóõ íàèáîëåå áëèçêèõ äðóã ê äðó-

ãó ìîäåëåé, îáúåäèíåíèè èõ â îäíó îïòèìàëüíóþ è âíîâü îáó÷åííóþ. Çàòåì

ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåñ÷åò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõîäñòâó îáú-

åäèíåííîé ìîäåëè ñ îñòàëüíûìè. Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà

∃ k, l, k 6= l tkl ≥ α. Òàêàÿ èäåÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
1. Íàõîäèì [k∗, l∗] = argmaxk<l tkl
2. Åñëè tk∗l∗ < α, îñòàíàâëèâàåìñÿ. Ïîñòðîåííàÿ íà äàííîì øàãå ìîäåëü

ÿâëÿåòñÿ (s, α) � àäåêâàòíîé. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.

3. Îáúåäèíÿåì ìîäåëè ñ íîìåðàìè k∗, l∗ è ïðîèçâîäèì ïåðåíàñòðîéêó ñìå-

ñè ìîäåëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è îïòè-

ìèçàöèè (3.4.). Èñêëþ÷àåì ìîäåëü ñ íîìåðîì l∗. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ π, w1, . . . , wk, . . . , wK áåðåì ñëåäóþùèå

πk∗ + πl∗ → πk∗, 0 → πl∗,
wk∗+wl∗

2 → wk∗, wk → wk, k 6= k∗, l∗.

4. Óäàëÿåì l∗-é ñòîëáåö ìàòðèö S èT, òàê êàê ìîäåëåé ñòàëî íà îäíó ìåíüøå,
è ïåðåñ÷èòûâàåì ñõîäñòâà sk∗l è ñîîòâåòñòâóþùèå èì äîñòèãàåìûå óðîâíè

çíà÷èìîñòè tk∗l äëÿ l 6= k∗.

sk∗l = s(gk∗(wk∗), gl(wl)),

tk∗l = P(s(gk∗(wk∗), gl(wl)) < sk∗l|wk∗ = wl).

Ïðè çíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè âåñîâ è ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé πl, w
∗
l , l 6= k∗

òðåáóåòñÿ ïåðåñ÷åò âñåõ ïîïàðíûõ ñõîäñòâ.

5. Ïåðåõîäèì íà øàã 1.

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáúåäèíåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êëèê ïî íàè-

áîëüøåìó ñõîäñòâó. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîèñêå íàè-

áîëüøåãî ïî ÷èñëó ìîäåëåé íàáîðà ìîäåëåé òàêîãî, ÷òî âñå ìîäåëè âíóòðè íà-

áîðà ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α. Åñëè
èìååòñÿ íåñêîëüêî íàáîðîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, âûáèðàåòñÿ òîò, ó êîòîðîãî

ñóììà ýëåìåíòîâ ïîäìàòðèöû ìàòðèöû T, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó íàáîðó, ìè-

íèìàëüíà. Åñëè òàêèõ íàáîðîâ íåñêîëüêî, âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé. Çàòåì ìî-

äåëè âíóòðè íàéäåííîãî íàáîðà îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó, äëÿ íåå ïðîèçâîäèòñÿ

îïòèìèçàöèÿ è îáó÷åíèå. Òàêàÿ èäåÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Íàõîäèì âñå êëèêè ïîïàðíî íåðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé ìàêñèìàëüíîãî ðàç-

ìåðà

K̃ = Argmax
K∈2{1, ..., K}

|K| min
k, l∈K

[tkl ≥ α].

2. Åñëè äëÿ K ∈ K̃ mink, l∈K[tkl ≥ α] = 0, òî åñòü â êëèêå åñòü ðàçëè÷èìûå
ìîäåëè, îñòàíàâëèâàåìñÿ, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíà (s, α) � àäåêâàòíàÿ ñìåñü
ìîäåëåé. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà øàã 3.
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3. Ñðåäè íàéäåííûõ êëèê íàõîäèì êëèêó ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé äîñòèãàå-

ìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè

K∗ = argmax
K∈K̃

∑

k, l∈K
tkl.

4. Îáúåäèíÿåì ìîäåëè ñ èíäåêñàìè èç K∗
â îäíó è ïðîèçâîäèì ïåðåíàñòðîé-

êó ñìåñè ìîäåëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ñîâìåñòíîãî îáó÷åíèÿ è

îïòèìèçàöèè (3.4.). Ïóñòü k∗ ∈ K∗
. Èñêëþ÷àåì ìîäåëè ñ íîìåðàìè l ∈

K∗\{k∗}. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ π, w1, . . . , wk, . . . , wK

áåðåì ñëåäóþùèå

∑

l∈K∗

πl → πk∗, 0 → πl, l ∈ K \ {k∗}, 1
|K∗|
∑

l∈K∗

wl → wk∗, wk → wk, k 6∈ K∗.

5. Óäàëÿåì ñòîëáöû ìàòðèö S è T ñ íîìåðàìè èç K∗ \ {k∗}, òàê êàê ìîäå-

ëåé ñòàëî ìåíüøå, è ïåðåñ÷èòûâàåì ñõîäñòâà sk∗l è ñîîòâåòñòâóþùèå èì

äîñòèãàåìûå óðîâíè çíà÷èìîñòè tk∗l äëÿ l 6= k∗.

sk∗l = s(gk∗(wk∗), gl(wl)),

tk∗l = P(s(gk∗(wk∗), gl(wl)) < sk∗l|wk∗ = wl).

Ïðè çíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè âåñîâ è ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé πl, w
∗
l , l 6= k∗

òðåáóåòñÿ ïåðåñ÷åò âñåõ ïîïàðíûõ ñõîäñòâ.

6. Ïåðåõîäèì íà øàã 1.
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�ëàâà 5

Àíàëèç ïðèêëàäíûõ çàäà÷

5.1. Ïðèìåíåíèå s-s
ore ïðè ñðàâíåíèè ìîäåëåé

Ïîêàæåì, êàê ïðåäëàãàåìóþ �óíêöèþ ñõîäñòâà s-s
ore ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðèçíàêîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 2, òî åñòü k = 2.
Ïóñòü èìååòñÿ äâå ðàçíûõ ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, çàäàâàåìûõ âåê-

òîðàìè ïàðàìåòðîâ w1 ∈ R2, w2 ∈ R2
. Ïóñòü äëÿ ïåðâîé ìîäåëè èçâåñòíà âû-

áîðêà ðàçìåðà n1 (X1, y1), à äëÿ âòîðîé � âûáîðêà ðàçìåðà n2 (X2, y2), ïðè÷åì
âûáîðêè íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî îáúåêòàì. Ïóñòü òàêæå çàäàí óðîâåíü çíà÷èìîñòè

α äëÿ çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëü-

çóåì íà ïàðàìåòðû w1 è w2 äëÿ îáîèõ ìîäåëåé èñïîëüçóåì ðàâíîìåðíîå ïñåâäî-

ðàñïðåäåëåíèå â R2
. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äëÿ

êàæäîé èç ìîäåëåé.

p(yk, wk|Xk) = p(yk|Xk, wk)p(wk) ∝ p(yk|Xk, wk),

ãäå ïðàâäîïîäîáèå p(yk|Xk, wk) èìååò âèä

p(yk|Xk, wk) =

nk∏

i=1

σ(wT

kx
i
k), ãäå σ(x) =

1

1 + exp(−x)
.

Ïîëüçóÿñü àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòüþ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(wk|Xk, yk) âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ

p(wk|Xk, yk) ≈ N (wk|ŵk, Σ̂k),

ãäå

ŵk = argmax
w

p(wk|Xk, yk) = argmax
w

p(yk|Xk, wk)

åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ, à

Σ̂k = H−1
k , Hk = −d2(log p(wk|Xk, yk))

dw2
|wk=ŵk

.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé äëÿ ïàðû íîðìàëüíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé g1(w1) = N (w1|ŵ1, Σ̂1) è g2(w2) = N (w2|ŵ2, Σ̂2) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore

s(g1, g2) = (ŵ2 − ŵ1)
T

(

Σ̂1 + Σ̂2

)−1

(ŵ2 − ŵ1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 16 äëÿ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè k =
2 â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé s ∼ U [0, 1]. Òîãäà íà
óðîâíå çíà÷èìîñòè α ìîäåëè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè, åñëè

s(g1, g2) < α
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è íåðàçëè÷èìûìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðîèëëþñòðèðóåì äàëåå çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè áëèçîñòè s-

s
ore îò ÷èñëà îáúåêòîâ n1, n2 â âûáîðêàõ è îò áëèçîñòè ðàçëè÷àåìûõ ìîäåëåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ‖w1‖ = ‖w2‖ = 1, à â êà÷åñòâå ìåðû áëèçîñòè

ðàññìîòðèì êîñèíóñíóþ ìåðó, òî åñòü ρ(w1, w2) = wT

1w2.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè s(g1, g2) äëÿ �èêñèðîâàííûõ w1,w2

è X1, X2 áóäåì ìíîãîêðàòíî ãåíåðèðîâàòü y1, y2 â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëÿìè

yik ∼ Be
(
σ(wT

kx
i
k)
)
.

Ïîëó÷åííûå ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ s(g1, g2) äëÿ n1 = 10000 â çàâèñè-

ìîñòè îò ðàçìåðà âòîðîé âûáîðêè n2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

ìîäåëåé w1, w2 èìåþò êîñèíóñíîå ñõîäñòâî ρ = 0.95 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.1. Îò-

ìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà âòîðîé âûáîðêè ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè

ñõîäñòâà s-s
ore s(g1, g2) ñìåùàåòñÿ ê íóëþ è ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíåå áëèçêèì ê

ðàâíîìåðíîìó.

Ïðè ìàëîì n2 (n2 = 30, 50) ðàñïðåäåëåíèå s-s
ore áëèçêî ê ðàâíîìåðíîìó.

Îäíàêî óæå ïðè n2 = 100 P(s < 0.05) ≈ 0.15, ÷òî â 3 ðàçà ïðåâûøàåò ñîîòâåò-
ñòâóþùåå çíà÷åíèå äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòî-

ðîãî ðîäà P(H0|H1), òî åñòü âåðîÿòíîñòü ïðèçíàòü äâå ìîäåëè ñîâïàäàþùèìè,

õîòÿ îíè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè, äëÿ n2 = 100 òîãäà ðàâíà 0.85 ïðè �èêñèðî-

âàííîì óðîâíå îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α = P(H1|H0) = 0.05. Ïðè n2 = 300 îíà

ñíèæàåòñÿ äî 0.48, à ïðè n2 = 1000 äî 0.1.
�àññìîòðèì òåïåðü ìåíåå áëèçêèå ìîäåëè. Èëëþñòðàöèÿ äëÿ ρ = 0.9 ïðè-

âåäåíà íà ðèñ. 5.2, à äëÿ ñëó÷àÿ ρ = 0.5 íà ðèñ. 5.3. Òàê äëÿ ñëó÷àÿ ρ = 0.5
óæå ïðè n2 = 100 âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà P(H0|H1) = 0.1, ÷òî äî-

ñòèãàëîñü äëÿ ρ = 0.95 òîëüêî ïðè n2 = 1000. Äëÿ ñëó÷àÿ ρ = 0.5 óæå äëÿ

n2 = 30 ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè áëèçîñòè s-s
ore îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîìåðíîãî.

Òàê P(s < 0.05) > 0.3, ÷òî äàåò óðîâåíü îøèáêè âòîðîãî ðîäà P(H0|H1) < 0.7
óæå äëÿ òàêîãî ìàëîãî ÷èñëà îáúåêòîâ.

�àññìîòðèì äàëåå çàâèñèìîñòü óðîâíÿ îøèáêè âòîðîãî ðîäà P(H0|H1) ïðè
�èêñèðîâàííîì óðîâíå îøèáêè ïåðâîãî ðîäà P(H1|H0) = α = 0.05 îò êîñèíóñ-
íîé áëèçîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé äëÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ âî

âòîðîé âûáîðêå n2 ïðè �èêñèðîâàííîì n1 = 10000 (
ì. ðèñ. 5.4).
Èç ðèñ. 5.4 çàêëþ÷àåì, ÷òî óðîâåíü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ðàñòåò ïðè óâå-

ëè÷åíèè áëèçîñòè ìîäåëåé è óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà îáúåêòîâ âî

âòîðîé âûáîðêå n2. Òàê äëÿ n2 = 30 äàæå äëÿ äâóõ ìîäåëåé ñ ρ = −0.5 âåðîÿò-
íîñòü íå ðàçëè÷èòü ýòè ìîäåëè P(H0|H1) = 0.1, à ïðè ρ = 0.5 ýòà âåðîÿòíîñòü
äîñòèãàåò 0.7. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìîäåëè áëèçêè, òî s-s
ore íå ðàçëè÷àåò

ìîäåëè, à ïîòîìó äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ êëàññîâ äëÿ îáúåêòîâ èç âòîðîé ìîäåëè

ñòîèò èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ, áóäó÷è ñìåùåííîé, îáëàäàåò òåì

íå ìåíåå ãîðàçäî ìåíüøåé íåîïðåäåëåííîñòüþ â îöåíêå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ŵ1.
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�èñ. 5.1: �èñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè áëèçîñòè s-s
ore s(g1, g2) äëÿ
ρ = 0.95 â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà îáúåêòîâ âî âòîðîé âûáîðêå n2
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�èñ. 5.2: �èñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè áëèçîñòè s-s
ore s(g1, g2) äëÿ
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�èñ. 5.3: �èñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè áëèçîñòè s-s
ore s(g1, g2) äëÿ
ρ = 0.5 â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà îáúåêòîâ âî âòîðîé âûáîðêå n2
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�èñ. 5.4: Çàâèñèìîñòü P(H0|H1) îò êîñèíóñíîé áëèçîñòè ìåæäó èñòèííûìè ïà-

ðàìåòðàìè äâóõ ìîäåëåé ρ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà îáúåêòîâ âî âòîðîé âû-
áîðêå n2



126

5.2. Ïîñòðîåíèå (s, α)-àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì ïîä-

õîäîì, íàïðèìåð, â êðåäèòíîì ñêîðèíãå [1, 25, 26℄. Äëÿ ó÷åòà íåîäíîðîäíîñòåé

äàííûõ âûáîðêó áüþò íà íåñêîëüêî ñîâîêóïíîñòåé è äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ

óñå÷åííûõ âûáîðîê ñòðîÿò îòäåëüíóþ ìîäåëü. Ïðè ýòî ðàçáèåíèå ïðîèçâîäèò-

ñÿ ëèáî ñ ïîìîùüþ êëàñòåðèçàöèè [25�27℄, ëèáî ïóòåì äåëåíèÿ ïî çíà÷åíèÿì

íåêîòîðîãî ïðèçíàêà, íàïðèìåð, âîçðàñòà èëè ðåãèîíà ïðîæèâàíèÿ çàåìùèêà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íåò îãðàíè÷åíèé íà ñõîäñòâî ìîäåëåé äëÿ ðàçíûõ ïîäâû-

áîðîê, à ïîòîìó, òàê êàê êëàñòåðèçàöèÿ è ðàçáèåíèå íà ïîäâûáîðêè îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ òîëüêî íà îñíîâàíèè ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ, ïîëó÷åííûå ìîäåëè äëÿ

ðàçíûõ ïîäâûáîðîê ìîãóò áûòü ñòàòèñòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû. Êðîìå èçáûòî÷-

íîñòè òàêîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, îíà äàåò áîëåå íèçêîå êà÷åñòâî ïðîãíîçà,

ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé âìåñòî îáúåäè-

íåííîé âûáîðêè èñïîëüçóþòñÿ åå ÷àñòè, ÷òî âåäåò ê áîëüøåé îøèáêå â îïðåäå-

ëåíèè ïàðàìåòðîâ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì äàëåå ýòîò ý��åêò íà ñèíòåòè÷åñêèõ è

ðåàëüíûõ äàííûõ.

Ýêñïåðèìåíò ñ ïîñòðîåíèåì (s, α)-àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìî-
äåëåé íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ.

�àññìîòðèì ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n = 2. �åíåðèðóåì îáú-

åêòû èç K = 10 êëàñòåðîâ íåçàâèñèìî ñëåäóþùèì îáðàçîì

∀ i ∈ Ik xi ∼ N ([sk, sk]
T, I),

ãäå sk = 2.5(2k−11) åñòü ñäâèã k-ãî êëàñòåðà, îáåñïå÷èâàþùèé ðàññòîÿíèå, ðàâ-
íîå 5, ìåæäó öåíòðàìè êëàñòåðîâ. �àçìåðû êëàñòåðîâ ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ

ïàðàìåòðîì δ0, êîòîðûé óêàçûâàåò íà îòíîøåíèå ðàçìåðà ìàêñèìàëüíîãî êëà-

ñòåðà ê ðàçìåðó ìèíèìàëüíîãî. Ïðè δ = 1 âñå êëàñòåðû ãåíåðèðóþòñÿ îäíîãî

ðàçìåðà. Èíà÷å îáîçíà÷èì δ = δ
1/(K−1)
0 è ãåíåðèðóåì ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó

êëàñòåðîâ p. Òîãäà äëÿ ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ èìååì

|Ipk| =
⌊

max

(

10, δk−1m(δ − 1)

δK − 1

)⌋

.

Ïîëó÷àþùèåñÿ âûáîðêè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé m, δ0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.5. Â

çàâèñèìîñòè îò δ0 â âûáîðêå ëèáî èìåþòñÿ ìàëûå êëàñòåðû, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà
ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé áóäåò íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé, ëèáî îíè îòñóòñòâóþò.

Ïðîâåäåì äàëåå ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Âîçüìåì â êà÷åñòâå èñòèííîãî âåê-

òîðà ïàðàìåòðîâ w = w0[1, 1]
T

. Ñãåíåðèðóåì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ïåðåìåííîé y â

ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè (2.1). Îòìåòèì, ÷òî w0 çàäàåò

ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìîå êà÷åñòâî äëÿ ïðîãíîçà öåëåâîé ïåðåìåííîé, ïîñêîëü-

êó ïðè ìàëîì w0 äëÿ êàæäîãî îáúåêòà âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæàòü ê êàæäîìó

èç êëàññîâ áëèçêà ê 0.5, à ïîòîìó äàæå èñòèííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü áóäåò èìåòü

áëèçêîå ê 0.5 çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà AUC [49℄.
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�èñ. 5.5: Ïðèìåðû ñãåíåðèðîâàííîé ñèíòåòè÷åñêîé âûáîðêè ñ êëàñòåðíîé ñòðóê-

òóðîé äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé m è δ0.
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Ïîñòðîèì íà èìåþùèõñÿ äàííûõ ñíà÷àëà ìíîãîóðîâíåâóþ ìîäåëü, ñîñòîÿ-

ùóþ èç K = 10 ìîäåëåé, êàæäóþ íà ñâîåì êëàñòåðå äàííûõ. Çàòåì ïî ïîëó÷åí-

íîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïîñòðîèì (s, α)-àäåêâàòíóþ ìóëüòèìîäåëü ìåòîäîì

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïàðíîãî îáúåäèíåíèÿ ïî íàèáîëüøåìó ñõîäñòâó äëÿ ïðåäëà-

ãàåìîé �óíêöèè ñõîäñòâà s-s
ore íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05. �åíåðàöèþ è

ïîäñ÷åò ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâåäåì 10 ðàç. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îñðåäíåíû è

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.6.
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�èñ. 5.6: Çàâèñèìîñòü AUC îò m, δ0 è w0 äëÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè.

Íà ðèñ. 5.6 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñðåäíåé AUC ïî êëàñòåðàì íà òåñòî-

âîé âûáîðêå äëÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè îò

δ0, îòðàæàþùåé ñòåïåíü ðàçëè÷èÿ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðó, è w0, îïðåäåëÿþùåé

ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà AUC. Èç ðèñ. 5.6 çàêëþ-

÷àåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííûé (s, α) � àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé íåò

çàâèñèìîñòè äîñòèãàåìîãî êà÷åñòâà îò ñòåïåíè ðàçëè÷èÿ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðó,
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÷òî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ

ìîäåëåé ïðèçíàåò ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà ìàëûõ êëàñòåðàõ íåðàçëè÷èìûìè ñ

ìîäåëÿìè äëÿ äðóãèõ êëàñòåðîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ îáúåäèíåíèþ. Äåéñòâèòåëü-

íî â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàëîñü îò 1 äî 5 ìîäåëåé â ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåê-
âàòíîé ìóëüòèìîäåëè, ïðè÷åì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âñå ìîäåëè îáúåäèíÿëèñü

â îäíó. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ó÷åòà ý��åêòà îò ìíîæåñòâåííîãî òåñòèðî-

âàíèÿ ãèïîòåç, ïðè áîëüøîì ÷èñëå ìîäåëåé K èìååò ñìûñë óìåíüøèòü óðîâåíü

çíà÷èìîñòè α.
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�èñ. 5.7: Çàâèñèìîñòü ìèíèìàëüíîãî AUC ïî êëàñòåðàì îò m, δ0 è w0 äëÿ ïî-

ñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè.

Íà ðèñ. 5.7 ïðèâåäåì çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíî íàáëþ-

äàâøåãîñÿ AUC ïî êëàñòåðàì äëÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìóëüòèìî-

äåëè ïðè äåñÿòè ïîâòîðåíèÿõ ýêñïåðèìåíòà. Çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ âû-

áðîñîâ äëÿ ñëàáûõ ìîäåëåé ïðè ìàëîì w0 ïðè m = 100 çàâèñèìîñòè êà÷åñòâà

ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ õóäøåãî ïî êà÷åñòâó êëàñòåðà îò ñòåïåíè ðàçëè÷èÿ ðàçìåðîâ
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êëàñòåðîâ δ0 íå íàáëþäàåòñÿ. �àññìîòðèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ìåæäó

ñðåäíèì êà÷åñòâîì è ñðåäíèì õóäøèì êà÷åñòâîì ïî êëàñòåðàì ìåæäó ïîñòðî-

åííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ è èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé

ìîäåëüþ.
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�èñ. 5.8: Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè AUC äëÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíî-
ãîóðîâíåâîé ìîäåëè è èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè îò m, δ0 è w0.

Íà ðèñ. 5.8 è 5.9 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ìåæäó ñðåäíèì êà÷åñòâîì

è ìèíèìàëüíûì ïî êëàñòåðàì êà÷åñòâîì äëÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ è èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ðèñ. 5.8, 5.9 çàêëþ÷àåì, ÷òî âî âñå ñëó÷àÿõ ïîñòðîåííàÿ (s, α) � àäåêâàòíàÿ
ìóëüòèìîäåëü îêàçûâàåòñÿ íå õóæå èñõîäíîé. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷à-

ÿõ îíà îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå ïî ñðåäíåìó è ìèíèìàëüíîìó ïî êëàñòåðàì êà÷å-

ñòâó ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé. Ïðåèìóùåñòâî ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ñòåïåíü ðàçëè÷èÿ êëàñòåðîâ ïî

ðàçìåðó δ0, ÷åì ñëàáåå èñõîäíàÿ ìîäåëü, òî åñòü ÷åì ìåíüøå w0, à òàêæå ñíè-
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�èñ. 5.9: Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ìèíèìàëüíîãî AUC ïî êëàñòåðàì äëÿ ïîñòðî-

åííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè è èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé

ìîäåëè îò m, δ0 è w0.
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Òàáëèöà 5.1: Ñðàâíåíèå èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè è ïîñòðîåííîé ïî íåé

(s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáè-

òåëüñêèì êðåäèòàì ïðè α = 0.05.

Äàííûå/�ðóïïà ≤ 25 (25, 45) ≥ 45 G1 ∪G2 ∪G3

AUCinit 0.7190 0.7658 0.8022 0.7663

AUCadeq 0.7230 0.7655 0.8052 0.7686

t-ñòàòèñòèêà 12.16 -1.82 6.62 18.2

p-value 0 0.0344 0 0

æàåòñÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ δ0 è w0 ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà îáúåêòîâ â âûáîðêå.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî êðîìå ïðåèìóùåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ óâåëè÷åíèåì êà÷åñòâà

ïðîãíîçà, ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé, òî åñòü ñîäåðæèò ìåíüøå

ìîäåëåé, ÷åì èñõîäíàÿ, è ïðè ýòîì âñå ìîäåëè, â íåå âõîäÿùèå, ÿâëÿþòñÿ ïî-

ïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûìè ïî ïîñòðîåíèþ, ÷òî ïîâûøàåò èíòåðïðåòè-

ðóåìîñòü.

Ýêñïåðèìåíò ñ ïîñòðîåíèåì (s, α)-àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìî-
äåëåé íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì.

Ïðîòåñòèðóåì òåïåðü ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíûõ
ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Â êà÷åñòâå âûáîðêè ðåàëüíûõ

äàííûõ èñïîëüçóåì âûáîðêó ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì [43℄, ñî-

ñòîÿùóþ èç m = 1000 îáúåêòîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè èñ-

ïîëüçóåì ðàçáèåíèå ïðèçíàêà âîçðàñòà fa íà òðè ãðóïïû: G1 = {(x, y) : xa ≤
25}, G2 = {(x, y) : xa ∈ (25, 45)}, G3 = {(x, y) : xa ≥ 45}. �àçìåðû ïîëó÷èâ-

øèõñÿ ãðóïï: 190, 605, 205 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñðàâíèì êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè

ñ ïðèâåäåííûì ðàçáèåíèåì íà ãðóïïû è ïîñòðîåííîé ïî íåé (s, α) � àäåêâàòíîé
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, ãäå â êà÷åñòâå �óíêöèè ñõîäñòâà èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëà-

ãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà, à óðîâåíü çíà÷èìîñòè ðàâåí α = 0.05. Ïðîèçâîäèëàñü
ãåíåðàöèÿ 5000 ðàçáèåíèé íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü ñ ðàçìåðîì îáó÷åíèÿ 0.7 îò

îáùåãî ðàçìåðà âûáîðêè ñ ðàâíîìåðíûì âûáîðîì îáúåêòîâ èç êàæäîé âîçðàñò-

íîé ãðóïïû. �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 5.1.

Èç òàáë. 5.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñòðîåíèå (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé
ìîäåëè ïîçâîëèëî óâåëè÷èòü êà÷åñòâî ïðèìåðíî íà 0.35% â òåðìèíàõ AUC äëÿ

äâóõ èç òðåõ ãðóïï áåç çíà÷èìîãî óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà äëÿ îñòàâøåéñÿ ãðóïïû.

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ ãðóïï êà÷åñòâî ðàñòåò íà 0.23%. Áîëåå òîãî, óêàçàííîå óëó÷-

øåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì ñ äîñòèãàåìûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè,

ðàâíûì 0 ñ òî÷íîñòüþ 10−10
. �àññìàòðèâàÿ ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåê-

âàòíîé ìîäåëè, ïîëó÷àåì, ÷òî â 36.3% ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå (s, α) � àäåêâàòíîé
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïðîèçâîäèëîñü ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ãðóïï îáúåêòîâ G2

è G3. Â 37.5% ñëó÷àåâ ïîñòðîåííàÿ èñõîäíàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü ÿâëÿëàñü

(s, α) � àäåêâàòíîé íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05. Â 9.8% ñëó÷àåâ ïîñòðîåíèå
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Òàáëèöà 5.2: Ñðàâíåíèå èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè è ïîñòðîåííîé ïî íåé

(s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáè-

òåëüñêèì êðåäèòàì ïðè α = 0.001.

Äàííûå/�ðóïïà ≤ 25 (25, 45) ≥ 45 G1 ∪G2 ∪G3

AUCinit 0.7182 0.7661 0.8027 0.7664

AUCadeq 0.7285 0.7696 0.8146 0.7749

t-ñòàòèñòèêà 24.30 16.93 20.43 45.39

p-value 0 0 0 0

(s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïðîèçâîäèëîñü ïóòåì îáúåäèíåíèÿ

âñåõ ãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàëñÿ äî-

ñòàòî÷íî âûñîêèé óðîâåíü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α = 0.05.
�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé áîëåå íèçêîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà

α = 0.001, ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåáîâàíèþ ïîëó÷èòü ìåíüøå ìîäåëåé â ìóëüòè-

ìîäåëè. �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 5.2.

Èç òàáë. 5.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñòðîåíèå (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé
ìîäåëè ïîçâîëèëî óâåëè÷èòü êà÷åñòâî çíà÷èìî äëÿ âñåõ òðåõ ãðóïï, ïðèìåð-

íî íà 1.1% â òåðìèíàõ AUC äëÿ äâóõ èç òðåõ ãðóïï è íà 0.35% äëÿ íàèáîëåå

ìíîãî÷èñëåííîé ãðóïïû. Äëÿ îáúåäèíåíèÿ ãðóïï êà÷åñòâî ðàñòåò íà 0.85%. Áî-

ëåå òîãî, óêàçàííûå óëó÷øåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûìè ñ äîñòè-

ãàåìûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè, ðàâíûì 10−63
. �àññìàòðèâàÿ ðåçóëüòàòû ïîñòðî-

åíèÿ (s, α) � àäåêâàòíîé ìîäåëè, ïîëó÷àåì, ÷òî â 61.3% ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå

(s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïðîèçâîäèëîñü ïóòåì îáúåäèíåíèÿ

ãðóïï îáúåêòîâ G2 è G3. Â 26.5% ñëó÷àåâ ïîñòðîåíèå (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãî-
óðîâíåâîé ìîäåëè ïðîèçâîäèëîñü ïóòåì îáúåäèíåíèÿ âñåõ ãðóïï. Â 8% ñëó÷àåâ

ïîñòðîåíèå (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïðîèçâîäèëîñü ïóòåì

îáúåäèíåíèÿ ãðóïï îáúåêòîâ G1 è G2. Â 3.6% ñëó÷àåâ ïîñòðîåííàÿ èñõîäíàÿ

ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü ÿâëÿëàñü (s, α) � àäåêâàòíîé íà óðîâíå çíà÷èìîñòè

α = 0.001. Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî èñõîäíîå ðàçáè-

åíèå íà ãðóïïû îáúåêòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, âèäèìî, íå

ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè è öåëåâîé ïåðåìåííîé,

à ïîòîìó ïðè ïîñòðîåíèè (s, α) � àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè óäàëîñü óëó÷øèòü
êà÷åñòâî.

Ýêñïåðèìåíò ñ ïîñòðîåíèåì (s, α)-àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìî-
äåëåé íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà. Ïðîòåñòèðóåì òå-

ïåðü ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ
ìîäåëåé íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Â êà÷åñòâå âûáîðêè ðåàëüíûõ äàííûõ èñïîëü-

çóåì âûáîðêó ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà [46℄, ñîñòîÿùóþ èç m = 4898 îáúåêòîâ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè èñïîëüçóåì ðàçáèåíèå ïðèçíàêà ñîäåð-

æàíèÿ ñâîáîäíîãî äèîêñèäà ñåðû íà K = 10 è K = 20 ãðóïï ïî êâàíòèëÿì

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêà ñ îäèíàêîâûì øàãîì, ÷òî äàåò ãðóïïû ïðèáëèçèòåëü-
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Òàáëèöà 5.3: Ñðàâíåíèå ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè
ñ èñõîäíîé è ñ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Äàííûå K = 10 K = 20 K = 35
α 0.05 0.001 0.05 0.001 0.05 0.001

AUCadeq 0.8149 0.8139 0.8053 0.8069 0.8028 0.8043

AUCinit 0.8155 0.8155 0.8054 0.8058 0.7992 0.7994

AUCs 0.8060 0.8061 0.8029 0.8032 0.8011 0.8009

tinit -20.57 -34.74 -1.13 15.75 42.52 53.64

ts 106.29 98.60 24.43 41.60 14.42 33.74

finit,% 45.3 30.6 49.3 59.2 73.0 77.4

fs,% 92.6 91.7 64.3 72.4 59.2 71.0

K 7.4 5.4 11.2 7.3 13.8 8.0

íî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.

Áóäåì ïðîèçâîäèòü 5000 ãåíåðàöèé ñëó÷àéíîãî ðàçáèåíèÿ âûáîðêè íà îáó÷å-

íèå è òåñò, êàê è â äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì. Âûáîð

îáúåêòîâ äëÿ îáó÷åíèÿ, êàê è ðàíåå, ðàâíîìåðåí ïî ãðóïïàì. �åçóëüòàòû ñðàâ-

íåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé

ìîäåëè ñ èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ è ñ ìîäåëüþ, êîòîðàÿ êîìáèíè-

ðóåò âñå ãðóïïû â îäíó ïðèâåäåíû â òàáë. 5.3. Â òàáë. 5.3 AUCadeq, AUCinit,

AUCs îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ AUC ïî èòåðàöèÿì íà âñåé

òåñòîâîé âûáîðêå äëÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè,
èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè è îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, à tinit è
ts çíà÷åíèÿ t-ñòàòèñòèêè äëÿ ãèïîòåçû ñðàâíåíèÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåê-

âàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ïðîòèâ èñõîäíîé è îäèíî÷íîé ñîîòâåòñòâåííî.

finit è fs åñòü äîëÿ ðàçáèåíè, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåííàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü
îêàçàëàñü ëó÷øå íà òåñòîâîé âûáîðêå, ÷åì èñõîäíàÿ è îäèíî÷íàÿ ñîîòâåòñòâåí-

íî. K ïîêàçûâàåò ñðåäíåå ÷èñëî ìîäåëåé â ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé

ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè. Íà ðèñ. 5.10 ïðèâåäåíû ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ

÷èñëà ìîäåëåé â ïîñòðîåííîé îïòèìàëüíîé (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé
ìîäåëè. Èç òàáë. 5.3 çàêëþ÷àåì, ÷òî áîëüøåå êà÷åñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè α, äëÿ
êîòîðîãî ÷èñëîì ìîäåëåé â ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè K = 8. Çàìåòèì, ÷òî ðå-

çóëüòàòû äëÿ åäèíñòâåííîé ìîäåëè íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ ïðè ðàçíûõ K. Ýòî

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îáó÷àþùàÿ âûáîðêà íà êðîññ-âàëèäàöèè âûáèðàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ïî K ãðóïïàì, à ïîòîìó ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòè ïî ïðèçíàêó

èìååò ñòàòèñòè÷åñêè ðàçíûé ñîñòàâ äëÿ ðàçíûõ K.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè K = 10, 20 è èñõîäíàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü, è ïîñòðî-
åííàÿ ïî íåé (s, α) � àäåêâàòíàÿ ðàáîòàþò ëó÷øå, ÷åì îäèíî÷íàÿ ëîãèñòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü, ÷òî óêàçûâàåò íà íàëè÷èå çíà÷èìîé íåîäíîðîäíîñòè ïî ïðèçíàêó

ñîäåðæàíèÿ ñâîáîäíîãî äèîêñèäà ñåðû. Êðîìå òîãî, ïðè K = 10 ïîñòðîåííàÿ

(s, α) � àäåêâàòíàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü íåçíà÷èòåëüíî óñòóïàåò èñõîäíîé, â
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�èñ. 5.10: �èñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ìîäåëåé â ïîñòðîåííîé (s, α) �
àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé K è α.
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òî âðåìÿ êàê ïðè K = 20 è K = 35 íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ. Ïðåâûøå-
íèå êà÷åñòâà ó èñõîäíîé ìîäåëè íàä ïîñòðîåííîé äëÿ K = 10 îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî åñëè ìîäåëè â ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè èñõîäíî ðàçíûå, ñóùåñòâóåò âåðîÿò-

íîñòü ïðèçíàòü èõ îäèíàêîâûìè, äàþùàÿñÿ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè âòîðîãî ðîäà,

÷òî óõóäøàåò ïîñòðîåííóþ ìîäåëü. Ïðè K = 20 è K = 35 íàáëþäàåòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â èñõîäíîé ìíîãîóðîâíå-

âîé ìîäåëè, âèäèìî, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò òðåáóåìîå äëÿ ó÷åòà íåîäíîðîä-

íîñòè ïî ïðèçíàêó. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòè

â äàííûõ ïîñòðîåíèå (s, α) � àäåêâàòíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò

ñîêðàòèòü ÷èñëî ìîäåëåé â ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, ÷òî ïîâûøàåò èíòåðïðåòè-

ðóåìîñòè ìóëüòèìîäåëè, è îäíîâðåìåííî çíà÷èìî ïîâûñèòü êà÷åñòâî ïðîãíîçà.

Ïðè îòñóòñòâèè íåîäíîðîäíîñòè íàáëþäàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíîå óõóäøåíèå êà÷å-

ñòâà ïðîãíîçà èç-çà ïðèíÿòèÿ îäèíàêîâûõ ìîäåëåé çà ðàçíûå.

5.3. Ïîñòðîåíèå (s, α)-àäåêâàòíûõ ñìåñåé ìîäåëåé

Ïðèâåäåì äàëåå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîñòðîåíèþ (s, α) � àäåê-

âàòíûõ ñìåñåé ìîäåëåé íà ñèíòåòè÷åñêèõ è ðåàëüíûõ äàííûõ. Îòìåòèì, ÷òî

÷èñëî ìîäåëåé â ïîñòðîåííîé ñìåñè â îòëè÷èå îò ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè, ãäå

ýòî ÷èñëî çàäàíî çàðàíåå, äëÿ ñìåñè ìîäåëåé çàäàíî ëèøü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ìîäåëåé â ñìåñè, à â ñèëó ïðîðåæèâàíèÿ ñìåñè èòîãîâàÿ ìóëüòèìîäåëü ìîæåò

èìåòü ìåíüøå ìîäåëåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ ëþáîãî èñõîäíîãî ÷èñëà ìîäåëåé

K âîçìîæíî ïîñòðîèòü (s, α) � àäåêâàòíóþ ìóëüòèìîäåëü äëÿ ëþáîãî óðîâíÿ

çíà÷èìîñòè α. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ñèëüíî ïðîðåæèâà-

þùåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(π|µ), ÷òî â èòîãå â ñìåñè îñòàíåòñÿ òîëüêî

îäíà ìîäåëü, êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ (s, α) � àäåêâàòíîé. Ïðèâåäåì
äàëåå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî

îáó÷åííûå ñìåñè ìîäåëåé ìîãóò áûòü íå (s, α) � àäåêâàòíûìè.
Èëëþñòðàöèÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè è âîçìîæíîé íåàäåêâàòíî-

ñòè îáó÷åííîé ñìåñè ìîäåëåé. Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ñìåñè ìîäåëåé ñîñòîèò â

îäíîâðåìåííîì ïîèñêå âåñîâ ìîäåëåé π è âåêòîðîâ èõ ïàðàìåòðîâ w1, . . . , wK

è ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëîé è èìååò ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ïî ýòîé

ïðè÷èíå äàæå, åñëè ãëîáàëüíûé ìèíèìóì îáëàäàåò ñâîéñòâîì àäåêâàòíîñòè,

íàéäåííûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ìîæåò íå áûòü àäåêâàòíûì.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî çàäà÷à îáó÷åíèÿ ñìåñè ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñ-

òðåìàëüíîé. Äëÿ ýòîãî ñãåíåðèðóåì âûáîðêó ðàçìåðà m = 1000 èç ïðèçíà-

êîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n = 2 èç ñìåñè K = 2 ìîäåëåé ñ âåñàìè

π = [0.6, 0.4]T. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñìåñè èñïîëüçóåì K = 2, µ = 1.
Íà ðèñ. 5.11 ïðèâåäåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ëîãàðè�ìà ñîâìåñòíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ è ìàêñèìàëüíîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè ìîäåëè maxk πk äëÿ 20 çàïóñ-

êîâ èç ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê íà ïðîòÿæåíèè 1500 èòåðàöèé EM-àëãîðèòìà.

Çåëåíûìè òî÷êè íà ðèñ. 5.11á îáîçíà÷åí ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ ñõîäèìîñòè äëÿ

êàæäîãî èç çàïóñêîâ. Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ îáó÷åííîé ìîäåëüþ ñ íàèáîëüøèì
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�èñ. 5.11: Èëëþñòðàöèÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñìå-

ñè ìîäåëåé.

ñîâìåñòíûì ïðàâäîïîäîáèåì, äàþùåéñÿ π = [0.6639, 0.3361]T è âåêòîðàìè ïàðà-
ìåòðîâw1 = [1.20, 1.28]T,w2 = [1.08,−1.32]T. Îòìåòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè ýòîãî
ìàêñèìóìà íàøëèñü åùå äâà, áëèçêèõ ïî çíà÷åíèþ ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,

íî îòëè÷àþùèõñÿ ïî π, w1, w2, ñëåäóþùåãî âèäà

• π = [0.6587, 0.3413]T è âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ w1 = [1.19, 0.41]T, w2 =
[0.53, 0.17]T,

• π = [0.6623, 0.3367]T è âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ w1 = [1.20, 1.28]T, w2 =
[1.07, −1.31]T.

Âòîðîé èç ýòèõ ìàêñèìóìîâ î÷åíü áëèçîê ê íàéäåííîìó ðåøåíèþ, â òî âðåìÿ

êàê ïåðâûé çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ. Êðîìå ýòèõ äâóõ ìàêñèìóìîâ åñòü åùå

íåñêîëüêî íàéäåííûõ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ñ çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì çíà÷åíè-

åì ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

• π = [1, 0]T è âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w1 = [0.92, 0.31]T,

• π = [0.9978, 0.0022]T è âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ w1 = [0.93, 0.32]T, w2 =
[−0.24, −0.98]T.

Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ íàéäåííûì ðåøåíèåì, ñõîäèìîñòü ê êîòîðîìó íà-

áëþäàåòñÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ñóùåñòâóþò

íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ÷òî ãîâîðèò î ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè ðåøàå-

ìîé çàäà÷è.

Èëëþñòðàöèÿ íåàäåêâàòíîñòè îáó÷åííîé ñìåñè ìîäåëåé. Ïðèâåäåì

äàëåå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáó÷åííàÿ ñìåñü ìîäåëåé ìîæåò áûòü íåàäåê-

âàòíîé. �åíåðèðóåì âûáîðêó ðàçìåðà m = 5000 â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå

ðàçìåðà n = 2 èç ñìåñè K = 50 ìîäåëåé. Ïðè ýòîì âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäå-

ëåé ãåíåðèðóþòñÿ òàê, ÷òî îíè äîñòàòî÷íî ðàçíûå, mink 6=l ‖wk −wl‖ = 0.3334.
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Îáó÷èì ñìåñü ìîäåëåé èç K = 50 ìîäåëåé íà ýòèõ äàííûõ è ñîñ÷èòàåì óðîâíè
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�èñ. 5.12: Ìàòðèöà ïàðíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòå-

çû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé

Èç ðèñ. 5.12 çàêëþ÷àåì, ÷òî â ïîñòðîåííîé ñìåñè åñòü íå (s, α) � ðàçëè÷èìûå
ïàðû ìîäåëåé íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05. Òàêèõ ïàð 464, à äëÿ α = 0.001
åñòü 717 ïàð íå (s, α) � ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé. Êðîìå òîãî, â îáó÷åííîé ñìåñè

åñòü ãîðàçäî áîëåå áëèçêèå ìîäåëè, ÷åì â èñòèííîé ìîäåëè mink 6=l ‖ŵk − ŵl‖ =
0.0305.

Ñãåíåðèðóåì òåïåðü âûáîðêó òîãî æå ðàçìåðà m = 5000 â ïðèçíàêî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðà n = 2, íî èç ñìåñè K = 10 ìîäåëåé. Ïðè ýòîì

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ãåíåðèðóþòñÿ òàê, ÷òî îíè äîñòàòî÷íî ðàçíûå,

mink 6=l ‖wk − wl‖ = 1.652. Îáó÷èì ñìåñü ìîäåëåé èç K = 10 ìîäåëåé íà

ýòèõ äàííûõ è ñîñ÷èòàåì óðîâíè çíà÷èìîñòè äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ðàçëè÷èìî-

ñòè ìîäåëåé, âõîäÿùèõ â ìóëüòèìîäåëü. Ìàòðèöà ïàðíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè

T = (tkl), k, l = 1, K ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.13.

Èç ðèñ. 5.13 çàêëþ÷àåì, ÷òî â ïîñòðîåííîé ñìåñè åñòü íå (s, α) � ðàçëè÷èìûå
ïàðû ìîäåëåé íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05. Òàêèõ ïàð 2, à äëÿ α = 0.001
åñòü 5 ïàð íå (s, α) � ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé. Êðîìå òîãî, â îáó÷åííîé ñìåñè

åñòü ãîðàçäî áîëåå áëèçêèå ìîäåëè, ÷åì â èñòèííîé ìîäåëè mink 6=l ‖ŵk − ŵl‖ =
0.114. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî îáó÷åííàÿ ñìåñü

ìîäåëåé ìîæåò íå áûòü (s, α) � àäåêâàòíîé èç-çà îòñóòñòâèÿ ïðÿìîãî êîíòðîëÿ
ðàçëè÷èìîñòè ìîäåëåé â ñìåñè.
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�èñ. 5.13: Ìàòðèöà ïàðíûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòå-

çû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé

5.4. Ïðèìåíåíèå êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ êîìáèíèðîâàíèÿ ïðè-

çíàêîâ íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ. �àññìîòðèì ñëåäóþùèå íàáîðîâ ñèíòåòè÷å-

ñêèõ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ ïîâòîðÿþùèåñÿ ïðèçíàêè.

1. n0 = 1 �àêòîð f̃1, èìåþùèé âåñ w0, f̃
1 ∼ N (0, I). Öåëåâàÿ ïåðåìåííàÿ

y ãåíåðèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ðå-

ãðåññèè (2.1) äëÿ w = w0, X = f̃1. Íàáëþäàåìàÿ ïðèçíàêîâàÿ ìàòðèöà X

ñîñòîèò èç n = 100 çàøóìëåííûõ êîïèé ïðèçíàêà, X = f̃1eTn + ε0ε, εij ∼
N (0, 1), ε0 çàäàåò óðîâåíü çàøóìëåíèÿ.

2. n0 = 2 íåçàâèñèìûõ �àêòîðà f̃1, f̃2, èìåþùèõ âåñ w0, f̃
1, f̃2 ∼ N (0, I).

Öåëåâàÿ ïåðåìåííàÿ y ãåíåðèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ îäèíî÷íîé

ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè (2.1) äëÿ w = [w0, w0]
T, X = [f̃1, f̃2]. Íàáëþ-

äàåìàÿ ïðèçíàêîâàÿ ìàòðèöà X ñîñòîèò èç n = 50 çàøóìëåííûõ êîïèé

êàæäîãî ïðèçíàêà, X = [f̃1eTn + ε0ε
1, f̃2eTn + ε0ε

2], ε1ij, ε
2
ij ∼ N (0, 1), ε0

çàäàåò óðîâåíü çàøóìëåíèÿ.

3. n0 = 2 íåçàâèñèìûõ �àêòîðà f̃1, f̃2, èìåþùèõ âåñà w0, −w0, f̃
1, f̃2 ∼

N (0, I). Öåëåâàÿ ïåðåìåííàÿ y ãåíåðèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ

îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè (2.1) äëÿ w = [w0, −w0]
T, X = [f̃1, f̃2].

Íàáëþäàåìàÿ ïðèçíàêîâàÿ ìàòðèöàX ñîñòîèò èç n = 50 çàøóìëåííûõ êî-
ïèé f1 = β f̃1+

√

1− β2f̃2, f2 = β f̃2+
√

1− β2f̃1 ñìåñåé êàæäîãî ïðèçíàêà,

X = [f1eTn+ ε0ε
1, f2eTn+ ε0ε

2], ε1ij, ε
2
ij ∼ N (0, 1), ε0 çàäàåò óðîâåíü çàøóì-

ëåíèÿ. Çäåñü β ∈ [0, 1/
√
2] çàäàåò óðîâåíü êîððåëÿöèè ìåæäó ïðèçíàêàìè

(β = 0 ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé êîððåëÿöèè, à β = 1/
√
2 ñëó÷àþ åäèíè÷íîé

êîððåëÿöèè).
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Ñëó÷àé, êîãäà ïðèçíàêîâàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç n = 100 êîïèé îä-

íîãî ïðèçíàêà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîé êîìáèíàöèåé â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (2.4) ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ ïðèçíàêîâ ñ îäèíàêîâûì âåñîì. Ïðè ýòîì

òàêîé êîìáèíàöèè ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå êîìáèíèðîâàííîãî

ïðèçíàêà ïîñëå íîðìèðîâêè ê åäèíè÷íîé äèñïåðñèè

f∗ = αf̃1 +
√

1− α2ε, ε ∼ N (0, I), α2 = n/(n+ ε20).

Çäåñü D
best

= α2
åñòü äîëÿ ñèãíàëà â îïòèìàëüíîé êîìáèíàöèè ïî äèñïåð-

ñèè. Òàêîå æå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ êîìáèíàöèé, êîòî-

ðûå çàäàþòñÿ âåñàìè îáó÷åííîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ïîñëå øêàëèðîâàíèÿ

ê åäèíè÷íîé äèñïåðñèè. Îòìåòèì, ÷òî îòêëîíåíèå êîìáèíàöèè îò îïòèìàëü-

íîé, êîòîðîå ìîæíî èçìåðèòü ïî âåëè÷èíå äîëè ñèãíàëà D âëèÿåò íà êà÷åñòâî

ïðîãíîçà. Äàëåå â òåðìèíàõ äîëè ñèãíàëà è AUC íà òåñòîâîé âûáîðêå ñðàâ-

íèâàåì îïòèìàëüíóþ êîìáèíàöèþ ïðèçíàêîâ (Dopt,AUCopt), íàèáîëåå îáîñíî-

âàííóþ ìîäåëü, ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè íà èñõîäíûõ

ïðèçíàêàõ (Dev,AUCev), ìîäåëü, ïîñòðîåííóþ íà îäíîì ïðèçíàêå (Ds,AUCs)

è íàèáîëåå îáîñíîâàííóþ îáó÷åííóþ ìîäåëü íà êîìáèíèðîâàííûõ ïðèçíàêàõ

(Dcomb,AUCcomb) äëÿ ðàçíûõ ðàçìåðîâ âûáîðêè m, çíà÷åíèÿ w0 è çàøóìëåííî-

ñòè ε0.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâîäèòü êîìáèíàöèþ ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ

ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ, òðåáóåòñÿ çàäàòü ãðàíèöó ρ0 ïî êîððåëÿöèè äëÿ êîìáè-
íàöèè. Åñëè ρ0 = −1, òî âñå ïðèçíàêè êîìáèíèðóåòñÿ â îäèí, à åñëè ρ0 = 1,
òî êîìáèíèðîâàíèÿ íå ïðîèñõîäèò. Òàê êàê çíà÷åíèå ρ0 íåèçâåñòíî, îíî îïðå-

äåëÿåòñÿ êðîññ-âàëèäàöèåé íà îáó÷àþùåé âûáîðêå, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ

ñëó÷àéíîå ðàçáèåíèå íà äâå ïîäâûáîðêè 100 ðàç. Ïðèâåäåì äàëåå íåñêîëüêî ãðà-

�èêîâ çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî êà÷åñòâà íà êðîññ-âàëèäàöèè îò çíà÷åíèÿ ρ0 äëÿ
ðàçíûõ çíà÷åíèé m, w0, ε0 (ñì. ðèñ. 5.14).

Çàâèñèìîñòü AUC íà êðîññ-âàëèäàöèè èìååò ñòóïåí÷àòûé õàðàêòåð (ñì.

ðèñ. 5.14). Îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ âñåõ ïðèçíàêîâ, à ïðè ìàëîì ïà-

ðàìåòðå ρ0 ýòî è ïðîèñõîäèò, ÷òî âåäåò ê êà÷åñòâó, áëèçêîìó ê îïòèìàëüíîìó.

Ïðè óâåëè÷åíèè ρ0 äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïî-ïðåæíåìó ïðîèñõîäèò êîìáèíà-
öèÿ âñåõ ïðèçíàêîâ â îäèí, à ïîòîìó êà÷åñòâî íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì ρ0 ïðèçíàêè èñïîëüçóþòñÿ îòäåëüíî, ÷òî âåäåò ê áîëåå íèçêîìó êà-

÷åñòâó. Îòìåòèì, ÷òî ãðàíèöà ïåðåõîäà ðàâíà êàê ðàç 1/(1 + ε20), ïîñêîëüêó
ýòî è åñòü îæèäàåìîå çíà÷åíèå êîððåëÿöèè ìåæäó çàøóìëåííûìè ïðèçíàêà-

ìè. Áîëåå íèçêîå êà÷åñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêîâ îòäåëüíî óêàçûâàåò

íà íåîïòèìàëüíîñòü êîìáèíàöèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè èñ-

õîäíûõ ïðèçíàêîâ â îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Ñðàâíèì äàëåå îïòèìàëüíóþ îáó÷åííóþ ëîãèñòè÷åñêóþ ìîäåëü íà êîìáè-

íèðîâàííûõ ïðèçíàêàõ ñ îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ íà

èñõîäíûõ ïðèçíàêàõ, ñ îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ íà îä-

íîì ïðèçíàêå è ñ ìîäåëüþ ñ îïòèìàëüíûì êîìáèíèðîâàíèåì ïðèçíàêîâ äëÿ

ðàçíûõ çíà÷åíèé w0, çàäàþùåãî ìàêñèìàëüíîå êà÷åñòâî ìîäåëè. Èñïîëüçóþòñÿ



141

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.53

0.54

0.55

0.56

0.57

0.58

0.59

ρ0

A
U
C

C
V

(à) m = 500, w0 = 0.5, ε0 = 5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.516

0.518

0.52

0.522

ρ0

A
U
C

C
V

(á) m = 10000, w0 = 0.1, ε0 = 5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5

0.505

0.51

0.515

ρ0

A
U
C

C
V

(â) m = 1000, w0 = 0.25, ε0 = 3.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.615

0.62

0.625

ρ0

A
U
C

C
V

(ã) m = 3000, w0 = 0.5, ε0 = 2.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.565

0.57

0.575

0.58

ρ0

A
U
C

C
V

(ä) m = 3000, w0 = 0.25, ε0 = 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5

0.51

0.52

0.53

0.54

ρ0

A
U
C

C
V

(å) m = 1000, w0 = 0.1, ε0 = 1.7

�èñ. 5.14: Çàâèñèìîñòü AUC íà êðîññ-âàëèäàöèè îò ïàðàìåòðà îòñå÷åíèÿ ïî

êîððåëÿöèè ρ0 äëÿ ðàçíûõ m, w0, ε0.
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�èñ. 5.15: Ñðàâíåíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ñ îïòèìàëüíîé

ìîäåëüþ è ìîäåëüþ ñ èñõîäíûìè ïðèçíàêàìè äëÿ w0 = 0.1
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�èñ. 5.16: Ñðàâíåíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ñ îïòèìàëüíîé

ìîäåëüþ è ìîäåëüþ ñ èñõîäíûìè ïðèçíàêàìè äëÿ w0 = 0.25
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�èñ. 5.17: Ñðàâíåíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ñ îïòèìàëüíîé

ìîäåëüþ è ìîäåëüþ ñ èñõîäíûìè ïðèçíàêàìè äëÿ w0 = 0.5
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ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m, w0, ε0, m ∈ {500, 1000, 3000, 10000}, w0 ∈
{0.1, 0.25, 0.5}, ε0 ∈ {1, 1.7, 2.5, 3.5, 5}.

�åçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè ñ w0 = 0.1, òî åñòü ñ ìàëûì ìàêñèìàëüíûì êà÷å-

ñòâîì ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.15. Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðè-

çíàêàìè áëèçêà ê îïòèìàëüíîé äàæå ïðè áîëüøîì óðîâí øóìà ïðè m ≥ 1000.
Ïðè m = 500 èç-çà íàëè÷èÿ øóìà, êîòîðûé âëèÿåò íà îöåíêè êîððåëÿöèé ìî-

äåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè óñòóïàåò îïòèìàëüíîé, íî ïî-ïðåæíåì

íå ïðîèãðûâàåò îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ìîäåëè, èñïîëüçóþùåé âñå ïðèçíàêè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî è ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè, è îïòèìàëüíàÿ

îáó÷åííàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóþùàÿ âñå ïðèçíàêè ðàáîòàþò ëó÷øå, ÷åì ìîäåëü,

îáó÷åííàÿ ïîñëå âûáîðà îäíîãî ïðèçíàêà çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ìàëîé âûáîð-

êè m = 500 äëÿ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ øóìà. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðåàëèçàöèÿ

îòáîðà ïðèçíàêîâ â òàêèõ óñëîâèÿõ çàòðóäíèòåëüíà, ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå êîððåëÿöèè ìåæäó ïðèçíàêàìè ðàâíî 1/(1 + ε20), ÷òî áëèçêî ê íóëþ

ïðè ñèëüíîì øóìå, à ïîòîìó ïðèçíàêè íå âûãëÿäÿò ìóëüòèêîëëèíåàðíûìè.

�åçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àå, êîãäà w0 = 0.25 è w0 = 0.5 ïðèâåäåíû íà

ðèñ. 5.16è 5.17 ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàîå êà÷åñòâî äëÿ îï-

òèìàëüíîé ìîäåëè âûøå è ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî 0.57 è 0.63 ïðîòèâ 0.52-0.53

äëÿ w0 = 0.1. Ïðè w0 = 0.5 óæå äàæå äëÿ âûáîðêè ðàçìåðà m = 500 äëÿ

âñåõ çíà÷åíèé øóìîâ ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ïî÷òè ñîâïàäà-

åò (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−7
ïî äîëå ñèãíàëà è äî 10−3

ïî AUC) ñ îïòèìàëüíîé

ìîäåëüþ, çíà÷èòåëüíî ïîáåæäàÿ ïðè ýòîì îïòèìàëüíóþ îáó÷åííóþ ìîäåëü íà

âñåõ ïðèçíàêàõ è ìîäåëü ñ îòîáðàííûì ïðèçíàêîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Äàæå â ñëó-

÷àå áîëüøîé âûáîðêè m = 10000 ïðåâûøåíèå AUCcomb íàä AUCev ñîñòàâëÿåò

0.1. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïðåèìóùåñòâî áîëüøå äëÿ ìåíüøèõ âûáîðîê è ïðè

áîëüøåé çàøóìëåííîñòè ε0. Äëÿ ñëó÷àÿ w0 = 0.25 ñïðàâåäëèâî òî æå ñàìîå,

çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ìàëîé âûáîðêè m = 500 B áîëüøîé çàøóìëåííîñòè

(ε0 = 2.5, 5), êîãäà ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ïîáåæäàåò îïòè-

ìàëüíóþ îáó÷åííóþ íà âñåõ ïðèçíàêàõ è ìîäåëü ñ îòîáðàííûì ïðèçíàêîì, íî

çíà÷èòåëüíî ïðîèãðûâàåò íàèëó÷øåé âîçìîæíîé.

Ñëó÷àé, êîãäà ïðèçíàêîâàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç n = 50 êîïèé êàæ-
äîãî èç äâóõ ïðèçíàêîâ.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ãðà�èêîâ çàâèñè-

ìîñòè ñðåäíåãî êà÷åñòâà íà êðîññ-âàëèäàöèè îò çíà÷åíèÿ ρ0 äëÿ ðàçíûõ çíà÷å-
íèé m, w0, ε0 (ñì. ðèñ. 5.14).

Çàâèñèìîñòü AUC íà êðîññ-âàëèäàöèè èìååò ñòóïåí÷àòûé õàðàêòåð (ñì.

ðèñ. 5.18). Îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïðèçíàêîâ, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ïðè-

çíàêîâ, êàæäûé èç êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé n = 50 êîïèé êàæäîãî èç

äâóõ èñòèííûõ ïðèçíàêîâ. Ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå ρ0 âñå ïðèçíàêè êîìáèíèðóþò-
ñÿ â îäèí. Åñëè áû ïðèçíàêè êîìáèíèðîâàëèñü ñ îäèíàêîâûìè ïîëîæèòåëüíûìè

âåñàìè, òî òàêàÿ êîìáèíàöèÿ áûëà áû îïòèìàëüíîé. Îäíàêî çíàê â êîìáèíà-

öèè îïðåäåëÿåòñÿ êîððåëÿöèåé ìåæäó ïðèçíàêàìè. Âíóòðè îäíîé ãðóïïû êîïèé

îæèäàåìîå çíà÷åíèå êîððåëÿöèè ðàâíî 1/(1 + ε20) > 0, ÷òî ïîçâîëÿåò äàæå ïðè
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�èñ. 5.18: Çàâèñèìîñòü AUC íà êðîññ-âàëèäàöèè îò ïàðàìåòðà îòñå÷åíèÿ ïî

êîððåëÿöèè ρ0 äëÿ ðàçíûõ m, w0, ε0.
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áîëüøîé çàøóìëåííîñòè ñêëàäûâàòü ïðèçíàêè ñ ïðàâèëüíûì çíàêîì. Îäíàêî

ìåæäó ãðóïïàìè îæèäàåìàÿ êîððåëÿöèÿ ïðèçíàêîâ ðàâíà íóëþ, à ïîòîìó â

ñðåäíåì 25 èç 100 ïðèçíàêîâ áóäóò ñëîæåíû ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, ÷òî

âåäåò ê íåîïòèìàëüíîñòè è ðåàëüíîìó ó÷åòó òîëüêî îäíîãî èç �àêòîðîâ f̃1, f̃2.
Ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ρ0 ïðèçíàêè èç ðàçíûõ ãðóïï êîïèé íà÷èíàþò ñ÷èòàòüñÿ

íèçêîêîððåëèðîâàííûìè, à ïðèçíàêè èç îäíîé ãðóïïû ïî-ïðåæíåìó îáúåäèíÿ-

þòñÿ. Ýòîò ó÷àñòîê è ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó êîìáèíèðîâàíèþ. Ïðè äàëü-

íåéøåì ðîñòå ρ0 ãðóïïû ïðèçíàêîâ ðàçúåäèíÿþòñÿ è ïðèçíàêè èñïîëüçóþòñÿ

îòäåëüíî. Áîëåå íèçêîå êà÷åñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêîâ îòäåëüíî óêàçû-

âàåò íà íåîïòèìàëüíîñòü êîìáèíàöèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè

èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ â îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè ìàëîì ÷èñëå îáúåêòîâ è ïðè áîëüøîé çàøóìëåííî-

ñòè óêàçàííûé ó÷àñòîê îïòèìàëüíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü óçîê èëè íå

íàáëþäàòüñÿ â ñèëó çàøóìëåííîñòè âûáîðî÷íûõ îöåíîê êîððåëÿöèè.

Ñðàâíèì äàëåå îïòèìàëüíóþ îáó÷åííóþ ëîãèñòè÷åñêóþ ìîäåëü íà êîìáè-

íèðîâàííûõ ïðèçíàêàõ ñ îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ íà

èñõîäíûõ ïðèçíàêàõ, ñ îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ íà îä-

íîì ïðèçíàêå è ñ ìîäåëüþ ñ îïòèìàëüíûì êîìáèíèðîâàíèåì ïðèçíàêîâ äëÿ

ðàçíûõ çíà÷åíèé w0, çàäàþùåãî ìàêñèìàëüíîå êà÷åñòâî ìîäåëè. Èñïîëüçóþòñÿ

ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m, w0, ε0, m ∈ {500, 1000, 3000, 10000}, w0 ∈
{0.1, 0.25, 0.5}, ε0 ∈ {1, 1.7, 2.5, 3.5, 5}.

�åçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè ñ w0 = 0.1, òî åñòü ñ ìàëûì ìàêñèìàëüíûì êà÷å-

ñòâîì ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.19. Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðè-

çíàêàìè áëèçêà ê îïòèìàëüíîé äàæå ïðè áîëüøîì óðîâíå øóìà ïðèm = 10000.
Ïðè ìåíüøèõ ðàçìåðàõ âûáîðêè m ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè

ñëàáåå îïòèìàëüíîé â ñðåäíåì íà 0.015 ïî AUC, îäíàêî ïî-ïðåæíåìó âûèãðû-

âàåò ó îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ìîäåëè, èñïîëüçóþùåé âñå ïðèçíàêè, âî âñåõ

ñëó÷àÿõ, êðîìå äâóõ, äîñòèãàÿ ñõîæèõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà äëÿ ìàëûõ âûáî-

ðîêm = 500. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî è ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè, è

îïòèìàëüíàÿ îáó÷åííàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóþùàÿ âñå ïðèçíàêè ðàáîòàþò ëó÷øå,

÷åì ìîäåëü, îáó÷åííàÿ ïîñëå âûáîðà îäíîãî ïðèçíàêà çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî

ñëó÷àÿ ìàëîé âûáîðêè m = 500.

�åçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àå, êîãäà w0 = 0.25 è w0 = 0.5 ïðèâåäåíû íà

ðèñ. 5.20è 5.21 ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå êà÷åñòâî äëÿ îïòè-

ìàëüíîé ìîäåëè âûøå è ðàâíî ñîîòâåòñòâåííî 0.57 è 0.63 ïðîòèâ 0.52-0.53 äëÿ

w0 = 0.1. Ïðè w0 = 0.5 ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè äëÿ âñåõ ðàç-
ìåðîâ âûáîðêè è äëÿ âñåõ øóìîâ, êðîìå íàèáîëüøåãî ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíîé,

áóäó÷è áëèçêîé ê îïòèìàëüíîé ïðè ε0 = 5. Êðîìå òîãî, ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàí-
íûìè ïðèçíàêàìè âûèãðûâàåò ó îáó÷åííîé îïòèìàëüíîé ìîäåëè, èñïîëüçóþùåé

âñå ïðèçíàêè îòäåëüíî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå îäíîãî, è çíà÷èòåëüíî îïåðåæàþò

ìîäåëü ñ îòîáðàíûìè ïðèçíàêàìè âî âåõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ w = 0.25 íàáëþäàåòñÿ

ñõîæèé ðåçóëüòàò, íî ìîäåëü ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ñîâïàäàåò ñ îï-

òèìàëüíîé ëèøü ïðè m = 10000 è ïðè ìàëîì øóìå.
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�èñ. 5.19: Ñðàâíåíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ñ îïòèìàëüíîé

ìîäåëüþ è ìîäåëüþ ñ èñõîäíûìè ïðèçíàêàìè äëÿ w0 = 0.1
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�èñ. 5.20: Ñðàâíåíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ñ îïòèìàëüíîé

ìîäåëüþ è ìîäåëüþ ñ èñõîäíûìè ïðèçíàêàìè äëÿ w0 = 0.25
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�èñ. 5.21: Ñðàâíåíèå ìîäåëè ñ êîìáèíèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè ñ îïòèìàëüíîé

ìîäåëüþ è ìîäåëüþ ñ èñõîäíûìè ïðèçíàêàìè äëÿ w0 = 0.5
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Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé áûëî êîìáè-

íèðîâàíèå âñåõ èìåþùèõñÿ ïðèçíàêîâ, è ïîòîìó õîòÿ íåîáõîäèìîñòü êîìáèíè-

ðîâàíèÿ è îïðåäåëÿåñÿ êðîññ-âàëèäàöèåé, ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà êîìáèíèðîâà-

íèè ïðèçíàêîâ èìååò ïðåèìóùåñòâî. Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òàêàÿ

ñòðàòåãèÿ ïðèâîäèò, êàê óæå óêàçûâàëîñü, ê íåîïòèìàëüíîìó ðåçóëüòàòó èç-çà

íóëåâîé îæèäàåìîé êîððåëÿöèè ïðèçíàêîâ èç ðàçíûõ ãðóïï. Ïî ýòîé ïðè÷èíå

ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå ρ0 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ ìîäåëè ñ êîìáèíèðî-

âàííûìè ïðèçíàêàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëàãàåìûé

ìåòîä ñïðàâëÿåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì ãðàíèöû ρ0 è ïîñòðîåíèåì êîìáèíàöèè ïðè-

çíàêîâ, áëèçêîé ê îïòèìàëüíîé, äàæå â óñëîâèÿõ ñèëüíîé çàøóìëåííîñòè. Áîëåå

òîãî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò íåîïòèìàëüíîñòü îöåíêè âåêòîðà ïà-

ðàìåòðîâ ìîäåëè â îáó÷åííîé îïòèìàëüíîé ìîäåëè, ïîñêîëüêó ÷àñòü ïðèçíàêîâ

èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ, õîòÿ äîëÿ ñèãíàëà âî âñåõ èç íèõ îäèíàêîâà, à

÷àñòü ïðèçíàêîâ ïîëó÷àþò îòðèöàòåëüíûé âåñ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé

ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü êà÷åñòâî ïðîãíîçà ïðè

íàëè÷èè ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ. Ïðè ýòîì ïðè èõ îòñóòñòâèè â ñèëó

âûáîðà ρ0 íà êðîññ-âàëèäàöèè, êîìáèíèðîâàíèå íå áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ, ÷òî

è íàáëþäàåòñÿ âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà êîìáèíèðîâàíèå ïðèçíàêîâ èç ðàçíûõ

ãðóïï íåæåëàòåëüíî.
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Òàáëèöà 5.4: Èëëþñòðàöèÿ âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà

îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäå-

ëè äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàìåòðîâ îäíîãî çíàêà, w = w1 = [1, 1]T.

Äàííûå / m 50 100 1000 104 105 106

min(σ∗
1, σ

∗
2) 6.36 10.04 39.88 132.33 422.01 1.35 · 103

κ∗
-0.9939 -0.998 -0.9998 -1 -1 -1

Òàáëèöà 5.5: Èëëþñòðàöèÿ âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà

îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäå-

ëè äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàìåòðîâ ðàçíûõ çíàêîâ, w = w1 = [1, −1]T.

Äàííûå / m 50 100 1000 104 105 106

min(σ∗
1, σ

∗
2) 5.36 15.63 41.97 131.14 419.19 1.34 · 103

κ∗
0.9765 0.9966 0.9997 1 1 1

5.5. Èëëþñòðàöèÿ âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñè-

ìóìà îáîñíîâàííîñòè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëî-

ãèñòè÷åñêîé ìîäåëè

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàò òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé âûðîæäåííîñòè

íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàò-

ðèöû. �àññìàòðèâàåì ñëó÷àé îäíîé ìîäåëè K = 1, ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè n = 2. Â êà÷åñòâå èñòèííîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåì

äâà ñëó÷àÿ w1 = [1, 1]T è w2 = [1, −1]T. Âàðüèðóåì ÷èñëî îáúåêòîâ â âûáîðêå,

ñãåíåðèðîâàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè îò 50 äî

1000000 è îöåíèâàåì íåäèàãîíàëüíóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ìåòîäîì ìàê-

ñèìóìà îáîñíîâàííîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.5) ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëà-

ïëàñà. Ñýìïëèðóåì ïðèçíàêè f1, f2 íåçàâèñèìî ïîýëåìåíòíî èç N (0, 1). Ïóñòü
X = [f1, f2]. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà äëÿ ñëó÷àÿ íåêîððåëèðîâàííûõ ïðèçíà-

êîâ f1, f2 ïðèâåäåíû â òàáë. 5.4, 5.5.

Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû, èìååì A∗ =

(
σ∗2
1 κ∗σ∗

1σ
∗
2

κ∗σ∗
1σ

∗
2 σ∗2

2

)

. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ, è êîãäà èñòèííûå âåñà ïðèçíàêîâ èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, è êîãäà

èñòèííûå âåñà ïðèçíàêîâ èìåþò ðàçíûé çíàê, ïðè ðîñòå ÷èñëà îáúåêòîâ íà-

áëþäàåòñÿ óâåëè÷åíèå min(σ∗
1, σ

∗
2) â ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé. Áîëåå òîãî, óæå ïðè

m = 10000 â îáîèõ ñëó÷àÿõ îöåíåííàÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó âåñà ïðèçíàêîâ ïî

ìîäóëÿ ðàâíà 1 ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ, à çíàê îïðåäåëÿåòñÿ êàê −sign(w1w2),
÷òî òàêæå íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé çàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ. Â êà÷åñòâå X âîçìåì X =
[f1,

1√
2
(f1 + f2)]. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáë. 5.6, 5.7.
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Òàáëèöà 5.6: Èëëþñòðàöèÿ âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà

îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäå-

ëè äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàìåòðîâ îäíîãî çíàêà, w = w1 = [1, 1]T â ñëó÷àå êîððåëèðî-
âàííûõ ïðèçíàêîâ.

Äàííûå / m 50 100 1000 104 105 106

min(σ∗
1, σ

∗
2) 3.00 3.98 19.48 61.52 213.74 679.63

κ∗
-0.9683 -0.98 -0.9986 -0.9999 -1 -1

Òàáëèöà 5.7: Èëëþñòðàöèÿ âûðîæäåííîñòè íåäèàãîíàëüíîé îöåíêè ìàêñèìóìà

îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäå-

ëè äëÿ ñëó÷àÿ ïàðàìåòðîâ ðàçíûõ çíàêîâ, w = w1 = [1, −1]T â ñëó÷àå êîððå-
ëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ.

Äàííûå / m 50 100 1000 104 105 106

min(σ∗
1, σ

∗
2) 11.23 16.76 57.50 191.97 611.21 1.93 · 103

κ∗
0.9990 0.9991 0.9999 1 1 1

Äëÿ ñëó÷àÿ êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ òàêæå íàáëþäàåì, ÷òî ïðè óâåëè-

÷åíèè ÷èñëà îáúåêòîâ ðàñòåòmin(σ∗
1, σ

∗
2), à óæå, íà÷èíàÿ ñm = 100000 äëÿ âåñîâ

îäíîãî çíàêà, è, íà÷èíàÿ ñ m = 10000 äëÿ âåñîâ ðàçíûõ çíàêîâ, îöåíêà ìàêñè-
ìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîððåëÿöèè âåñîâ ïðèçíàêîâ ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ

ðàâíà −sign(w1w2). �àçíàÿ æå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ

ñëó÷àÿõ îáúÿñíÿåòñÿ êîððåëèðîâàííîñòüþ ïðèçíàêîâ. Òàê áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

òåîðåìà ïðèìåíèìà, åñëè ïðèçíàêè íå ÿâëÿþòñÿ êîëëèíåàðíûìè èëè âûðîæ-

äåííûìè (ñì. ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû). Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå, êîãäà ïðèçíàêè èäåàëüíî êîððåëèðîâàíû, óòâåðæäàåìûõ ñõîäèìîñòåé

íå íàáëþäàåòñÿ, ïîòîìó, âèäèìî, èìååò ìåñòî ðàçíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â

ïðîìåæóòî÷íûõ ñëó÷àÿõ.
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5.6. �åçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ íà ðåàëüíûõ äàííûõ

Ñðàâíèì äàëåå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ

(s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ñ ðåçóëüòàòàìè êëàññè�èêàöèè ñ ïîìîùüþ
èñõîäíûõ ìóëüòèìîäåëåé. Òàê êàê ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîä-

õîäà äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ íà ìîäåëè ïî çíà÷åíèþ

ïðèçíàêà ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ðàçáèå-

íèÿ îáúåêòîâ ïî ìîäåëÿì èñïîëüçóåì êëàñòåðèçàöèþ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà k

ñðåäíèõ [109℄.

Â êà÷åñòâå äàííûõ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ïÿòü íàáîðîâ äàííûõ èç ðåïîçè-

òîðèÿ UCI.

1. Äàííûå ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì [43℄ ñîäåðæàò 1000 îáú-

åêòîâ, 24 ïðèçíàêà, 2 êëàññà.

2. Äàííûå ïî ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì â Þæíîé À�ðèêå [45℄ ñîäåðæàò 462

îáúåêòà, 13 ïðèçíàêîâ, 2 êëàññà.

3. Äàííûå ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà [46℄ ñîäåðæàò 4898 îáúåêòîâ, 11 ïðèçíà-

êîâ, 2 êëàññà. Äëÿ ýòèõ äàííûõ öåëåâàÿ ïåðåìåííàÿ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 10,

ïîêàçûâàÿ êà÷åñòâî âèíà. Êëàññó y = −1 ñîîòâåòñòâóåò âèíî íèçêîãî êà-
÷åñòâà (0�5), à êëàññó y = 1 ñîîòâåòñòâóåò âèíî âûñîêîãî êà÷åñòâà (6�10).

4. Äàííûå ïî ëîêàëèçàöèè áåëêîâ â êëåòêå [47℄ ñîäåðæàò 892 îáúåêòà, 8 ïðè-

çíàêîâ è 2 êëàññà. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü äâà ñàìûõ áîëüøèõ ïî ÷èñëó

îáúåêòîâ êëàññà èç íàáîðà äàííûõ.

5. Äàííûå ïî öåíàì äîìîâ â Áîñòîíå [48℄ Äîìà ñ öåíîé íå ìåíåå 25,000$ áûëè

îòíåñåíû ê êëàññó y = 1, à ñ öåíîé ìåíåå 25,000$ áûëè îòíåñåíû ê êëàññó

y = −1. Äàííûå ñîäåðæàò 506 îáúåêòîâ, 13 ïðèçíàêîâ è 2 êëàññà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè

α = 0.01. �åçóëüòàòû ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ñõîæè è ïðè-

âîäÿò ê òåì æå âûâîäàì. �àçáèåíèå îáúåêòîâ íà ìîäåëè ïðîèçâîäèì, êàê óæå

óêàçûâàëîñü, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà k ñðåäíèõ [109℄. Ïîñòðîåíèå ñìåñåé ìîäåëåé

ïðîèçâîäèì è ñ �èêñèðîâàííûì ÷èñëîì ìîäåëåé K áåç ïðîðåæèâàíèÿ (µ = 1),
è ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ÷èñëà ìîäåëåé èç çàâåäîìî èçáûòî÷íîãî íàáîðà

(K = 200, µ = 10−6
). �åçóëüòàòû ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ ðàñïðå-

äåëåíèÿ Äèðèõëå êà÷åñòâåííî ñõîæè è ïðèâîäÿò ê òåì æå âûâîäàì. Ïðèâåäåì

ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé è ñìåñåé ìîäåëåé äëÿ �èê-

ñèðîâàííîãî èñõîäíîãî ÷èñëà ìîäåëåé K áåç ïðîðåæèâàíèÿ äëÿ ìóëüòèìîäåëåé

(µ = 1). �åçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáë. 5.8 äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáè-

òåëüñêèì êðåäèòàì, â òàáë. 5.9 äëÿ äàííûõ ïî ëîêàëèçàöèè áåëêîâ â êëåòêå,

â òàáë. 5.10 äëÿ äàííûõ ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà, â òàáë. 5.11 äëÿ äàííûõ ïî

ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì â Þæíîé À�ðèêå è â òàáë. 5.12 äëÿ äàííûõ ïî öå-

íàì äîìîâ â Áîñòîíå. Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà èñïîëüçîâàëàñü êðîññ-âàëèäàöèÿ ïî

50 íåçàâèñèìûì ðàçáèåíèÿì âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü. Ïîëóæèðíûì

øðè�òîì âûäåëåíû çíà÷åíèÿ êà÷åñòâà äëÿ èñõîäíîé èëè ïîñòðîåííîé (s, α) �
àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè, äëÿ êîòîðûõ ïðåâûøåíèå êà÷åñòâà ñîîòâåòñòâóåò
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çíà÷åíèþ t-ñòàòèñòèêè, áîëüøåìó äâóõ. Åñëè ðàçëè÷èå êà÷åñòâà íåçíà÷èìî, òî

âûäåëåíû îáà çíà÷åíèÿ. Â òàáëèöàõ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• AUCs � ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ îäèíî÷íîé ëîãèñòè÷å-

ñêîé ìîäåëè;

• AUCm � ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè

èç K ìîäåëåé;

• AUC

adeq

m � ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ (s, α) � àäåêâàòíîé
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè;

• AUC

mix

� ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ ñìåñè èç K ìîäåëåé;

• AUC

adeq

mix

� ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ (s, α) � àäåêâàòíîé
ñìåñè ìîäåëåé;

• tm � çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé t-ñòàòèñòèêè ïðè ñðàâíåíèè (s, α) � àäåêâàòíîé
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè ñ èñõîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëüþ;

• t
mix

� çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé t-ñòàòèñòèêè ïðè ñðàâíåíèè (s, α) � àäåêâàò-
íîé ñìåñè ìîäåëåé ñ èñõîäíîé ñìåñüþ;

• Kadeq

m � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â (s, α) � àäåêâàòíîé ìíîãîóðîâíåâîé
ìîäåëè;

• K
mix

� ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â îáó÷åííîé îïòèìàëüíîé ñìåñè ìîäå-

ëåé;

• Kadeq

mix

� ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â (s, α) � àäåêâàòíîé îáó÷åííîé îï-

òèìàëüíîé ñìåñè ìîäåëåé.

Äîáàâëåíèÿ ìåòîäà êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ äëÿ ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàð-

íîñòè íå ïðèâåëî ê êîìáèíèðîâàíèþ ïðèçíàêîâ íè â îäíîì èç ðàññìàòðèâà-

åìûõ íàáîðîâ äàííûõ, òàê êàê ïàðàìåòð îòñå÷åíèÿ ïî êîððåëÿöèè íà êðîññ-

âàëèäàöèè ρ0 áûë âûáðàí ìàêñèìàëüíûì, îòâåðãàþùèì êîìáèíàöèþ, ÷òî óêà-

çûâàåò íà îòñóòñòâèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðèçíàêîâ, êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

øóìà åñòü íóëåâîé âåêòîð.

Ïðèâåäåì òàêæå ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ñìåñåé ìîäåëåé ñ àâòîìàòè÷åñêèì

âûáîðîì ÷èñëà ìîäåëåé â ñìåñè ïóòåì ïðîðåæèâàíèÿ (ñì. òàáë. 5.13). Äëÿ ýòîãî

ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå áûë óñòàíîâëåí ðàâíûì µ = 10−6
, à èñõîäíîå

÷èñëî ìîäåëåé K = 200. Ýêñïåðèìåíòû äëÿ äðóãèì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà äàëè

êà÷åñòâåííî ñõîæèå ðåçóëüòàòû. Â òàáë. 5.13 ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå äàííûå.

• AUC

sp

� ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ ñìåñè ìîäåëåé;

• AUC

adeq

sp

� ñðåäíåå êà÷åñòâî íà êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ (s, α) � àäåêâàòíîé
ñìåñè ìîäåëåé;

• t
sp

� çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé t-ñòàòèñòèêè ïðè ñðàâíåíèè (s, α) � àäåêâàòíîé
ñìåñè ìîäåëåé ñ èñõîäíîé ñìåñüþ;

• K
sp

� ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â îáó÷åííîé îïòèìàëüíîé ñìåñè ìîäå-

ëåé;

• Kadeq

sp

� ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â (s, α) � àäåêâàòíîé îáó÷åííîé îï-

òèìàëüíîé ñìåñè ìîäåëåé.
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Òàáëèöà 5.8: �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëü-
òèìîäåëåé äëÿ êëàññè�èêàöèè äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäè-

òàì.

Äàííûå / K 2 3 5 10 20

AUCs 0.7854

AUCm 0.7716 0.7663 0.7602 0.743 0.6789

AUC

adeq

m 0.7758 0.7737 0.7711 0.7702 0.7604

AUC

mix

0.7826 0.7831 0.7824 0.7801 0.7793

AUC

adeq

mix

0.7826 0.7835 0.7823 0.7792 0.7818

tm 3.62 4.73 6.1 9.39 16.7

t
mix

0 2.36 -0.09 -0.73 1.4

Kadeq

m 1.56 2.04 2.84 2.8 2.48

K
mix

1.9 2.62 3.38 5.78 8.94

Kadeq

mix

1.9 2.18 2.16 2.32 2.04

Òàáëèöà 5.9: �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëü-
òèìîäåëåé äëÿ êëàññè�èêàöèè äàííûõ ïî ëîêàëèçàöèè áåëêîâ â êëåòêå.

Äàííûå / K 2 3 5 10 20

AUCs 0.7009

AUCm 0.6992 0.6892 0.6872 0.6949 0.6721

AUC

adeq

m 0.6967 0.695 0.6943 0.6929 0.6959

AUC

mix

0.7006 0.7003 0.6992 0.6975 0.6971

AUC

adeq

mix

0.7006 0.7001 0.6989 0.6978 0.6994

tm -2.47 4.76 4.77 -1.2 8.83

t
mix

0 -0.74 -0.51 0.45 2.24

Kadeq

m 1.29 1.42 1.87 2.28 2.56

K
mix

2 2.98 4.87 9.93 19.97

Kadeq

mix

2 2.26 2.29 2.18 2.07
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Òàáëèöà 5.10: �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàòíûõ

ìóëüòèìîäåëåé äëÿ êëàññè�èêàöèè äàííûõ ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà.

Äàííûå / K 2 3 5 10 20 50

AUCs 0.7969

AUCm 0.8144 0.8166 0.8179 0.8217 0.8185 0.8067

AUC

adeq

m 0.8144 0.8166 0.8176 0.8215 0.8189 0.8095

AUC

mix

0.8034 0.8055 0.8063 0.8048 0.8051 0.8054

AUC

adeq

mix

0.8034 0.8055 0.8073 0.8083 0.8101 0.8128

tm 0 0 -2.51 -0.53 0.57 2.49

t
mix

0 0 4.67 7.42 7.78 12.24

Kadeq

m 2 3 4.6 7.52 9.08 10.36

K
mix

2 2.82 4.24 5.82 9.18 18.52

Kadeq

mix

2 2.82 4.06 4.72 4.84 5.28

Òàáëèöà 5.11: �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàòíûõ

ìóëüòèìîäåëåé äëÿ êëàññè�èêàöèè äàííûõ ïî çàáîëåâàíèÿì ñåðäöà â Þæíîé

À�ðèêå.

Äàííûå / K 2 3 5 10 20

AUCs 0.7783

AUCm 0.7514 0.7467 0.7031 0.7137 0.6757

AUC

adeq

m 0.7718 0.7605 0.7353 0.7527 0.7392

AUC

mix

0.7765 0.7738 0.7725 0.7608 0.7495

AUC

adeq

mix

0.7765 0.7745 0.7725 0.7707 0.7635

tm 9.09 6.73 9.75 7.25 11.56

t
mix

0 1.27 0.03 5.13 4.92

Kadeq

m 1.2 1.62 2.16 2.14 2.44

K
mix

2 2.76 4.24 9.1 19.68

Kadeq

mix

2 2.2 2.36 2.44 2.62
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Òàáëèöà 5.12: �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàòíûõ

ìóëüòèìîäåëåé äëÿ êëàññè�èêàöèè äàííûõ ïî öåíàì äîìîâ â Áîñòîíå.

Äàííûå / K 2 3 5 10 20

AUCs 0.9425

AUCm 0.9522 0.947 0.9471 0.9308 0.897

AUC

adeq

m 0.9522 0.9455 0.9403 0.9482 0.9427

AUC

mix

0.9461 0.9461 0.9442 0.9441 0.9447

AUC

adeq

mix

0.9461 0.9456 0.9437 0.9449 0.9448

tm 0 -1.05 -3.84 7.6 11.34

t
mix

0 -0.59 -0.51 0.63 0.09

Kadeq

m 2 2.54 2.5 2.54 2.56

K
mix

2 2.78 3.9 4.26 6.28

Kadeq

mix

2 2.04 2.02 2 1.96

Òàáëèöà 5.13: �åçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ñìåñåé ìîäåëåé è (s, α) � àäåêâàòíûõ

ñìåñåé ìîäåëåé ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ÷èñëà ìîäåëåé â ñìåñè.

Äàííûå AUC

sp

AUC

adeq

sp

t
sp

K
sp

Kadeq

sp

Êðåäèòû 0.7693 0.7784 4.53 15.5 2.66

Ëîêàëèçàöèÿ áåëêîâ 0.6988 0.7001 1.67 17.4 2.11

Êà÷åñòâî âèíà 0.8038 0.8125 14.01 31.5 6.48

Çàáîëåâàíèÿ ñåðäöà 0.7644 0.7705 3.03 9.66 2.60

Öåíû äîìîâ 0.9411 0.9461 2.46 7.66 2.10
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Äëÿ òðåõ íàáîðîâ äàííûõ èç ïÿòè ðàññìîòðåííûõ: äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì

ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì, ïî ëîêàëèçàöèè áåëêîâ â êëåòêàõ, ïî çàáîëåâàíè-

ÿì ñåðäöà â Þæíîé À�ðèêå, � êà÷åñòâî, äîñòèãàåìîå äëÿ îäèíî÷íîé ìîäåëè

ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, ïðåâûøàåò êà÷åñòâî äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé è

ñìåñåé ìîäåëåé. Ïðè ýòîì êà÷åñòâî äëÿ èñõîäíûõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé çíà-

÷èòåëüíî ñíèæàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ìîäåëåé. Êàê áûëî ïîêàçàíî íà ïðè-

ìåðå ñ ñèíòåòè÷åñêèìè äàííûìè ýòî ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ òåì, ÷òî ïðè êëàñòåðè-

çàöèè íå ó÷èòûâàþòñÿ êëàññû îáúåêòîâ, à ïîòîìó, åñëè êëàñòåðíàÿ ñòðóêòóðà

íå ñâÿçàíà ñ öåëåâîé ïåðåìåííîé, ý��åêòèâíî ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå íåñêîëü-

êèõ áëèçêèõ ìîäåëåé ïî ìåíüøèì âûáîðêàì, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëåå íèçêîìó

êà÷åñòâó. Ýòîò æå âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ àäåê-

âàòíàÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü íå òîëüêî èìååò ãîðàçäî ìåíüøå ìîäåëåé, íî è

ïðèâîäèò ê áîëåå âûñîêîìó êà÷åñòâó êëàññè�èêàöèè. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîãî

óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà ïðè ðîñòå ÷èñëà ìîäåëåé íå ïðîèñõîäèò.

Äëÿ äàííûõ ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà è ïî öåíàì äîìîâ â Áîñòîíå ïîñòðîåí-

íûå àäåêâàòíûå ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè è èñõîäíûå è àäåêâàòíûå ñìåñè ìîäå-

ëåé ïðåâîñõîäÿò ïî êà÷åñòâó îäèíî÷íóþ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Ïðè

ýòîì ïðè ìàëîì K â îáîèõ ñëó÷àÿõ êà÷åñòâî ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè âûøå, ÷åì

ó ñìåñè, ÷òî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî äëÿ ýòèõ íàáîðîâ äàííûõ êëàñòåðèçàöèÿ ïîç-

âîëÿåò ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòü â äàííûõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðîñòó êà÷åñòâà êëàñ-

ñè�èêàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäèíî÷íîé ìîäåëüþ. Ïðè áîëüøèõ K ñìåñè ìîäåëåé

ïðåâîñõîäÿò ïî êà÷åñòâó ïîñòðîåííûå èñõîäíóþ è àäåêâàòíóþ ìíîãîóðîâíåâóþ

ìîäåëè.

Ïðè ìàëîì èñõîäíîì ÷èñëå ìîäåëåé (s, α) � àäåêâàòíàÿ ñìåñü ñîâïàäàåò ñ

èñõîäíîé, íî óæå ïðè K = 5 ÷èñëî ìîäåëåé â ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé
ñìåñè ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîé îïòèìàëüíîé îáó÷åííîé ñìåñè ìîäåëåé, à

êà÷åñòâî çíà÷èìî âûøå èëè íå õóæå äëÿ âñåõ íàáîðîâ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì,

íàáëþäàåòñÿ ðàâíîìåðíîå ïðåâîñõîäñòâî (s, α) � àäåêâàòíûõ ñìåñåé ìîäåëåé ïî
îòíîøåíèþ ê èñõîäíûì. Ïðè ýòîì êà÷åñòâî äëÿ ïîñòðîåííîé (s, α) � àäåêâàòíîé
ñìåñè ìîäåëåé è êîëè÷åñòâî ìîäåëåé â íåé ñëàáî çàâèñèò îò ÷èñëà ìîäåëåé â

èñõîäíîé ñìåñè, ÷òî ãîâîðèò îá óñòîé÷èâîñòè ðåçóëüòàòà ê èçáûòî÷íîìó ÷èñëó

ìîäåëåé â èñõîäíîé ñìåñè.

Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûáîðå ÷èñëà ìîäåëåé â ñìåñè ìîäåëåé òàêæå íàáëþ-

äàåòñÿ íåàäåêâàòíîñòü ïîñòðîåííîé ñìåñè, òî åñòü íàëè÷èå ïîõîæèõ ìîäåëåé

â ñìåñè, íåñìîòðÿ íà ïðîðåæèâàíèå, à ÷èñëî ìîäåëåé â ïîñòðîåííîé ïî èñõîä-

íîé îáó÷åííîé îïòèìàëüíîé (s, α) � àäåêâàòíîé ñìåñè ìîäåëåé ãîðàçäî íèæå,

à êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè çíà÷èìî âûøå (ñì. òàáë. 5.13).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ïîçâîëÿåò

çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ÷èñëî ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè áåç çíà÷èìîãî ñîêðà-

ùåíèÿ, à ÷àùå ñî çíà÷èìûì óëó÷øåíèåì êà÷åñòâà êëàññè�èêàöèè. Êðîìå òîãî,

êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè è ÷èñëî ìîäåëåé â ðåçóëüòèðóþùåé (s, α) � àäåêâàòíîé
ìóëüòèìîäåëè óñòîé÷èâû ê èçáûòî÷íîìó ÷èñëó ìîäåëåé â èñõîäíîé ìóëüòèìî-

äåëè. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î ïðèìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà
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ñ ïîñòðîåíèåì (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ çàäà÷ êëàññè�èêàöèè,

à â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ ðàçëè÷èå â êà÷åñòâå ïîñòðî-

åííûõ (s, α) � àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ïî îòíîøåíèþ ê îäèíî÷íîé ìîäåëè

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíûõ ìîäåëåé.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

Â ãëàâå 1 ðàññìîòðåíà çàäà÷à äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè è äàíû îïðåäå-

ëåíèÿ æåñòêîé è âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè, à òàêæå

îïðåäåëåíî ðåøåíèå çàäà÷è äâóõêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè. Ïðèâåäåíû ïîíÿòèÿ

ñìåñåé ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé, êàê òèïîâ ìóëüòèìîäåëåé äëÿ ó÷å-

òà íåîäíîðîäíîñòåé â äàííûõ. �àññìîòðåíà ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, à

òàêæå çàäàí âèä àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà âåñà ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè è

íà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, èñïîëüçîâàâøèåñÿ â ðàáîòå.

Â ãëàâå 2 ðàññìîòðåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè è ïîíÿòèå îïòè-

ìàëüíîé ìîäåëè, íà íåì îñíîâàííîå. Äëÿ ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ðàñ-

ñìîòðåíî äâà àëãîðèòìà ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè, îñíîâàííûõ íà äâóõ

ðàçíûõ ïðèáëèæåíèÿõ: àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà äëÿ ëîãàðè�ìà ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ è âàðèàöèîííûõ íèæíèõ îöåíêàõ íà ïðàâäîïîäîáèå. Îöåíêè

ìàêñèìóìà îáîñíîâàííîñòè äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè ïîëó÷åíû â êëàññå äèàãîíàëüíûõ è îáùèõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. Äîêàçàíî, ÷òî íåäèàãîíàëüíàÿ îöåíêà êîâàðèàöè-

îííîé ìàòðèöû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêè âûðîæäåííîé è íå ïîêàçûâàåò íàëè÷èå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ìåæäó

ïðèçíàêàìè. Ïîëó÷åíà ñõåìà îïòèìàëüíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ ïðè èç-

âåñòíîé ñòðóêòóðå çàâèñèìîñòåé ìåæäó íèìè è äèñïåðñèè øóìà. Äëÿ äåòåê-

òèðîâàíèÿ è ó÷åòà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðåäëîæåí ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ

ïðèçíàêîâ.

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îáó÷åíèÿ ñìåñåé ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûõ

ìîäåëåé. Ïðèâåäåí âàðèàöèîííûé EM-àëãîðèòì äëÿ îáó÷åíèÿ ñìåñè ìîäåëåé

ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ãèïåðïàðàìåòðîâ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ñîâìåñò-

íîãî îáó÷åíèÿ è îïòèìèçàöèè ñìåñè ìîäåëåé, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè

Ëàïëàñà è âàðèàöèîííîì EM-àëãîðèòìå.

Â ãëàâå 4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

ïîõîæåñòè àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. Ââåäåíî îïðå-

äåëåíèå êîððåêòíîé �óíêöèè ñõîäñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåé òåõíè÷åñêèì òðåáî-

âàíèÿì, à òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó òðåáîâàíèþ äëÿ äàííîé çàäà÷è îá íåîò-

ëè÷èìîñòè ìàëîèí�îðìàòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ëþáîãî äðóãîãî. Ïîêàçàíî,

÷òî �óíêöèè ñõîäñòâà, ïîðîæäåííûå ñóùåñòâóþùèìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ðàñ-

ïðåäåëåíèÿìè, âêëþ÷àÿ äèâåðãåíöèè Áðåãìàíà è f-äèâåðãåíöèè, íå ÿâëÿþòñÿ

êîððåêòíûìè. Ïðåäëîæåíà �óíêöèÿ ñõîäñòâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì

êîððåêòíîñòè, îïðåäåëåííàÿ â òîì ÷èñëå è äëÿ ïàðû ðàñïðåäåëåíèé, îïðåäå-

ëåííûõ íà ðàçíûõ íîñèòåëÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè. Ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

çíà÷åíèé �óíêöèè ñõîäñòâà â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìî-

äåëåé. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëîæåí

ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé. Ââåäåíî ïîíÿòèå àäåêâàòíîé ìóëüòè-
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ìîäåëè, âñå ìîäåëè â êîòîðîé ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìû. Ïðåäëîæåíû

ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ñìåñåé ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé. Ïî-

ëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîäåëåé â àäåêâàòíîé

ìóëüòèìîäåëè.

Â ãëàâå 5 ïðîèçâåäåí àíàëèç ñâîéñòâ è ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìûõ

ìåòîäîâ. Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé òåñòè-

ðîâàëèñü íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì óñëîâèÿì ãåíåðà-

öèè âûáîðêè. �åàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò êëàññè-

�èöèðîâàòü îáúåêòû íà äâà êëàññà ïóòåì ïîñòðîåíèÿ, îïòèìèçàöèè è îáó÷åíèÿ

ìóëüòèìîäåëè, åå ïðîðåæèâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíîé ìóëüòèìîäåëè. Â

ðàìêàõ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ðåàëèçîâàí ìîäóëü äåòåêòèðîâàíèÿ è êîìáè-

íèðîâàíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ. �åçóëüòàòû êëàññè�èêàöèè ïîñëå

êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòàìè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ

îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûìè íà ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè. Ïðåäëàãà-

åìûé ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ ïðè íàëè÷èè ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

ïîêàçàë ëó÷øèå ðåçóëüòàòû íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ. Íà ðåàëüíûõ äàííûõ

è íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ ïðè îòñóòñòâèè ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè çíà÷èìîãî

óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà òàêæå íå ïðîèñõîäèò. �åçóëüòàòû äâóõêëàññîâîé êëàññè-

�èêàöèè ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ñðàâíèâàëèñü ñ

ðåçóëüòàòàìè êëàññè�èêàöèè ñ ïîìîùüþ îïòèìàëüíûõ îáó÷åííûõ ìóëüòèìîäå-

ëåé íà íåñêîëüêèõ íàáîðàõ äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïîñòðîèòü áîëåå

èíòåðïðåòèðóåìóþ ìóëüòèìîäåëü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøå-

íèþ ÷èñëà ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè, íî è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äàåò ëó÷øåå

êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè.
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Ñïèñîê îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé

Ìàòðèöû îáîçíà÷åíû çàãëàâíûìè ïîëóæèðíûìè áóêâàìè, âåêòîðû � ïîëó-

æèðíûìè ñòðî÷íûìè áóêâàìè, ìíîæåñòâà � çàãëàâíûìè áóêâàìè.

xi � âåêòîð ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ i � ãî îáúåêòà âûáîðêè
yi � çíà÷åíèå öåëåâîé ïåðåìåííîé äëÿ i � ãî îáúåêòà âûáîðêè
X � ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå îáúåêòîâ

y � âåêòîð çíà÷åíèé öåëåâîé ïåðåìåííîé

D = (X, y) � âûáîðêà äàííûõ
fj � âåêòîð çíà÷åíèé j � ãî ïðèçíàêà
m � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ â âûáîðêå

n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ â ïðèçíàêîâîì îïèñàíèè

K � ÷èñëî ìîäåëåé â ìóëüòèìîäåëè

w � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

π � âåêòîð âåñîâ ìîäåëåé â ñìåñè ìîäåëåé

N (·|m, Σ) � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì m è êîâàðèàöèîííîé ìàò-

ðèöåé Σ

fk � k-ÿ ìîäåëü â ìóëüòèìîäåëè
Xk � ÷àñòü ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå äåéñòâóåò ìîäåëü k â ìíîãîóðîâíå-

âîé ìîäåëè

Ik � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ âûáîðêè, êîòîðûå ëåæàò â îáëàñòè äåéñòâèÿ
ìîäåëè ñ íîìåðîì k â ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè

µ � ãèïåðïàðàìåòð, çàäàþùèé àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ ìîäåëåé â ñìåñè

p(π|µ) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ ìîäåëåé â ñìåñè ìîäåëåé
Ak � ãèïåðïàðàìåòð, çàäàþùèé àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ wk ìîäå-

ëè k â ìóëüòèìîäåëè

p(wk|Ak) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè k â ìóëüòèìîäåëè

p(y|X, π, w1, . . . , wK , µ, A1, . . . , AK) � ïðàâäîïîäîáèå âûáîðêè D = (X, y)
äëÿ ñìåñè ìîäåëåé

p(y|X, w1, . . . , wK , A1, . . . , AK) � ïðàâäîïîäîáèå âûáîðêè D = (X, y) äëÿ
ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè

p(y, π, w1, . . . , wK |X, µ, A1, . . . , AK) � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñìåñè
ìîäåëåé äëÿ âûáîðêè D = (X, y)
p(y, w1, . . . , wK|X, A1, . . . , AK) � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìíîãîóðîâ-
íåâîé ìîäåëè äëÿ âûáîðêè D = (X, y)
p(y|X, µ, A1, . . . , AK) � îáîñíîâàííîñòü äëÿ ñìåñè ìîäåëåé äëÿ âûáîðêè

D = (X, y)
p(y|X, A1, . . . , AK) � îáîñíîâàííîñòü äëÿ ìíîãîóðîâíåâîé ìîäåëè äëÿ âûáîðêè
D = (X, y)
λmax(·) � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
λmin(·) � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
F � ìàòðèöà çíà÷åíèé �àêòîðîâ

G � ìàòðèöà ðàçëîæåíèÿ íàáëþäàåìûõ ïðèçíàêîâ ïî ñêðûòûì �àêòîðàì
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tkl � äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè ãèïîòåçû î ñîâ-

ïàäåíèè ìîäåëåé ñ íîìåðàìè k è l
T � ìàòðèöà ïàðíûõ äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â óñëîâèÿõ èñòèííîñòè

ãèïîòåçû î ñîâïàäåíèè ìîäåëåé

σ(·) � ñèãìà-�óíêöèÿ
R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R+
� ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

M
diag

� ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà

äèàãîíàëè

M
full

� ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàðòðèö

D
KL

(·, ·) � äèâåðãåíöèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà
D

JS

(·, ·) � ðàññòîÿíèå Äæåíñîíà-Øåííîíà

D
H

(·, ·) � ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà
D

B

(·, ·) � ðàññòîÿíèå Áõàòòà÷àðàéà
DF (·, ·) � äèâåðãåíöèÿ Áðåãìàíà, ïîðîæäåííàÿ �óíêöèåé F
D̃F (·, ·) � ñèììåòðèçîâàííàÿ äèâåðãåíöèÿ Áðåãìàíà, ïîðîæäåííàÿ �óíêöèåé F
df(·, ·) � f � äèâåðãåíöèÿ, ïîðîæäåííàÿ �óíêöèåé f
s
KL

(·, ·) � �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîðîæäåííàÿ äèâåðãåíöèåé Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà
s
JS

(·, ·) � �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîðîæäåííàÿ ðàññòîÿíèåì Äæåíñîíà-Øåííîíà

s
H

(·, ·) � �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîðîæäåííàÿ ðàññòîÿíèåì Õåëëèíãåðà

s
B

(·, ·) � �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîðîæäåííàÿ ðàññòîÿíèåì Áõàòòà÷àðàéà

sF (·, ·) � �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîðîæäåííàÿ äèâåðãåíöèåé Áðåãìàíà
s̃F (·, ·) � �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîðîæäåííàÿ ñèììåòðèçîâàííîé äèâåðãåíöèåé

Áðåãìàíà

sf(·, ·) � �óíêöèÿ ñõîäñòâà, ïîðîæäåííàÿ f � äèâåðãåíöèåé

s(·, ·) � ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà s-s
ore
I
KL

(g2|g1) � KL-èí�îðìàòèâíîñòü g2 îòíîñèòåëüíî g1
s
KL

(·|·) � íåñèììåòðè÷íîå KL-ñõîäñòâî
s
tr

(·, ·) � òðèâèàëüíàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà
g|A(·) � ñóæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ g íà ìíîæåñòâî A
| · | � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, îáúåì ìíîæåñòâà

äëÿ íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

[i = j] � èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ

O � íóëåâàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

en � âåêòîð ðàçìåðà n, ñîäåðæàùèé åäèíèöû
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