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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè. Ðî-
áîò ìîæåò êàê èìåòü ñâÿçü ñ îïåðàòîðîì, ïîëó÷àÿ îò íåãî êîìàíäû (ðó÷íîå
óïðàâëåíèå), òàê è äåéñòâîâàòü àâòîíîìíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàëîæåííîé ïðî-
ãðàììîé (àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëåíèå). Àâòîìàòèçàöèÿ êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðî-
áîòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ìíîãèõ èññëåäîâàíèé. Íî, íåñìîòðÿ íà ôóíäàìåí-
òàëüíûå è ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ, çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ èìè äî êîíöà íå
ðåøåíû. Çàäà÷è èçó÷åíèÿ òðàåêòîðèé ìîáèëüíîãî ðîáîòà è ðàñ÷åòà óïðàâëåíèÿ
àêòóàëüíû â ñâÿçè ñ âîçðàñòàþùèìè òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íîñòè òàêèõ ñèñòåì,
íåîáõîäèìîñòüþ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷åíèÿ ïëàâíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé. Ðàñ÷åò îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñëîæíûõ ñðåäàõ ñ
ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òðåáóåò îöåíêè âñåãî ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíûõ ñîñòî-
ÿíèé è ïîèñêà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ.

Ðàçâèòèå ñîâðåìåííûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñâÿçàíî ñ èõ âñ¼ áîëåå øè-
ðîêèì ïðèìåíåíèåì â ïðîìûøëåííîñòè, çäðàâîîõðàíåíèè, ëîãèñòèêå, ñåëüñêîì
õîçÿéñòâå, îáîðîííîé ñôåðå è áûòîâîé òåõíèêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçðàñòàþò òðåáî-
âàíèÿ ê ôóíêöèîíàëüíûì âîçìîæíîñòÿì òàêèõ ñèñòåì: àâòîíîìíîñòè, òî÷íîñòè
âûïîëíåíèÿ çàäà÷, óñòîé÷èâîñòè ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì, ýíåðãîýôôåêòèâíî-
ñòè, à òàêæå áåçîïàñíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ êàê ñ ÷åëîâåêîì, òàê è ñ îêðóæàþ-
ùåé ñðåäîé. Îäíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ýêñïëóàòàöèè
ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè
íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû îáúåêòîâ � òàêèå îãðàíè÷åíèÿ
ìîãóò êàñàòüñÿ ñèëîâûõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëíèòåëüíûõ ìåõàíèçìîâ, ñêîðîñòåé
äâèæåíèÿ, äèàïàçîíîâ èçìåíåíèÿ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò, ïîòðåáëÿåìîé ìîùíî-
ñòè, òåïëîâûõ ðåæèìîâ è ò. ä.

Ñîâðåìåííàÿ ðîáîòîòåõíèêà ñòðåìèòåëüíî ðàçâèâàåòñÿ, îõâàòûâàÿ øèðîêèé
ñïåêòð ïðèëîæåíèé � îò ïðîìûøëåííîé àâòîìàòèçàöèè è òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì
äî ìåäèöèíñêèõ è áûòîâûõ óñòðîéñòâ. Óïðàâëåíèå ìîáèëüíûìè è ìàíèïóëÿ-
öèîííûìè ðîáîòàìè ñòàíîâèòñÿ âñ¼ áîëåå ñëîæíûì, ïîñêîëüêó ïðåäúÿâëÿþòñÿ
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âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè, ñêîðîñòè ðåàêöèè, ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè è áåç-
îïàñíîñòè. Â ýòîé ñâÿçè îñîáóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàþò ìåòîäû îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü íàèëó÷øèå â òîì èëè èíîì ñìûñëå òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ è óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ïðè íàëè÷èè ðàçíîîáðàçíûõ îãðà-
íè÷åíèé. Ýòî òðåáóåò êàê ãëóáîêîãî òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, òàê è ðàçðàáîòêè
óñòîé÷èâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïðèìåíèìûõ ê øèðîêîìó êëàññó ìî-
äåëåé.

Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîä îò ðó÷íî-
ãî èëè ÷àñòè÷íî ðó÷íîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ê èñïîëüçîâàíèþ òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ,
àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ, ñïîñîáíûõ ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ è óïðàâ-
ëÿòü ñèñòåìîé áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ó÷àñòèÿ ÷åëîâåêà. Ýòîò ïðîöåññ ëåæèò â
îñíîâå ñîâðåìåííûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì è ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåí-
òîì öèôðîâîé òðàíñôîðìàöèè ïðîìûøëåííîñòè, òðàíñïîðòà, ýíåðãåòèêè, çäðà-
âîîõðàíåíèÿ è äðóãèõ ñôåð.

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ñåíñîðèêè è àëãîðèòìîâ èñêóññòâåí-
íîãî èíòåëëåêòà àâòîìàòèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ âûøëà íà êà÷åñòâåííî íîâûé óðî-
âåíü. Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû ñïîñîáíû íå òîëüêî îòñëåæèâàòü òåêóùåå ñîñòîÿ-
íèå îáúåêòà, íî è ïðîãíîçèðîâàòü åãî ïîâåäåíèå, àäàïòèðîâàòüñÿ ê èçìåíåíèÿì
âíåøíåé ñðåäû è íàõîäèòü îïòèìàëüíûå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ â ðåàëüíîì
âðåìåíè. Ýòî îñîáåííî âàæíî â óñëîâèÿõ ñëîæíûõ, áûñòðî ìåíÿþùèõñÿ èëè
îïàñíûõ äëÿ ÷åëîâåêà ñðåä � íàïðèìåð, â êîñìè÷åñêèõ ìèññèÿõ, íà àòîìíûõ
ñòàíöèÿõ èëè â àâòîíîìíûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâàõ.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ïðè àâòîìàòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèò-
ìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå ïîñòàâëåííûõ öåëåé ïðè ñîáëþäåíèè ôàçîâûõ
è óïðàâëÿþùèõ îãðàíè÷åíèé. Çäåñü íà ïåðâûé ïëàí âûõîäÿò ìåòîäû îïòèìàëü-
íîãî è àäàïòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ìîäåëè ïðåäèêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü òðàåêòîðèè ñ ó÷¼òîì áóäóùåãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû
è îãðàíè÷åíèé íà å¼ ïàðàìåòðû.

Àâòîìàòèçàöèÿ òàêæå ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè, ñêîðîñòè è íà-
äåæíîñòè óïðàâëåíèÿ. Ñèñòåìû, îñíàù¼ííûå äàò÷èêàìè, ìèêðîêîíòðîëëåðàìè
è ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì, ìîãóò ðàáîòàòü íåïðåðûâíî, áåç óñòàëîñòè, ìè-
íèìèçèðóÿ ÷åëîâå÷åñêèé ôàêòîð è ñíèæàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáîê. Êðîìå òîãî,
àâòîìàòèçèðîâàííûå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî èíòåãðèðîâàòü áîëüøèå
îáú¼ìû äàííûõ, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è àíàëèçà äëÿ óëó÷øå-
íèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àâòîìàòèçàöèÿ íå èñêëþ÷àåò, à òðàíñôîðìèðóåò ðîëü
÷åëîâåêà: âìåñòî íåïîñðåäñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ îïåðàòîð ïåðåõîäèò ê ôóíêöè-
ÿì ìîíèòîðèíãà, íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ, àíàëèçà è ïðèíÿòèÿ ñòðàòåãè÷åñêèõ ðå-
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øåíèé. Ýòî òðåáóåò íîâûõ ïîäõîäîâ ê îáó÷åíèþ ñïåöèàëèñòîâ, ïðîåêòèðîâàíèþ
÷åëîâåêî-ìàøèííûõ èíòåðôåéñîâ è îáåñïå÷åíèþ êèáåðáåçîïàñíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ � ýòî íå ïðîñòî çàìå-
íà ÷åëîâåêà òåõíèêîé, à ñîçäàíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ, ñàìîíàñòðàèâàþùèõñÿ ñè-
ñòåì, ñïîñîáíûõ ýôôåêòèâíî è áåçîïàñíî ôóíêöèîíèðîâàòü â ñëîæíûõ è íåîïðå-
äåë¼ííûõ óñëîâèÿõ. Îíà ÿâëÿåòñÿ äâèæóùåé ñèëîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðî-
ãðåññà è òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíæåíåðíûõ
íàóê, îáåñïå÷èâàÿ ðåàëèçàöèþ ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé öèôðîâîé ýêîíîìè-
êè è òåõíîëîãè÷åñêîãî ñóâåðåíèòåòà. Îñîáóþ çíà÷èìîñòü óêàçàííûå ïðîáëåìû
èìåþò â êîíòåêñòå ðàçâèòèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, â êî-
òîðûõ òðåáóåòñÿ èíòåãðàöèÿ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñ òåõíîëîãè-
ÿìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé, âîñïðèÿòèÿ îêðóæàþùåé
ñðåäû è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Òàêàÿ èíòåãðàöèÿ ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü áîëåå ãèáêèå,
àäàïòèâíûå è íàäåæíûå ñèñòåìû, ñïîñîáíûå ðàáîòàòü â íåñòðóêòóðèðîâàííûõ
è èçìåíÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ.

Ñ ðàçâèòèåì àâòîíîìíûõ ñèñòåì, òàêèõ êàê ìîáèëüíûå ðîáîòû, ìàíèïóëÿ-
òîðû, áåñïèëîòíûå ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû è òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà, âîçðàñòà-
åò ïîòðåáíîñòü â ýôôåêòèâíûõ ìåòîäàõ óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íå
òîëüêî äîñòèæåíèå öåëè, íî è ñîáëþäåíèå ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèÿ
è óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé âàæíîå íàïðàâëåíèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ, èìåþùåå ïðÿìîå ïðèêëàäíîå çíà-
÷åíèå äëÿ ðîáîòîòåõíèêè. Îíè çàêëþ÷àþòñÿ â ñèíòåçå àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò äîñòèæåíèå çàäàííûõ öåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû
ñ îäíîâðåìåííûì ñîáëþäåíèåì æ¼ñòêèõ è ìÿãêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèÿ,
âõîäíûå ñèãíàëû è âûõîäíûå ïåðåìåííûå. Ýòè çàäà÷è îñîáåííî àêòóàëüíû ïðè
ðàçðàáîòêå ìîáèëüíûõ è àíòðîïîìîðôíûõ ðîáîòîâ, ñèñòåì ñîâìåñòíîé ðàáîòû,
àâòîíîìíûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ è äðîíîâ, ãäå óïðàâëåíèå äîëæíî îñóùåñòâ-
ëÿòüñÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè, îãðàíè÷åííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ
è íåîáõîäèìîñòè îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîãî ïîâåäåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âîçíèêàþùèõ
â ðîáîòîòåõíèêå, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, êîòîðûå çàäà-
þò äîïóñòèìûå îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè (íàïðèìåð, ïîëîæåíèÿ, ñêîðîñòè, îðèåíòàöèÿ). Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò
áûòü ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ èçáåãàòü ñòîëêíîâåíèé, ñîõðàíÿòü óñòîé÷èâîñòü
äâèæåíèÿ, ñîáëþäàòü òåõíîëîãè÷åñêèå ðåæèìû ðàáîòû èñïîëíèòåëüíûõ ìåõà-
íèçìîâ, îãðàíè÷èâàòü äèàïàçîíû êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, à òàêæå îáåñïå÷èâàòü
áåçîïàñíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ðîáîòà ñ ÷åëîâåêîì è îêðóæàþùåé ñðåäîé, à òàêæå
óäîâëåòâîðÿòü òåõíîëîãè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì ê ôóíêöèîíèðîâàíèþ îòäåëüíûõ
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êîìïîíåíòîâ ðîáîòà. Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ îòðàæàþò ôèçè÷åñêèå, òåõíè÷åñêèå
èëè ýêîëîãè÷åñêèå ãðàíèöû, â êîòîðûõ ìîæåò ðàáîòàòü ñèñòåìà. Íàïðèìåð, òåì-
ïåðàòóðà â ðåàêòîðå íå äîëæíà ïðåâûøàòü îïðåäåë¼ííîãî óðîâíÿ, òðàåêòîðèÿ
àïïàðàòà � âûõîäèòü çà áåçîïàñíóþ çîíó, à óðîâåíü çàïàñîâ â ëîãèñòè÷åñêîé ñè-
ñòåìå � îïóñêàòüñÿ íèæå êðèòè÷åñêîãî ìèíèìóìà. Íàðóøåíèå ýòèõ óñëîâèé ìî-
æåò ïðèâåñòè ê àâàðèÿì, ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè èëè ïîëíîìó îòêàçó ñèñòå-
ìû. Íàëè÷èå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò êàê òåîðåòè÷åñêèé
àíàëèç çàäà÷, òàê è ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.

Â îòëè÷èå îò çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé, ó÷åò ôàçîâûõ óñëîâèé çíà÷èòåëüíî
óñëîæíÿåò àíàëèç è ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Òðàäèöèîííûå ïîäõîäû ê ðå-
øåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òàêèå êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ñòàëêèâàþòñÿ ñ ðÿäîì òðóäíîñòåé ïðè
ó÷åòå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, îñîáåííî â ìíîãîìåðíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ è
òðåáóþò ìîäèôèêàöèè äëÿ êîððåêòíîãî ó÷åòà òàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ýòî îáóñëîâ-
ëåíî òåì, ÷òî ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ èçìåíÿþò ñòðóêòóðó ýêñòðåìàëåé, âûçûâà-
þò íåîáõîäèìîñòü àíàëèçà ó÷àñòêîâ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé, à òàêæå òðåáóþò
êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ
íà ãðàíèöå äîïóñòèìîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå íîâûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ, ñïîñîáíûõ ýôôåêòèâíî
ó÷èòûâàòü ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ â ðåàëüíûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Îñîáóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòî-
ðûõ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ìíîãîêðàòíî êàñàåòñÿ ãðàíèöû ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ,
÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ, ðàçðûâîâ â ñîïðÿæ¼ííûõ
ïåðåìåííûõ è ïîòåðå ãëàäêîñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñóùåñòâóþùèå àíà-
ëèòè÷åñêèå ìåòîäû, òàêèå êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, òðåáóþò ñëîæ-
íîé èíòåðïðåòàöèè â òàêèõ ñëó÷àÿõ, à ÷èñëåííûå ïîäõîäû ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðî-
áëåìàìè óñòîé÷èâîñòè, ñõîäèìîñòè è àäåêâàòíîãî îòðàæåíèÿ ñòðóêòóðû ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷èñëåííûå ìåòîäû ÷àñòî èñïûòûâàþò ïðî-
áëåìû ñî ñõîäèìîñòüþ, îñîáåííî ïðè âûñîêîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è è íàëè÷èè
ìíîæåñòâåííûõ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé.

Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà è ñèíòåçà îïòè-
ìàëüíûõ òðàåêòîðèé â óñëîâèÿõ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, âêëþ÷àÿ êîððåêòíóþ
îáðàáîòêó âõîäà íà ãðàíèöó è âûõîäà ñ íå¼, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêòóàëüíóþ
íàó÷íóþ ïðîáëåìó, ëåæàùóþ íà ñòûêå òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, âû÷èñëè-
òåëüíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé.

Â ïîñëåäíèå ãîäû íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â îáëàñòè ìåòîäîâ
óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, âêëþ÷àÿ ìîäåëè ïðåäèêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, îï-
òèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ìåòîäû øòðàôíûõ ôóíêöèé, óïðàâëåíèå íà îñíîâå áà-
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ðüåðíûõ ôóíêöèé è äð. Îäíàêî îñòàþòñÿ îòêðûòûìè âîïðîñû ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè ýòèõ ïîäõîäîâ â ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, îñîáåííî â óñëîâè-
ÿõ ÷àñòè÷íîé íàáëþäàåìîñòè ñîñòîÿíèÿ, âðåìåííûõ çàäåðæåê, äèñêðåòèçàöèè
ñèãíàëîâ è àïïàðàòíûõ îãðàíè÷åíèé âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðì.

Àêòóàëüíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè îñîáåííî âîçðàñòàåò â êîíòåêñòå ñîâðåìåííûõ ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâ-
ëåíèé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ, îïðåäåëåííûõ êàê íà íàöèîíàëüíîì, òàê
è íà ìåæäóíàðîäíîì óðîâíå. Ê òàêèì íàïðàâëåíèÿì îòíîñÿòñÿ öèôðîâèçàöèÿ
ïðîìûøëåííîñòè, ðàçâèòèå àâòîíîìíûõ è èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì, ðîáîòîòåõ-
íèêà, êîñìè÷åñêèå òåõíîëîãèè, ¾çåë¼íàÿ¿ ýíåðãåòèêà è ïåðñîíàëèçèðîâàííàÿ ìå-
äèöèíà � âñå îíè íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ òî÷íîãî è áåçîïàñíîãî
óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè â óñëîâèÿõ æåñòêèõ îãðàíè-
÷åíèé.

Íàïðèìåð, â ðîáîòîòåõíèêå è àâòîíîìíîì òðàíñïîðòå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ
îáåñïå÷èâàþò ñîáëþäåíèå ãðàíèö ðàáî÷åé çîíû, îãðàíè÷åíèå ñêîðîñòè, óñêîðå-
íèÿ èëè òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìîâ, ÷òî êðèòè÷íî äëÿ áåçîïàñíîñòè è íàä¼æíî-
ñòè. Â êîñìè÷åñêîé îòðàñëè ïðè ìàíåâðèðîâàíèè àïïàðàòîâ òðåáóåòñÿ ñòðîãîå
ñîáëþäåíèå îãðàíè÷åíèé ïî òðàåêòîðèè, ðàñõîäó òîïëèâà è îðèåíòàöèè, ÷òîáû
èçáåæàòü ñòîëêíîâåíèé è ïåðåãðóçîê. Â ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îñîáåííî ñ
èñïîëüçîâàíèåì âîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷íèêîâ, âàæíî óäåðæèâàòü ïàðàìåòðû â
äîïóñòèìûõ äèàïàçîíàõ äëÿ ñòàáèëüíîé ðàáîòû ñåòè. Â áèîìåäèöèíñêèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê óïðàâëåíèå äîçèðîâêîé ëåêàðñòâ èëè ôóíêöèîíèðîâàíèå
èìïëàíòèðóåìûõ óñòðîéñòâ, ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ çàùèùàþò îðãàíèçì ïàöèåí-
òà îò ÷ðåçìåðíîãî âîçäåéñòâèÿ.

Ãîñóäàðñòâåííûå ïðîãðàììû, òàêèå êàê íàöèîíàëüíûå ïðîåêòû â îáëàñòè íà-
óêè, òåõíîëîãèé è öèôðîâîé ýêîíîìèêè, à òàêæå ìåæäóíàðîäíûå èíèöèàòèâû â
ñôåðå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è àâòîíîìíûõ ñèñòåì, âûäåëÿþò ðàçðàáîòêó
ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé â êà÷åñòâå ñòðàòåãè÷å-
ñêîãî íàïðàâëåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàñòóùåé ïîòðåáíîñòüþ â ñèñòåìàõ, ñïîñîáíûõ
ïðèíèìàòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè ïðè íåïîëíîé èíôîðìà-
öèè è âûñîêîé ñòåïåíè íåîïðåäåë¼ííîñòè.

Àêòóàëüíîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè
òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì ñîâðåìåííîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ âûñòó-
ïàåò ôóíäàìåíòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòðîãèõ ìîäåëåé è ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
â ýòîé îáëàñòè. Ìàòåìàòèêà îáåñïå÷èâàåò òåîðåòè÷åñêóþ áàçó äëÿ àíàëèçà äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì, ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ íàðÿäó ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.
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Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ
ïîäõîäîâ, òàêèõ êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà èëè ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èõ ó÷åò òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ àïïàðàòà íåëèíåéíîãî àíàëè-
çà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
è âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Îñîáóþ ðîëü èãðàåò òåîðèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå ñîâðåìåííûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ
äâîéñòâåííûõ îöåíîê è óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè.

Êðîìå òîãî, ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ïðîåêòè-
ðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ ñõåì äèñêðåòèçàöèè è èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îïòèìèçà-
öèè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ � âñå ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì àêòèâíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû, òà-
êèå êàê ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñòðåëü-
áû, êîëëîêàöèè èëè ïñåâäîñïåêòðàëüíûå ìåòîäû, îñíîâàíû íà ãëóáîêèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ è íåïðåðûâíî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ áëàãîäàðÿ ìåæäèñöè-
ïëèíàðíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìàòåìàòèêè è èíæåíåðíûõ íàóê.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè ñòèìóëèðóþò ðàçâèòèå íîâûõ ðàçäåëîâ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ñïîñîáñòâóÿ
ïîÿâëåíèþ áîëåå òî÷íûõ ìîäåëåé, óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ è îáîáù¼ííûõ òåîðåì
ñóùåñòâîâàíèÿ è ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé. Ýòî äåëàåò èõ íå òîëüêî ïðàêòè÷åñêè
çíà÷èìûìè, íî è òåîðåòè÷åñêè ãëóáîêèìè, ÷òî ïîä÷¼ðêèâàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü
ìàòåìàòèêè â ïðåîäîëåíèè âûçîâîâ ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíîëîãèé. Â óñëîâè-
ÿõ ðîñòà ñëîæíîñòè ñèñòåì è ïîâûøåíèÿ òðåáîâàíèé ê èõ áåçîïàñíîñòè è ýô-
ôåêòèâíîñòè, ìàòåìàòèêà ñòàíîâèòñÿ êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íàä¼æíûõ è îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â ðåàëüíîì ìèðå.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè � ýòî âàæíåéøåå íà-
ïðàâëåíèå â ñîâðåìåííîé òåîðèè è ïðàêòèêå óïðàâëåíèÿ, íàïðàâëåííîå íà ðåà-
ëèçàöèþ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé íåïîñðåäñòâåííî â õîäå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñ ó÷¼òîì òåêóùèõ äàííûõ è èçìåíÿþùèõñÿ óñëîâèé. Òàêîé
ïîäõîä îñîáåííî àêòóàëåí äëÿ ñèñòåì, ãäå çàäåðæêè â ïðèíÿòèè ðåøåíèé ìîãóò
ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè, íàðóøåíèþ áåçîïàñíîñòè èëè ïîëíîìó
îòêàçó.

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ðåøàåìûõ çàðà-
íåå è â o�ine-ðåæèìå, óïðàâëåíèå â ðåàëüíîì âðåìåíè òðåáóåò, ÷òîáû àëãîðèòìû
íàõîäèëè è ïðèìåíÿëè óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ çà ñòðîãî îãðàíè÷åííûé ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó èçìåðåíèåì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è ñëåäóþùèì øàãîì
óïðàâëåíèÿ. Ýòî ñòàâèò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé, óñòîé÷è-
âîñòè àëãîðèòìîâ è òî÷íîñòè ìîäåëåé.

Ê êëþ÷åâûì îñîáåííîñòÿì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè
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îòíîñÿòñÿ: áûñòðîäåéñòâèå àëãîðèòìîâ � íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñëîæíûõ îï-
òèìèçàöèîííûõ çàäà÷ çà äîëè èëè ìèëëèñåêóíäû; ó÷åò îãðàíè÷åíèé � âîçìîæ-
íîñòü ÿâíî âêëþ÷àòü â ðàñ÷åò ôàçîâûå (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà, ñêîðîñòü, ïî-
ëîæåíèå) è óïðàâëÿþùèå (ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà, ìîùíîñòü) îãðàíè÷åíèÿ; àäàï-
òèâíîñòü � ñïîñîáíîñòü êîððåêòèðîâàòü óïðàâëåíèå ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé èëè
ïîÿâëåíèè âíåøíèõ âîçìóùåíèé; èíòåãðàöèÿ ñ ñåíñîðàìè è ñèñòåìàìè ñâÿçè �
òåñíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ èçìåðèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè è êàíàëàìè ïåðåäà÷è
äàííûõ.

Òàêèå ñèñòåìû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â àâòîíîìíîì òðàíñïîðòå (óïðàâ-
ëåíèå òðàåêòîðèåé, òîðìîæåíèåì, îáõîäîì ïðåïÿòñòâèé); â ïðîìûøëåííîé àâòî-
ìàòèçàöèè (îïòèìèçàöèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ðåæèìå îíëàéí); â ýíåð-
ãåòèêå (áàëàíñèðîâêà íàãðóçêè â óìíûõ ñåòÿõ); â ðîáîòîòåõíèêå (òî÷íîå ïîçè-
öèîíèðîâàíèå è âçàèìîäåéñòâèå ñ äèíàìè÷åñêîé ñðåäîé); â ìåäèöèíñêèõ óñòðîé-
ñòâàõ (íàïðèìåð, â èíñóëèíîâûõ ïîìïàõ ñ àäàïòèâíûì äîçèðîâàíèåì).

Ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé, âêëþ÷àÿ èñïîëüçîâàíèå âñòðàèâàå-
ìûõ ïðîöåññîðîâ, ñïåöèàëèçèðîâàííûõ óñêîðèòåëåé è ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ, äåëàåò âîçìîæíûì ðåàëèçàöèþ ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äàæå íà áîðòîâûõ ñèñòåìàõ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, âîçíèêàþùèõ â ðîáîòîòåõíèêå, ÿâëÿåòñÿ àê-
òóàëüíîé íàó÷íîé ïðîáëåìîé, èìåþùåé âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è
ðåàëèçàöèè ñîâðåìåííûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, à îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ðå-
æèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíåðãèþ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè,
âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è èíæåíåðíîé ïðàêòèêè, èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü
â ñîçäàíèè èíòåëëåêòóàëüíûõ, áåçîïàñíûõ è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ñèñòåì,
îòâå÷àþùèõ âûçîâàì ñîâðåìåííîãî ìèðà, è îñòà¼òñÿ îäíîé èç ïðèîðèòåòíûõ îá-
ëàñòåé â ðàçâèòèè àâòîìàòèêè, ðîáîòîòåõíèêè è öèôðîâûõ òåõíîëîãèé.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà ðåøåíèå àêòóàëüíîé íàó÷íîé ïðî-
áëåìû � ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçî-
âûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ïðèìåíèòåëüíî ê ìîáèëüíîìó ðîáîòó, äëÿ ïîñëåäóþùåãî
èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè óïðàâëåíèè ðîáîòîì â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðå-
ìåíè.

Öåëü äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ � ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðèìåíèòåëüíî ê ðîáîòîòåõ-
íè÷åñêèì óñòðîéñòâàì ñ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðå-
ìåíè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
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ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè è ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ê èõ ïðàêòè÷åñêîé ðåà-
ëèçàöèè.

2. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ.

3. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà è ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ÷å-
ðåç ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåãóëÿðíûõ ε-çàäà÷
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ïåðåä-
íèì ïðèâîäîì ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

4. Òåîðåòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèèþ çàäà÷è î ïåðåìåùåíèè ìîáèëüíîãî ðî-
áîòà ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2.

5. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà è ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåìåùåíèè ìîáèëü-
íîãî ðîáîòà â ðàìêàõ íåïðÿìîãî ïîäõîäà íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîãî
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2.

6. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ïðèíöèïà ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé äëÿ çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðè íåíóëåâîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðèíöèïà.

7. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà, îáîñíîâàíèå åãî ñõîäèìîñòè è ÷èñëåííàÿ ðåàëè-
çàöèÿ ïðèíöèïà ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðè
íåíóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.

8. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì
â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ.

9. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,
ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ìîáîëüíîãî ðîáîòà, îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè âûáîðà íà îñíîâå ñãåíåðèðîâàííîé òðàåêòîðèè ñ ïîìîùüþ àäàïòèâíîãî
ôóíêöèîíàëà.

10. Ðàçðàáîòêà ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè
îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ðåàëüíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ó÷åòîì íàâèãàöèîííîé
èíôîðìàöèè.

11. Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé òðà-
åêòîðèè è óïðàâëåíèÿ ðîáîòîòåõíè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè è ïðîâåäåíèå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî è èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòîòåõíè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ.
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Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðî-
áîòà â ïëîñêîñòè ñ ïðåïÿòñòâèÿìè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ñëóæàò ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðàçðàáîòêè ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè,
ïðèìåíèòåëüíî ê ðîáîòîòåõíè÷åñêèì óñòðîéñòâàì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû
òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ëèíåéíîé àëãåáðû, ìåòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìåòîäû
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå è òåî-

ðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè íîâûõ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ðîáîòîòåõíè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, à òàêæå â ñîçäàíèè ýôôåêòèâíûõ
àëãîðèòìè÷åñêèõ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ èõ ðåàëèçàöèè.

1. Ïðîâåäåí òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ.
Íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìåðû ìíîæè-
òåëÿ Ëàãðàíæà è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìî-
áèëüíûì ðîáîòîì. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëèë ïîëó÷àòü òî÷íûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ
îãðàíè÷åíèé. Òî÷íûå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ
â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè êàê ¾ÿäðî¿ óïðàâëåíèÿ, à ìåòîäû ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ � êàê ñëîé àäàïòàöèè è óñòîé÷èâîñòè ê íåîïðåäåë¼ííîñòÿì.

2. Ðàçðàáîòàí, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí è ÷èñëåííî ïðîâåðåí ìåòîä ñòðåëüáû
äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåìåùåíèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïðè
ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2. Ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ ê çàäà÷å ñ äèíàìè-
êîé óïðàâëåíèÿ íüþòîíîâñêîãî òèïà. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëèë íà-
õîäèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ óëó÷-
øåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèðóþùåãî ðå-
ãóëÿòîðà, ïðèìåíÿåìîãî ïðè íàõîæäåíèè òðàåêòîðèé ìîáèëüíîãî ðîáîòà â
ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

3. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîèñêà êàñàòåëüíûõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ïðèíöèïå
ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé íà ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè è äâèæåíèå ïî ãðàíèöå
ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïîèñêà ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó ðàçíû-
ìè âèäàìè òðàåêòîðèé. Èäåÿ çàêëþ÷àëàñü â ïîñòðîåíèè ãðàôà âåðøèíàìè,
êîòîðîãî áûëè òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, à ðåáðàìè � òðàåêòîðèè. Ìåòîä ïîçâî-
ëèë íàõîäèòü îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
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ïðåïÿòñòâèé. Ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå è îáîñíîâàíèå ìåòî-
äà.

4. Ðàçðàáîòàíû ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôà-
çîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ íåëèíåéíûõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, âêëþ-
÷àþùèõ íîâûå ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ,
ó÷èòûâàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ íà îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè, óñêî-
ðåíèÿ è óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ. Â îòëè÷èå îò ñóùåñòâóþùèõ ðåøå-
íèé, ïðåäëîæåííûå ìåòîäû îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü óïðàâëåíèÿ
è óñòîé÷èâîñòü ïðè ñíèæåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çà ñ÷¼ò èñïîëü-
çîâàíèÿ àäàïòèâíûõ ñòðàòåãèé ïðîãíîçèðîâàíèÿ è êîððåêöèè òðàåêòîðèè.

5. Ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû èíòåãðàöèè óïðàâëåíèÿ ñ òåõíîëîãèÿìè ìà-
øèííîãî îáó÷åíèÿ è âîñïðèÿòèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû, ÷òî ïîçâîëèëî ðåà-
ëèçîâàòü àäàïòèâíîå ïîâåäåíèå ðîáîòà â óñëîâèÿõ ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèè
î ñîñòîÿíèè îáúåêòà è âíåøíåé ñðåäû: íîâûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ìîäå-
ëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà, ìåòîä ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé ñ ïîìîùüþ íåéðîííûõ
ñåòåé è ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âûáîðà èíòåãðàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà
îñíîâå ñãåíåðèðîâàííîé òðàåêòîðèè ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíè-
åì àäàïòèâíîãî ôóíêöèîíàëà. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü ïîâûñèòü àâòîíîì-
íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè âûïîëíåíèè çàäà÷ â
íåñòðóêòóðèðîâàííûõ óñëîâèÿõ.

6. Ðàçðàáîòàí ãèáðèäíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàíîãî
ìåòîäà ìîäåëè ïðåäèêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðåäëàãàåò íîâóþ ñòðóêòóðó
ôóíêöèè âûáîðà äëÿ ó÷åòà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, à ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàðòîãðàôèè èñïîëüçóåò íàâèãàöèîííóþ
èíôîðìàöèþ. Ýòîò ìåòîä îðèåíòèðîâàí íà ðåàëüíîå âðåìÿ è îãðàíè÷åí-
íûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû áîðòîâûõ êîíòðîëëåðîâ ðîáîòîâ, íî ïîçâî-
ëÿåò ó÷èòûâàòü ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàÿ ïðè ýòîì ãëàäêîñòü
ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ è ìèíèìèçàöèþ ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò.

Äîñòîâåðíîñòü íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîä-
òâåðæäàåòñÿ ñîâïàäåíèåì òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ,
ïîëó÷åííûõ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è îïûòíûõ îáðàçöàõ â Ðîáîòîòåõíè÷å-
ñêîì öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ, à òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðòèçîé íàó÷íûõ ñòà-
òåé, îïóáëèêîâàííûõ â âåäóùèõ íàó÷íûõ ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ èçäà-
íèÿõ, àïðîáàöèåé è îáñóæäåíèåì ðåçóëüòàòîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ïðåäñòàâëåííûå
â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû èìåþò êàê òåîðåòè÷åñêîå, òàê è ïðàêòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå íîâûå ìåòîäû, èçëîæåííûå â ãëàâàõ 1,
2, 3, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû, èõ ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ðàçëè÷íûì ìîäåëÿì ìî-
áèëüíûõ ðîáîòîâ. Êðîìå òîãî, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ïðåäñòàâëåííûé â ãëàâå 1,
ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàí ìíîãèìè íîâûìè ñïîñîáàìè. Ïîëó÷åííîå ìåòîäîì
ðåãóëÿðèçàöèè òî÷íîå ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ êàê ¾ýòàëîí¿ äëÿ ìåòîäîâ ìàøèí-
íîãî îáó÷åíèÿ. Ðàññìîòðåííûé â ãëàâå 2 ìåòîä ñòðåëüáû òàêæå äàåò òî÷íîå
ðåøåíèå çàäà÷è íüþòîíîâñêîãî òèïà, êîòîðîå ñëóæèò ¾ýòàëîíîì¿ äëÿ ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîðà. Ýòè èccëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå. Ìåòî-
äû, ðàçðàáîòàííûå â ãëàâå 4, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà ðåàëüíûõ ðîáîòàõ äëÿ
îáúåçäà ðîáîòîì óêàçàííîé ìåñòíîñòè ïî çàðàíåå ñïëàíèðîâàííîé òåððèòîðèè
ñ öåëüþ, íàïðèìåð, ñîñòàâëåíèÿ êàðòû ìåñòíîñòè. Âñå àëãîðèòìû ðåàëèçîâà-
íû â âèäå ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé è èñïîëüçóþòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ
â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ ïî ãîñóäàðñòâåííîìó çàäàíèþ �
FFNG-2024-0010.

Ñîîòâåòñòâèå äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ñïåöèàëüíîñòè 1.2.3 ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà, êè-
áåðíåòèêà¿ (ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè) äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå
è èññëåäîâàíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè
îãðàíè÷åíèÿìè, âîçíèêàþùèìè â ðîáîòîòåõíèêå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèì
ïóíêòàì ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè: ï. 6 ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ êîíôëèêòà¿ è ï. 9
¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé¿.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ, ìåòîäà
ñòðåëüáû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåìåùåíèè ìîáèëüíîãî ðî-
áîòà ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2 è ìåòîäà ïîèñêà êàñàòåëüíûõ
â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ êîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

2. Ðàçðàáîòêà ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè, îñíîâàííîãî íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà è ðåãóëÿðíûõ ïðèáëèæåíèÿõ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ.

3. Ðàçðàáîòêà ìåòîäà ñòðåëüáû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåìåùå-
íèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ äèíàìèêîé óïðàâëåíèÿ íüþòîíîâñêîãî òèïà ïðè
ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2.



Ââåäåíèå 12

4. Ðàçðàáîòêà ìåòîäà ïîèñêà êàñàòåëüíûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîìåíòîâ ïåðå-
êëþ÷åíèÿ ìåæäó ïðÿìîëèíåéíûìè ó÷àñòêàìè òðàåêòîðèé è ó÷àñòêàìè,
èäóùèìè ïî ãðàíèöå ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ
êîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

5. Ðàçðàáîòêà ìåòîäà ïîèñêà óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì â ðåæèìå ðå-
àëüíîãî âðåìåíè, âêëþ÷àþùåãî èäåíòèôèêàöèþ ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáî-
òà, ãåíåðàöèþ òðàåêòîðèé è îïðåäåëåíèå ôóíêöèè âûáîðà óïðàâëåíèÿ íà
îñíîâå ñãåíåðèðîâàííîé òðàåêòîðèè ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ðîáîòà.

6. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ïðåäëàãàåò
íîâóþ ñòðóêòóðó ôóíêöèè âûáîðà äëÿ ó÷åòà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è
íàâèãàöèîííîé èíôîðìàöèè.

7. Êîìïëåêñû ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîì
èññëåäîâàíèè ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè, âîçíèêàþùèìè â ðîáîòîòåõíèêå.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ äî-
êëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ,
ñåìèíàðàõ è ñèìïîçèóìàõ:

� Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾Íàäåæíîñòü è êà÷åñòâî¿. Ïåíçà, 2016

� II Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 105-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àäìèðàëà ôëîòà ÑÑÑÐ äâàæäû ãåðîÿ Ñîâåòñêîãî
Ñîþçà Ñåðãåÿ Ãåîðãèåâè÷à Ãîðøêîâà. Åëåö, 2018

� Àêàäåìèÿ óïðàâëåíèÿ ÌÂÄ Ðîññèè. 2018

� III Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 110-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Í.À. Ïèëþãèíà. Åëåö, 2019

� European Control Conference 2020, ECC 2020

� 7th International Conference on Control, Decision and Information Technologies,
CoDIT 2020

� 14-th International conference �Intellectual Systems� (INTELS'20), 2020

� IV Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ôóíäàìåíòàëüíî-
ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû áåçîïàñíîñòè, æèâó÷åñòè, íàä¼æíîñòè, óñòîé÷èâî-
ñòè è ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåì¿. Åëåö, 2020
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� 18th IFAC Workshop on Control Applications of Optimization, CAO 2022

� Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ¾Íàäåæíîñòü è êà÷åñòâî¿. Ïåíçà, 2022

� 15-th International conference ¾Intellectual Systems¿ (INTELS'22), 2022

� IX Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ, ñëîæíûå ñèñòåìû: ìîäåëèðîâàíèå, óñòîé÷èâîñòü, ñòàáèëèçàöèÿ, èí-
òåëëåêòóàëüíûå òåõíîëîãèè¿. Åëåö, 2023

� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Ïðèêëàäíûå ïðî-
áëåìû ñèñòåìíîé áåçîïàñíîñòè¿. Åëåö, 2023

� Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðèêëàäíàÿ ôèçèêà è
èíæèíèðèíã: àêòóàëüíûå ïðîáëåìû¿. Åëåöêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò èì. È.À. Áóíèíà, 2024

� 16-th International conference ¾Intellectual Systems¿ (INTELS'24), 2024

� 11th International Conference on Control, Decision and Information Technologies,
CoDIT 2025

Ãðàíòîâàÿ ïîääåðæêà. Íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû ïîääåðæàíû ñëåäóþùèìè ãðàíòàìè: ÐÔÔÈ 18-29-03061-ìê ¾Èññëåäîâà-
íèå ìåòîäîâ ñèíòåçà îáó÷àþùèõñÿ ñèñòåì èíòåëëåêòóàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðîáî-
òîòåõíè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè ïðè ôàçîâûõ è ñòðóêòóðíûõ îãðàíè÷åíèÿõ â òåõ-
íîëîãèè öèôðîâîé ýêîíîìèêè¿, 2018-2020 (èñïîëíèòåëü, ðóê. Ïðîêîïüåâ È.Â.),
ÐÍÔ 19-11-00258 ¾Òåîðåòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè¿, 2019-2021 (èñïîëíèòåëü, ðóê. Êàðàì-
çèí Ä.Þ.). Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå äèññåðòàöèè â ãëàâå 3 â ÷àñòè îáîñíîâà-
íèÿ è èññëåäîâàíèÿ ïðèíöèïà ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé, èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáàòû-
âàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà êàñàòåëüíûõ è ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ íà ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ïðîåêòà Ìèíè-
ñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 075-15-2024-544
¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ÷èñëåííûå ìåòîäû êàê îñíîâà äëÿ ðàçðàáîòêè ðîáî-
òîòåõíè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, èíòåëëåêòóàëüíûõ òåõíîëîãèé êîíñòðóèðîâàíèÿ¿.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîí-
íîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â 29 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ, èç íèõ 7 ïóáëè-
êàöèé â èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå÷åíü ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëîâ, ðåêîìåí-
äîâàííûõ ÂÀÊ, âêëþ÷àÿ 6 ïóáëèêàöèé â èçäàíèÿõ, îòíåñåííûõ ê êàòåãîðèÿì
Ê-1 èëè Ê-2 èç Ïåðå÷íÿ ÂÀÊ, 10 � â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ Web
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of Science è Scopus, 12 � â òðóäàõ êîíôåðåíöèé è èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â áàçó
ÐÈÍÖ.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, èçëîæåííûå â äèñ-
ñåðòàöèè, ïðèíàäëåæàò ëè÷íî àâòîðó. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ àâòîð ïðèíèìàë
íåïîñðåäñòâåííîå ó÷àñòèå â ôîðìèðîâàíèè íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ, òåîðåòè-
÷åñêèõ îáîñíîâàíèÿõ, â âûâîäå ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèé, â ïðîãðàììíîé ðåàëèçà-
öèè, è ïðåîáëàäàþùåå ó÷àñòèè â âûáîðå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çàäà÷ è ïðîâåäåíèè
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-
òûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà è ïðèëîæåíèé. Ñîäåðæà-
íèå ðàáîòû èçëîæåíî íà 354 ñòðàíèöàõ, âêëþ÷àåò 11 òàáëèö, 122 ðèñóíêà è 3
ïðèëîæåíèÿ.

Îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè è ïîäõîäîâ ê èõ ðåà-

ëèçàöèè

Îáëàñòü óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ è âîñòðåáîâàííîå íàïðàâëåíèå ñîâðåìåí-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îáóñëîâëåííîå øèðîêèì ñïåêòðîì ïðè-
ëîæåíèé, îñîáåííî â ðîáîòîòåõíèêå.

Èñòîðè÷åñêè çàäà÷è ïîèñêà óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé îòíîñèëèñü ê êëàññó
çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ìíîãèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äè-
íàìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè óñïåøíî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ, îñîáåííî â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâ-
ëåíèé îòêðûòî, à òðåáóåìûå óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè
[1�3]. Ðàçâèòèå è îáîáùåíèå ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî
ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îñâåùåíû â òðóäàõ [4�8]. Â ñòàíîâëåíèå è
ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè çíà÷èòåëüíûé âêëàä âíåñëè ìíîãèå ó÷åíûå, â ÷èñëå êî-
òîðûõ âûäåëÿþòñÿ ðàáîòû Ë. Ýéëåðà, Æ.-Ë. Ëàãðàíæà, Ê. Âåéåðøòðàññà, Ä.
Ãèëüáåðòà, À. Ëåáåãà, À.Ì. Ëåæàíäðà, Á. Ðèìàíà, Ê. ßêîáè, Ë. Òîíåëëè, Í.Í.
Áîãîëþáîâà, Ñ.Í. Áåðíøòåéíà, Ì.À. Ëàâðåíòüåâà, À.Ã. Ñèãàëîâà, Â. Ðèòöà, Äæ.
Âàðãè, Ý. Ìàêøåéíà, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, À.Ä. Èîôôå, Â.Ô. Êðîòîâà, À.Ì. Ðàç-
ìàäçå, Â.Ì. Òèõîìèðîâà [9] è äðóãèõ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïðèìåíåíèå êëàñ-
ñè÷åñêèõ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ÷àñòî çàòðóäíåíî èç-çà íàëè÷èÿ
îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû, à òàêæå âîçìîæíûõ ðàçðûâîâ ïåðâî-
ãî ðîäà êàê ó ñàìèõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, òàê è ó èõ ïðîèçâîäíûõ. Ó÷èòûâàÿ



Îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ 15

âàæíîñòü òàêèõ îãðàíè÷åíèé â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â
ñîçäàíèè ïîäõîäîâ, ñïîñîáíûõ êîððåêòíî ó÷èòûâàòü äàííûå îñîáåííîñòè.

Â 1960-õ ãîäàõ áûë ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [10],
êîòîðûé òðåáóåò ëèøü ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèé î äèôôåðåíöèðóåìîñòè è îêàçû-
âàåòñÿ îñîáåííî ýôôåêòèâíûì äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Ïîÿâëåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñòàëî ïîâîðîòíûì ìîìåíòîì â ðàçâèòèè òåî-
ðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñòèìóëèðîâàëî ðîñò ÷èñëà èññëåäîâàíèé è ïóá-
ëèêàöèé. Ýòè ðàáîòû áûëè íàïðàâëåíû êàê íà èçó÷åíèå ñâÿçè ìåæäó îïòèìàëü-
íûì óïðàâëåíèåì è êëàññè÷åñêèì âàðèàöèîííûì èñ÷èñëåíèåì [11, 12], òàê è
íà ðàñøèðåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íà áîëåå ñëîæíûå êëàññû çàäà÷, âêëþ÷àÿ
çàäà÷è ñ ôàçîâûìè è ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïåðâûå íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè áûëè ïîëó÷åíû Ð.Â.
Ãàìêðåëèäçå [13] è ïðåäñòàâëåíû â ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè [10]. Ïîçä-
íåå À.ß. Äóáîâèöêèé è À.À. Ìèëþòèí ïðåäëîæèëè íîâóþ ôîðìóëèðîâêó ïðèí-
öèïà ìàêñèìóìà, ïðèìåíèìóþ ê çàäà÷àì ñ îãðàíè÷åíèÿìè [14]. Â îòëè÷èå îò
ïîäõîäà Ãàìêðåëèäçå, èõ ìåòîä íå íóæäàåòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ î ðåãóëÿðíîñòè òðàåêòîðèè. Òåì íå ìåíåå, â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ
ñëó÷àåâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà â èíòåðïðåòàöèè Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà ìîæåò
îêàçûâàòüñÿ âûðîæäåííûì. ßâëåíèå âûðîæäåíèÿ áûëî âïåðâûå îáíàðóæåíî è
äåòàëüíî èññëåäîâàíî À.Â. Àðóòþíîâûì è Í.Ò. Òûíÿíñêèì [15], ÷òî ïîñëóæèëî
òîë÷êîì ê ñîçäàíèþ ìîäèôèöèðîâàííûõ, íåâûðîæäåííûõ âåðñèé ïðèíöèïà.

Ñ 1960-õ ãîäîâ äàííîå íàïðàâëåíèå òåîðèè àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ, î ÷¼ì ñâèäå-
òåëüñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿù¼ííûõ ðàçëè÷íûì àñïåêòàì
èññëåäîâàíèÿ [16�48].

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè âíåñëè òàêèå èññëåäîâàòåëè, êàê À.Â. Àðóòþíîâ [49�
52], Ñ.Ì. Àñååâ [53], Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå [13], À.Â. Äìèòðóê, À.ß. Äóáîâèöêèé [14],
Â.À. Äóáîâèöêèé [54], Ì.È. Çåëèêèí, Ä.Þ. Êàðàìçèí [55�59], À.Á. Êóðæàíñêèé
[60], À.Ñ. Ìàòâååâ [61], À.À. Ìèëþòèí [62], Í.Ï. Îñìîëîâñêèé, Å.Ñ. Ïîëîâèíêèí,
Ã.Â. Ñìèðíîâ, Í.Ò. Òûíÿíñêèé, Õ. Õàëêèí, Ì.Ì. Ferreira [63, 64], Í. Halkin, F.L.
Pereira [65�71], R.B. Vinter [72, 73] è äðóãèå.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàåòñÿ êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé â ðàçëè÷-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îäíàêî åãî èñïîëüçîâàíèå â êëàññè÷åñêîé ôîðìå
ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè àíàëèòè÷åñêèìè è âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿ-
ìè. Â ðîáîòîòåõíèêå êðàéíå ìàëî ïðèìåðîâ ðåøåíèÿ íîâûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷
ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Áîëüøèíñòâî ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì ïîäõî-
äîì, îñòàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèìè, õîòÿ èçíà÷àëüíî Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí ïîä÷¼ðêèâàë
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åãî ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü.
Ñëîæíîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ðîáîòîòåõíèêå îáóñëîâëåíà,

â ÷àñòíîñòè, íåëèíåéíîñòüþ äèíàìèêè ðîáîòèçèðîâàííûõ ñèñòåì, íåîáõîäèìî-
ñòüþ ó÷¼òà ðàçíîîáðàçíûõ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, à òàêæå ñëîæíûìè äèíàìè÷å-
ñêèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ïðè óïðàâëåíèè ãðóïïàìè ðîáîòîâ. Ýòè ôàêòîðû ïðè-
âîäÿò ê òîìó, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ âñ¼ ðåæå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñîâðåìåííûõ ðîáîòîòåõíè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé.

Åù¼ îäíà ñåðü¼çíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ñòàíäàðòíîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èùåòñÿ êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò ðàçîìêíóòîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ çà-
ðàíåå çàäàþòñÿ ïî âðåìåííîìó ãðàôèêó, à íå ïî òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ îáúåêòà.
Äàæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà óäà¼òñÿ îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê óïðàâëåíèþ ïî ñîñòîÿ-
íèþ (ñèíòåçó çàìêíóòîé ñèñòåìû), àíàëèç êà÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæå-
íèÿ îñòà¼òñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ, êàê ïðàâèëî,
èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ÷òî äåëàåò êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï
ìàêñèìóìà ìàëîïðèãîäíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðîáîòîòåõíèêè áåç ñóùåñòâåííîé
åãî àäàïòàöèè.

Â çàäà÷àõ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ÷àñòî âîçíèêàåò ÿâëåíèå âûðîæäåíèÿ
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ñâÿçàííîå ñ ïîâåäåíèåì ñèñòåìû íà ãðàíèöå äîïóñòèìîé
îáëàñòè ñîñòîÿíèé. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè áûëè ðàçðàáîòàíû ìîäèôè-
öèðîâàííûå ôîðìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ó÷èòûâàþùèå ñïåöèôèêó èçìåíåíèÿ
ãàìèëüòîíèàíà âáëèçè ãðàíèöû îãðàíè÷åíèé [15, 52, 54, 63, 64, 74�76, 78]. Îò-
äåëüíî ñòîèò îòìåòèòü èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿù¼ííûå íåïðåðûâíîñòè ìíîæèòåëÿ
â âèäå ìåðû, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì àíàëèçå [27, 79�83].
Òàêæå ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè è ñìåæíûì âîïðîñàì, ñì.,
íàïðèìåð, [65�67, 84�93].

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðåä-
ñòàâëåíû â ðàáîòàõ [36, 39, 94, 95].

Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è å¼ ïðàê-
òè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ âíåñëè òàêèå âûäàþùèåñÿ ó÷¼íûå, êàê Í.Í. Êðàñîâñêèé,
Þ.Ñ. Îñèïîâ, À.Â. Êðÿæèìñêèé, À.Á. Êóðæàíñêèé, Ô.Ï. Âàñèëüåâ, Â.È. Áëà-
ãîäàòñêèõ, Ñ.Ì. Àñååâ, Ì.È. Çåëèêèí, Â.Ì. Òèõîìèðîâ, Ô.Ë. ×åðíîóñüêî, Ð.
Ãàáàñîâ, Ô.Ì. Êèðèëëîâà, Ì. Àòàíñ, Ï. Ôàëá, Ð. Áåëëìàí, Ô. Êëàðê, À. Áðàé-
ñîí, Õî Þ-øè, Ý. Ëè, Ë. Ìàðêóñ è ìíîãèå äðóãèå.

×òî êàñàåòñÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ðîáîòîòåõíè-
êå, òî ïðèìåðû òàêèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [96�99].
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Áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ íåóíèìîäàëüíîé ñòðóêòóðîé öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, îñîáåííî â óñëîâèÿõ íà-
ëè÷èÿ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ çà-
äà÷ óïðàâëåíèÿ ðîáîòàìè è îñîáåííî àêòóàëüíû ïðè êîîðäèíàöèè ãðóïï ðîáî-
òîâ, ãäå êàæäûé àãåíò âûñòóïàåò îäíîâðåìåííî êàê îáúåêò óïðàâëåíèÿ è êàê
äèíàìè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå äëÿ äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ ñèñòåìû. Â òàêèõ óñëîâèÿõ
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ñòàíîâèòñÿ íåâûïóêëûì, à ïîèñê îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ � ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé.

Óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Âûáîð ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà çàâèñèò îò ðÿäà ôàê-
òîðîâ: ôîðìû öåëåâîé ôóíêöèè, ñëîæíîñòè å¼ âû÷èñëåíèÿ, òèïà è êîëè÷åñòâà
îãðàíè÷åíèé, òðåáóåìîé òî÷íîñòè è âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé ïëàòôîðìû.
Ñðåäè ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ îñîáîå ìåñòî
çàíèìàþò ãðàäèåíòíûå ïîäõîäû [100, 101]. Îäíàêî â óñëîâèÿõ íåóíèìîäàëüíîñòè
è íåâûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà ýòè ìåòîäû îáëàäàþò ñåðü¼çíûìè îãðàíè÷åíèÿìè
� â ÷àñòíîñòè, îíè ñêëîííû ê ïîïàäàíèþ â ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû è íå îáåñïå-
÷èâàþò ñõîäèìîñòü ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó [102].

Íà ïðàêòèêå äàæå ïðèáëèæ¼ííàÿ îöåíêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàê-
ñèìóìà çà÷àñòóþ íåäîñòóïíà, ÷òî äåëàåò îñîáåííî àêòóàëüíûì èñïîëüçîâàíèå
ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
êàê äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå â òðóäàõ Þ.Ã. Åâòóøåíêî,
Ð.Ã. Ñòðîíãèíà, Ì.À. Ïîñûïêèíà, È.Õ. Ñèãàëà, Õ. Òóÿ è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé
[103�107], òàê è, â îñîáåííîñòè, ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïîïóëÿ-
öèîííûõ è ýâîëþöèîííûõ ïðèíöèïàõ ïîèñêà. Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ ïîäõîäû,
ïðåäëîæåííûå Äæ. Õîëëàíäîì, Ë. Ôîãåëåì, Ä. Ãîëüäáåðãîì, à òàêæå ðàçâèòûå
â ðàáîòàõ Å.Ñ. Ñåìåíêèíà, À.Ï. Êàðïåíêî è äðóãèõ àâòîðîâ [108�112, 114, 162].
Ýòè ìåòîäû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ïîèñêå óïðàâ-
ëÿþùèõ ôóíêöèé â çàäà÷àõ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè [115, 116].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî êàê ïðÿìûõ, òàê è íåïðÿìûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðÿìîé ïîäõîä ñîñòîèò â àï-
ïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà÷è ïóò¼ì äèñêðåòèçàöèè óïðàâëÿþùèõ è ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ íà âðåìåííîé ñåòêå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè å¼ ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ [117]. Íàïðîòèâ, òàê íàçûâàåìûé íåïðÿìîé ïîäõîä òðàäè-
öèîííî ñ÷èòàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì è îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöè-
ïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòîò ïðèíöèï îñòà¼òñÿ îäíèì
èç íàèáîëåå âàæíûõ è ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ.

Ìåòîäû è àëãîðèòìû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áûñòðîäåéñòâèÿ, ìîæ-
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íî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï: àíàëèòè÷åñêèå (âêëþ÷àÿ ïðèíöèï
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [10, 16]), ÷èñëåííûå (òàêèå êàê ðàçëè÷íûå ìåòîäû îïòè-
ìèçàöèè [31, 118�120], ìåòîä Äåéêñòðû [121], A* [122], D* [123]), ýâîëþöèîííûå è
ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [116]), ìåòîä ñåòåâîãî îïåðàòîðà [124�126]), àëãîðèòìû
îïòèìèçàöèè ïî ïðèíöèïó ðîÿ ÷àñòèö (PSO) [111, 112, 114, 127, 162]), âåðîÿò-
íîñòíûå ìåòîäû (íàïðèìåð, ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé [128]), ìå-
òîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (â ÷àñòíîñòè, îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì [129]) è ìåòî-
äû, îñíîâàííûå íà äèñêðåòèçàöèè êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, òàêèå êàê
RRT (Rapidly-exploring Random Tree) [130, 131] è PRM (Probabilistic Roadmap
Method) [132] è äð.

Ìåòîäû îïòèìèçàöèè ôîðìóëèðóþò çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè êàê çà-
äà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû äëÿ å¼
ðåøåíèÿ. Èõ îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáíîñòè íàõîäèòü òðàåê-
òîðèè, îïòèìàëüíûå ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ, ñ ó÷¼òîì ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ
è ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, â òîì ÷èñëå ïðè íåâûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà àêòèâíîå ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìè-
çàöèè, íå âñå èç íèõ ïðèìåíèìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ [116]. Ìíîãèå èç ýòèõ ìåòîäîâ òðåáóþò âûñîêîêà÷åñòâåí-
íîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ìîãóò áûòü ÷ðåçìåðíî ðåñóðñî¼ìêèìè ñ òî÷êè
çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Ñðåäè ïîäõîäîâ, ýôôåêòèâíî ðàáîòàþùèõ íà äèñêðåòèçèðîâàííûõ ôàçîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïóòè
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä A* (A-star). Îí èñïîëüçóåò ýâðèñòè÷åñêóþ îöåíêó ñòîèìîñòè
îñòàâøåãîñÿ ïóòè, ÷òî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñ ó÷¼òîì ïðå-
ïÿòñòâèé, ñî÷åòàÿ ïðåèìóùåñòâà àëãîðèòìà Äåéêñòðû è æàäíîãî ïîèñêà. Ìåòîä
D* (Dynamic A*) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâèòèå A*, îðèåíòèðîâàííîå íà äèíàìè-
÷åñêèå ñðåäû � îí ñïîñîáåí ýôôåêòèâíî ïåðåñòðàèâàòü òðàåêòîðèþ ïðè èçìåíå-
íèè óñëîâèé, íàïðèìåð, ïðè ïîÿâëåíèè íîâûõ ïðåïÿòñòâèé. Îäíàêî, êàê è A*, îí
òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé äèñêðåòèçàöèè ïðîñòðàíñòâà. Àëãîðèòì Äåéêñòðû íà-
õîäèò êðàò÷àéøèé ïóòü îò íà÷àëüíîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ â ãðàôå, ÷òî
äåëàåò åãî ïîëåçíûì äëÿ çàäà÷ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà. Òåì íå ìåíåå, ïî
ñðàâíåíèþ ñ A*, îí ìåíåå ýôôåêòèâåí, ïîñêîëüêó íå èñïîëüçóåò ýâðèñòè÷åñêóþ
èíôîðìàöèþ è èññëåäóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøåå ÷èñëî óçëîâ.

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, êîòîðûå òàêæå òðåáóþò äèñêðåòèçàöèè âðåìåííî-
ãî èíòåðâàëà, ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðîáëåìîé ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè ïðè óâåëè÷åíèè
÷èñëà âðåìåííûõ óçëîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ
ñëîæíîé è ìíîãîýêñòðåìàëüíîé, à íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ îêàçûâàþò çíà÷èòåëüíî áîëüøåå âëèÿíèå íà êà÷åñòâî ðåøåíèÿ, ÷åì ïàðà-
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ìåòðû â êîíå÷íîé ÷àñòè èíòåðâàëà. Ìåòîä ñèìâîëüíîé ðåãðåññèè, ïîçâîëÿþùèé
ïðèáëèæ¼ííî ñòðîèòü óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, äåìîí-
ñòðèðóåò ìåíüøóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ÷èñëó âðåìåííûõ óçëîâ, ÷òî äåëàåò åãî
îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ. Îäíàêî, êàê è äðóãèå ìåòîäû ÷èñ-
ëåííîé îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, îí õàðàêòåðèçóåòñÿ âû-
ñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Âîïðîñû óïðàâëåíèÿ ðåàëüíûìè ðîáîòàìè ðàññìàòðèâàëèñü â ðÿäå èññëåäî-
âàíèé [133�149]. Ðàáîòà [150] ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì,
à â [151, 152] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ. Çàäà÷è ïëàíèðîâà-
íèÿ òðàåêòîðèé èçó÷àëèñü â ïóáëèêàöèÿõ [153�159], òîãäà êàê âîïðîñû íàâèãà-
öèè îñâåùåíû â ðàáîòàõ [160�173].
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåâåäåíû îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòà-
öèîííîé ðàáîòå.

IR ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

IRn n-ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

IRm×n ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà m× n

e1, e2, . . . , en âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â IRn

E åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé âñåãäà ÿñíà
èç êîíòåêñòà

⟨x, y⟩ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x è y

||x|| åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà x, ðàâíàÿ ⟨x, y⟩1/2

||x||L2 íîðìà âåêòîðà x â ïðîñòðàíñòâå L2

AT òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A

|I| ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà I

xI âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè xi, i ∈ I, ãäå x ∈ IRn è I ⊂ {1, . . . , n}

F : IRn → IRm îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå èç ïðîñòðàíñòâà IRn

â ïðîñòðàíñòâî IRm

∂F
∂xI

ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ F ïî ïåðåìåííûì xi, i ∈ I

Ψ′(x; d) ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ Ψ : IRn → IRm â òî÷êå x ∈ IRn

ïî íàïðàâëåíèþ d ∈ IRn

imΛ îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Λ

kerΛ ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Λ

X × Y äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X è Y

φi(u) i-àÿ êîìïîíåíòà ôóíêöèè φ
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∇φi(u) ãðàäèåíò i-îé êîìïîíåíòû ôóíêöèè φ

∇u ÷àñòè÷íûé ãðàäèåíò îòíîñèòåëüíî u

Γ′
u ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Γ

lin ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà

xε ⇒ x0 xε ñëàáî ñõîäèòñÿ ê x0

Closu çàìûêàíèå ïî ìåðå ôóíêöèè u
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Ñîêðàùåíèÿ è àááåðåâèàòóðû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåâåäåíû ñîêðàùåíèÿ è àááåðåâèàòóðû, èñïîëüçóåìûå â äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòå.

ÐÒÑ ðîáîòîòåõíè÷åñêèå ñèñòåìû

MPC ìîäåëü ïðîãíîñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ

MPPI ìåòîä ïðîãíîñòè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
(Model Predictive Path Integral)

ÏÈÄ ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé (ðåãóëÿòîð)

SLAM ìåòîä îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèÿ è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ
(Simultaneous Localization and Mapping)

ASLAM àêòèâíûé ìåòîä îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèÿ è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ

ÌÁ ìîáèëüíûé ðîáîò

CNN ñâåðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (Convolutional Neural Network)

ÈÍÑ èíåðöèàëüíàÿ íàâèãàöèîííàÿ ñèñòåìà

AUV áåñïèëîòíûé ïîäâîäíûé àïïàðàò (Autonomous Underwater Vehicle)

ÎÄÓ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

×ÏÓ ÷èñëîâîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå

LQR ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûé ðåãóëÿòîð (Linear Quadratic Regulator)

ABS àíòèáëîêèðîâî÷íàÿ ñèñòåìà

GPS ãëîáàëüíàÿ ñèñòåìà ïîçèöèîíèðîâàíèÿ (Global Positioning System)

RRT áûñòðûé íåðàâíîìåðíûé äåðåâî-ïîèñê
(Rapidly-exploring Random Tree)

ÁÒÑ áåñïèëîòíîå òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî

IMU áëîê èíåðöèàëüíûõ èçìåðåíèé (Inertial Measurement Unit)
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ROS îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà äëÿ ðîáîòîâ (Robot Operating System)

DWA äèíàìè÷åñêîå îêíî ïîäõîäà (Dynamic Window Approach)

Teb Timed Elastic Band � ìåòîä ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè
ñ ó÷¼òîì âðåìåíè è äèíàìèêè

ÊÏÄ êîýôôèöèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ

LSTM äîëãàÿ êðàòêîñðî÷íàÿ ïàìÿòü (Long Short-Term Memory) �
òèï ðåêóððåíòíîé íåéðîííîé ñåòè

GRU Gated Recurrent Unit � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ
ñåòü ñ âîðîòàìè

RNN ðåêóððåíòíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (Recurrent Neural Network)

PSO îïòèìèçàöèÿ ðîåì ÷àñòèö (Particle Swarm Optimization)



Ãëàâà 1

Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû

ðîáîòîòåõíèêè

Â äàííîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ îáùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íà-
ëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ àêòóàëüíîñòü äàí-
íîé ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè èìåòü äåëî ñ ýêñòðåìàëÿìè, êîòîðûå
íå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè, ðàññìîòðåííûì â ðàçäå-
ëå 1.2. Â ýòîì ñëó÷àå íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ìîãóò
îêàçàòüñÿ íåäîñòóïíûìè, åñëè ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ÷èñëåííî â ðàì-
êàõ íåïðÿìîãî ïîäõîäà, òî åñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. ×òîáû
ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü, â ðàçäåëå 1.3 ïðèâåäåí è îáîñíîâàí ìåòîä ðåãóëÿðè-
çàöèè, îñíîâàííûé íà ðåãóëÿðíûõ ïðèáëèæåíèÿõ èñõîäíîé çàäà÷è. Ðåãóëÿðíàÿ
çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî, àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå 1.4. Òàêèì îáðàçîì,
ðåøåíèå ε-àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæåííûé ðàñ÷åò èñ-
õîäíîãî ðåøåíèÿ. Â ðàçäåëå 1.5 ïðèâåäåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì. Äðóãèå ïðè-
ìåðû ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì ðàññìîòðåíû â
ðàçäåëå 1.6.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷å-
ìó èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, à íå èñïîëüçóþòñÿ ¾ñîâðåìåí-
íûå¿ ìåòîäû, íàïðèìåð, îáó÷åíèå ðîáîòà ñ ïîäêðåïëåíèåì, èëè ïîõîæèå ìåòî-
äû? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ èçó÷åí è ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå 1.7. Âûâîäû ïî ïåðâîé
ãëàâå ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 1.8.

24
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1.1 Ââåäåíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïðè îãðàíè÷å-
íèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ôàçîâûå êîîðäèíàòû. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëü-
íîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ áûñòðîäåéñòâèå, ò.å. âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà äâèæåíèå
èç çàäàííîé òî÷êè A â òî÷êó B. Çàäà÷à î íàèáûñòðåéøåì äâèæåíèè ìîáèëüíîãî
ðîáîòà ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ, èëè çàäà÷à î íàèáûñòðåéøåì îáõîäå ðîáî-
òîì ïðåïÿòñòâèÿ, â óïðîùåííîì íåèíåðöèàëüíîì êèíåìàòè÷åñêîì ñëó÷àå ìîæåò
áûòü îïèñàíî ñëåäóþùåé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

J(p, u, T ) := T → min,
ẋ1 = p · cosα,
ẋ2 = p · sinα,
α̇ = u,
x(0) = A, x(T ) = B,
α(0) = α0,
p ∈ [−1, 1],
u ∈ [−1, 1],
x21 + x22 ≥ 1.

(1.1)

Çäåñü x = (x1, x2) ∈ R2 � îñíîâíàÿ ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, p, u ∈ R � ñêàëÿðíûå
ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ, A = (a1, a2), B = (b1, b2) � çàäàííûå òî÷êè íà ïëîñêî-
ñòè, ëåæàùèå âíå åäèíè÷íîãî êðóãà. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îòðåçêå âðåìåíè
[0, T ]. Êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T íå ôèêñèðîâàí, è áîëåå òîãî, íåîáõîäèìî íàé-
òè íàèìåíüøåå âîçìîæíîå òàêîå âðåìÿ T , çà êîòîðîå ìîæíî, íà÷èíàÿ äâèæåíèå
èç òî÷êè A, ïîïàñòü â òî÷êó B ñ ïîìîùüþ êàêèõ-ëèáî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé
p(t), u(t). Ïðè ýòîì ðîáîò íå äîëæåí çàåçæàòü íà åäèíè÷íûé êðóã íà ïëîñêîñòè,
êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì. Ïåðåìåííàÿ α � ýòî äîïîëíèòåëüíàÿ ôàçîâàÿ
ïåðåìåííàÿ, îòâå÷àþùàÿ óãëó ïîâîðîòà ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ïîâîðîòà ðîáîòà óïðàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé u(t), à ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü � ôóíêöèåé
p(t). Îáå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ èçìåðèìûìè. Ðîáîò îñíàùåí îáðàòíûì õîäîì, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì p. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óãëà ïîâîðîòà
α0 çàäàíî. Åãî êîíå÷íîå çíà÷åíèå ñâîáîäíî.

Çäåñü p - ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü, à α - óãîë ïîâîðîòà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ëè-
íèþ ïðèëîæåííîãî òÿãîâîãî óñèëèÿ. Äâå ïåðåìåííûå u è p ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþ-
ùèìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó óïðàâëÿþùàÿ
ïàðà (p, u) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç êâàäðàòà [−1, 1]× [−1, 1].

Â çàäà÷å (1.1) ðåàëèçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ïðîñòåéøàÿ óíèöèêëè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ äîïîëíÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ðàçâîðîòà ðîáîòà íà ìåñòå,
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ò.å. äâèæåíèåì ïðè p = 0. Íà ïðàêòèêå îíà ìîæåò ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâî-
âàòü óïðîùåííîé ìîäåëè òðåõêîëåñíîãî ðîáîòà ñ ïåðåäíèì ïðèâîäîì. Åñëè äî-
áàâèòü óñêîðåíèå â çàäà÷å (1.1), òî ýòà ìîäåëü ïðè îïðåäåëåííûõ ïîïðàâî÷íûõ
êîýôôèöèåíòàõ äàåò ðåàëüíîå äâèæåíèå òàêîãî ðîáîòà (òîãäà ïðîäîëüíàÿ è óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòè ñòàíîâÿòñÿ ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè, à óïðàâëåíèå � êðóòÿùèì
ìîìåíòîì, êîòîðûé îáåñïå÷èâàþò äâèãàòåëè, âðàùàþùèå è ðàçâîðà÷èâàþùèå
ïåðåäíåå êîëåñî).

Îòìåòèì, ÷òî ïðîäîëüíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè â ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ìîáèëüíûõ ðîáî-
òîâ (íàïðèìåð, äëÿ ãóñåíè÷íîãî ðîáîòà). Â òî æå âðåìÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â
äàííîé ðàáîòå, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è êî ìíîãèì äðóãèì ìîäåëÿì, â òîì ÷èñëå
è ê óïîìÿíóòîìó âûøå ñëó÷àþ óïðàâëÿåìûõ êðóòÿùèõ ìîìåíòîâ.

Äèíàìèêà òàêîãî òèïà âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â íåèíåðöèàëüíîé ìîäåëè äâè-
æåíèÿ òðåõêîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ïåðåäíèì ïðèâîäîì. Îòëè÷èòåëüíîé
îñîáåííîñòüþ ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîâîðîòà ðîáîòà íà ìåñòå. Ýòî
èçâåñòíîå óïðîùåíèå îáùåé ìîäåëè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñëîæíûõ è ðåàëèñòè÷-
íûõ ìîäåëåé ñìîòðèòå, íàïðèìåð, [174] èëè [175], ïîñâÿùåííûå ìîäåëÿì AUV. Â
òî æå âðåìÿ êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü
âû÷èñëèòåëüíûé îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà, ïðåäëîæåííîì â ýòîé çà-
ìåòêå.

Àíàëèç äâèæåíèÿ óñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì ïðåïÿòñòâèÿ, êîòîðîå ðîáîò äîëæåí
îáîéòè. Ýòî ïðåïÿòñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ íà ïëîñêîñòè
R2. Äëÿ ýòîé îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíîå ïî âðåìåíè äâè-
æåíèå èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Îäíàêî ïðÿìîå
ïðèìåíåíèå ýòîãî èíñòðóìåíòà íå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ïðîãðåññó â ïîèñ-
êå ðåøåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ìîäåëü îäíîêîëåñíîãî âåëîñèïåäà
íåðåãóëÿðíà ïî îòíîøåíèþ ê êàêèì-ëèáî îãðàíè÷åíèÿì ñîñòîÿíèÿ. Âî-âòîðûõ,
âîçíèêàåò îñîáûé ðåæèì óïðàâëåíèÿ â îòíîøåíèè óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïîýòîìó
äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýêñòðåìàëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ðåãó-
ëÿðèçóþùåå ε-âîçìóùåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Âàæíî îòìåòèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â çàäà÷å (1.1) â êëàññå èçìåðèìûõ
óïðàâëåíèé p è u. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å âñåãäà íàéäåò-
ñÿ äîïóñòèìûé ïðîöåññ, è çíà÷èò, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â êëàññå èçìåðèìûõ
óïðàâëåíèé p, u ñëåäóåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû Ôèëèïïîâà, [48] (ïîñêîëüêó ïðà-
âàÿ ÷àñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ëèíåéíà ïî óïðàâëåíèþ, à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
óïðàâëåíèÿ � âûïóêëûé êîìïàêò). Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (êîòîðûõ
ìîæåò áûòü ìíîãî) ÷åðåç (x∗, α∗, p∗, u∗, T ∗).

Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì (ïî áûñòðîäåéñòâèþ) îáõîäå ðîáîòîì
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ïðåïÿòñòâèÿ, êîòîðîå çàäàíî â âèäå åäèíè÷íîãî êðóãà íà ïëîñêîñòè, èìååòñÿ â
âèäó âñå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà äâèæåíèå, ñîãëàñíî (1.1). Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ
íåêîòîðûé ÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ (x∗, α∗, p∗, u∗, T ∗), îñíîâàííûé
íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, [10].

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà îñëîæ-
íåíî ðÿäîì òðóäíîñòåé. Âî-ïåðâûõ, ëþáàÿ äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîïðèêàñà-
þùàÿñÿ ñ ãðàíèöåé åäèíè÷íîãî êðóãà, íå áóäåò ðåãóëÿðíîé ïî Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå
(ñì. ðàáîòó [13] è Ãëàâó 6 â [10]). Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû èìååò
ìåñòî

x1 cosα + x2 sinα = 0,

à çíà÷èò, ãðàäèåíò ôóíêöèè Γ(x, p, u) := −2p(x1 cosα+x2 sinα) � ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ãðàäèåíò ôàçîîãðàíè÷åíèÿ �
ïî (p, u) ðàâåí íóëþ. Áîëåå òîãî, ïî ýòîé æå ïðè÷èíå â çàäà÷å (1.1) çàâåäîìî íå
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ äàæå è áîëåå ñëàáûå, ÷åì óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, èçâåñòíûå
óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, [50]. (Òàêàÿ ñèòó-
àöèÿ âåñüìà ðàñïðîñòðàíåíà â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ãäå îáû÷íî êîëè÷åñòâî
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ óïðàâëåíèÿ.) Ïîýòîìó
áîðåëåâñêàÿ ìåðà-ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, îòâå÷àþùàÿ çà ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå,
ìîæåò èìåòü ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ò.å. â ñâÿçè ñ îò-
ñóòñòâèåì ðåãóëÿðíîñòè è íàëè÷èåì ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé ìåðû, íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ñâåñòè óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ê ñîîòâåòñòâóþùåé
êðàåâîé çàäà÷å, ðåøåíèå êîòîðîé ïðèâåëî áû ê ðåøåíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ.
Çäåñü, â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàåò ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ òî÷åê âûõîäà íà ãðàíèöó è
ñõîäà ñ ãðàíèöû ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà çàòðóäíåíî íàëè÷èåì îñîáîãî
ðåæèìà ïî óãëîâîé ñêîðîñòè u. Ðîáîò íå âñåãäà áóäåò ñëåäîâàòü ñ ìàêñèìàëü-
íîé ïî ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ò.å. ïðè |u| = 1. Îäíàêî íà ó÷àñòêàõ, ãäå
|u| < 1, óñëîâèå ìàêñèìóìà, î÷åâèäíî, íå èíôîðìàòèâíî. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà
íàõîæäåíèÿ òî÷åê âûõîäà íà îñîáûé ðåæèì óïðàâëåíèÿ è ñõîäà ñ íåãî.

Îáà ÿâëåíèÿ, ò.å. îòñóòñòâèå ðåãóëÿðíîñòè îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî îãðàíè÷å-
íèÿ è îñîáûé ðåæèì óïðàâëåíèÿ ïî óãëîâîé ñêîðîñòè, èìåþò ñîâåðøåííî ðàçíóþ
ïðèðîäó. Òåì íå ìåíåå, îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé è â ïåðâîì è âî âòîðîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Â ðàáîòå ïðåäëà-
ãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0 îïðåäåëåííûì îáðàçîì âîçìóòèòü
èñõîäíóþ çàäà÷ó (1.1), òàê ÷òîáû âîçìóùåííàÿ çàäà÷à ñòàëà ðåãóëÿðíîé â óïî-
ìÿíóòîì âûøå ñìûñëå. Äëÿ ýòîãî áóäóò èñïîëüçîâàíû äîïîëíèòåëüíûå ïåðå-
ìåííûå óïðàâëåíèÿ.
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1.2 Îáùàÿ òåîðèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ
çàäà÷ áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

1.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè â îáùåì âèäå

T → min,

ẋ = f(x, u),
x(0) = A, x(T ) = B,
u(t) ∈ U äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],
g(x(t)) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, T ].

(1.2)

Çäåñü, t ∈ [0, T ] � âðåìÿ, x � ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ â Rn, u � ïåðåìåííàÿ óïðàâëå-
íèÿ â Rm. Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u(·) èçìåðèìà.

Ìíîæåñòâî U èìååò âèä

U := {u ∈ Rm : φ(u) ≤ 0},

ãäå φ � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Òî÷êè A è B îïðåäåëÿþò íà÷àëüíóþ è êî-
íå÷íóþ ïîçèöèè (êðàåâûå óñëîâèÿ). Äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ x(·) ÿâëÿåòñÿ àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó îãðàíè÷å-
íèþ ẋ(t) = f(x(t), u(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ], íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó êðàåâîìó
óñëîâèþ, è òàêæå íåðàâåíñòâó g(x(t)) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, T ], êîòîðîå çàäàåò ôàçîâûå
îãðàíè÷åíèÿ. ×èñëî T îïðåäåëÿåò êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè äâèæåíèÿ � îíî íå
ôèêñèðîâàíî, íî ïîäëåæèò ìèíèìèçàöèè.

Îòîáðàæåíèÿ

f : Rn × Rm → Rn, φ : Rm → Rr, è g : Rn → R

ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè (òî÷íåå, f, φ ∈ C1, g ∈ C2).
Ïóñòü u(·) � óïðàâëåíèå, à x(·) � îòâå÷àþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ íà îòðåçêå

âðåìåíè [0, T ].

Îïðåäåëåíèå 1 Òðîéêà (x, u, T ) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîöåññîì, åñëè âû-
ïîëíåíû êîíöåâûå è ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 2 Äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x∗, u∗, T ∗) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì,
åñëè êîíå÷íîå âðåìÿ T â (1.2) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå íà
ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (òàê íàçûâàåìûé ãëîáàëüíûé ìèíè-
ìóì).

Íèæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Çàäà÷å (1.2) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
îïòèìàëüíûé ïðîöåññ (x∗, u∗, T ∗).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïîòðåáóþòñÿ íåêîòî-
ðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü çàäàíà èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ u(·) : R→ R.

Îïðåäåëåíèå 3 Çàìûêàíèåì ïî ìåðå ôóíêöèè u(·) â òî÷êå τ íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ v ∈ Rm òàêèõ, ÷òî

ℓ
(
{t ∈ [τ − ε, τ + ε] : |u(t)− v| ≤ ε}

)
> 0 ∀ ε > 0,

ãäå ℓ � ìåðà Ëåáåãà íà R.

1.2.2 Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè è íåâûðîæäåííîñòè

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå íà ïðÿìîé çàìûêà-
íèå ïî ìåðå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, îáîçíà÷èì êàê Closu. Â êîíòåêñòå èçó÷åíèÿ
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîíÿòèå çàìûêàíèÿ ïî ìåðå èçìåðèìîé ôóíê-
öèè áûëî ïðåäëîæåíî â [62]. Â ðàáîòå [73] ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Closu(τ) íàçû-
âàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè u â òî÷êå τ . Íåêîòîðûå ñâîéñòâà
çàìûêàíèÿ ïî ìåðå ôóíêöèè îïèñàíû òàêæå â [58].

Îïðåäåëåíèå 4 Òî÷êà u ∈ U íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷å-
íèé íà óïðàâëåíèå, åñëè ãðàäèåíòû ∇φi(u), i ∈ I(u), ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Çäåñü, I(u) := {i : φi(u) = 0} � ìíîæåñòâî àêòèâíûõ èíäåêñîâ; ∇ îáîçíà÷àåò
êëàññè÷åñêèé ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5 Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ Rn ñóùåñòâóåò âåêòîð d = d(x) ∈ Rk òàêîé, ÷òî〈

∇gj(x), d
〉
> 0 ∀ j : gj(x) = 0.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Γ(x, u) :=
〈
∇g(x), f(x, u)

〉
.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6 Ïðîöåññ (x∗, u∗, T ∗) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì îòíîñèòåëüíî ôà-
çîâûõ îãðàíè÷åíèé, åñëè äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, T ∗] è u ∈ Closu∗(t) òî÷êà u ðåãóëÿðíà,
â òî âðåìÿ êàê ñóùåñòâóåò âåêòîð d = d(u, t) ∈ ker∇φi(u), i ∈ I(u), òàêîé
÷òî 〈

∇uΓ
j(x∗(t), u), d

〉
> 0 ∀ j : gj(x∗(t)) = 0,

ãäå ∇u � ÷àñòè÷íûé ãðàäèåíò îòíîñèòåëüíî u.

Òàêîå ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîñòè áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî â [13] è ïîçäíåå ïî-
ëó÷èëî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðÿäå ðàáîò, ñì., íàïðèìåð, [70]. Çàìåòèì, ÷òî â
ðÿäå ñëó÷àåâ è ïðèìåíèòåëüíî ê ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ïðèâåäåííîå âûøå óñëî-
âèå ðåãóëÿðíîñòè ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî îñëàáëåíî ïóòåì ñâåäåíèÿ àíàëèçà ê
ìíîæåñòâó òî÷åê u ∈ U : Γj(x∗(t), u) = 0.

1.2.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñ ôàçîâûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè: êëàññè÷åñêèé ïîäõîä

Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàíèìàåòñÿ èçó÷åíèåì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
ïîâåäåíèå êîòîðûõ ìîæíî ðåãóëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé,
ñ öåëüþ ìèíèìèçèðîâàòü (èëè ìàêñèìèçèðîâàòü) íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë êà÷å-
ñòâà. Îäíèì èç íàèáîëåå ìîùíûõ èíñòðóìåíòîâ àíàëèçà òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ñôîðìóëèðîâàííûé Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì è åãî
ó÷åíèêàìè â 1950-õ ãîäàõ [10, 16]. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿåòñÿ
ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ àíàëèçà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðèíöèï ìàêñèìóìà áûë ñôîðìóëèðîâàí äëÿ çàäà÷ áåç ôà-
çîâûõ îãðàíè÷åíèé. Îäíàêî â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âîçíèêàþò îãðà-
íè÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà íå äîëæíà ïðåâûøàòü
îïðåäåë¼ííîãî çíà÷åíèÿ, èëè òðàåêòîðèÿ äîëæíà îñòàâàòüñÿ â çàäàííîé îáëàñòè
êàê â äàííîé ðàáîòå). Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ôàçîâûìè è ñóùåñòâåííî
óñëîæíÿþò àíàëèç çàäà÷è, òðåáóÿ ââåäåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ìåð â ñîïðÿæ¼ííóþ
ñèñòåìó è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè. Òåì íå ìåíåå,
äàæå â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îï-
òèìàëüíûõ òðàåêòîðèé.
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Ñîâðåìåííûå îáîáùåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âêëþ÷àþò ñëó÷àè ðàçðûâíûõ
óïðàâëåíèé, èìïóëüñíûõ ñèñòåì, çàäà÷ ñ çàïàçäûâàíèåì è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñè-
ñòåì [12, 30, 85]. Îäíàêî êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè îñòàåòñÿ âàæíîé â òåîðèè è ïðèëîæåíèÿõ, âêëþ÷àÿ ðîáîòîòåõíèêó, ýêîíî-
ìèêó è àýðîêîñìè÷åñêèå çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà

H̄(x, u, ψ, µ) :=
〈
ψ, f(x, u)

〉
− µΓ(x, u),

ãäå ψ, µ � ïåðåìåííûå èç Rn è R ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåãóëÿðíûé îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷å-
íèé ïðîöåññ (x∗, u∗, T ∗) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â Çàäà÷å (1.2). Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà: ÷èñëî λ ∈ [0, 1], àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåê-
òîðíàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ W1,∞([0, T ∗];Rn), è íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ µ ∈
C([0, T ∗];R) òàêèå, ÷òî

� Íåòðèâèàëüíîñòü

λ+ |ψ(t)− µ(t)∇g(x∗(t))| > 0 ∀ t ∈ [0, T ∗];

� Ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå

ψ̇(t) = −H̄ ′
x(x

∗(t), u∗(t), ψ(t), µ(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ∗];

� Óñëîâèå ìàêñèìóìà

max
u∈U

H̄(x∗(t), u, ψ(t), µ(t)) = H̄(x∗(t), u∗(t), ψ(t), µ(t))

äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ∗],

� Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

max
u∈U

H̄(x∗(T ∗), u, ψ(T ∗), µ(T ∗)) = λ.

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ µ(·) íå óáûâàåò, è∫ T ∗

0

g(x∗(t))dµ(t) = 0.
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Òåîðåìà 1 áûëà ïîëó÷åíà â [58] ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ãëàäêîñòè, à â ðàáîòàõ [55] è [68] áûëà äîêàçàíà â ïîëíîé îáùíîñòè.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëü-
òàòà èç [10], Ãëàâà 6. Óòî÷íåíèå êàñàåòñÿ íåïðåðûâíîñòè ìåðû-ìíîæèòåëÿ µ(·).

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå, [50].

Îïðåäåëåíèå 7 Â êîíöåâûõ òî÷êàõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè îò-
íîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, åñëè íàéäóòñÿ âåêòîðû uA, uB ∈ U òàêèå,
÷òî

⟨∇g(A), f(A, uA)⟩ < 0, ïðè g(A) = 0,

⟨∇g(B), f(B, uB)⟩ > 0, ïðè g(B) = 0.

Îòíîñèòåëüíî ýòèõ óñëîâèé è óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x, u, T ) ðåãóëÿðåí
îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Òîãäà â êîíöåâûõ òî÷êàõ âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ óïðàâëÿåìîñòè îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì çàäàííûé îïòèìàëüíûé ïðîöåññ
óïðàâëåíèÿ (x∗, u∗, T ∗) ðåãóëÿðíûé îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Â ñèëó
Ïðåäëîæåíèÿ 1 â êîíöåâûõ òî÷êàõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè îòíîñè-
òåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Òîãäà â âèäó ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [50, 58,
70], à òàêæå óòî÷íåíèé ñäåëàííûõ â [55] (ñì. Ëåììó 4.1), ñóùåñòâóåò íåâûðîæ-
äàþùèé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (λ, ψ, µ) òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ µ(t) íåïðå-
ðûâíà íà (0, T ∗), è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
êðîìå óñëîâèÿ íåòðèâèàëüíîñòè, êîòîðîå ñëàáåå, ÷åì â òåîðåìå:

λ+ ℓ ({t ∈ [0, T ∗] : ψ(t)− µ(t)∇g(x∗(t)) ̸= 0}) > 0. (1.3)

ßñíî, ÷òî â âèäó (1.3) è Çàìå÷àíèÿ 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ µ íåïðå-
ðûâíà íà âñåì îòðåçêå âðåìåíè [0, T ∗].

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûõ â
ýòîé ðàáîòå, óñëîâèå (1.3) âëå÷åò

λ+ |ψ(t)− µ(t)∇g(x∗(t))| > 0 ∀ t ∈ [0, T ∗]. (1.4)
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Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî u∗(t) ∈ intU äëÿ ï.â. t. (Îá-
ùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè.) Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè, èç
óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî

H ′
u(x

∗(t), u, ψ(t), λ) = µ(t)Γ′
u(x

∗(t), u) ∀u ∈ U(t), t ∈ [0, T ∗], (1.5)

ãäå H îçíà÷àåò îáû÷íóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà:

H(x, u, ψ, λ) := ⟨ψ, f(x, u)⟩ − λf0(x, u).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê

T := {t ∈ [0, T ∗] : g(x∗(t)) = 0, ∃u0 ∈ U(t) : Γ(x∗(t), u0) = 0}.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî T çàìêíóòî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t ∈ T . Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè, Γ′

u(x
∗(t), u0) ̸=

0 äëÿ íåêîòîðîãî u0 = u0(t) ∈ U(t). Ïîýòîìó âçÿâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (1.5)
ñ Γ′

u(x
∗(t), u0), ó÷èòûâàÿ, ÷òî |Γ′

u(x
∗(t), u0)|2 > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

µ(t) =

〈
H ′

u(x
∗(t), u0(t), ψ(t), λ),Γ

′
u(x

∗(t), u0(t))
〉

|Γ′
u(x

∗(t), u0)|2
∀ t ∈ T . (1.6)

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ, îñíîâàííûå íà ñîîáðàæåíèè êîìïàêòíî-
ñòè, è óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî |Γ′

u(x
∗(t), u0)| ≥ ε ∀ t ∈ T

äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0. Òîãäà èç (1.6) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

µ(t) ≤ const(λ+ |ψ(t)|) ∀ t ∈ T . (1.7)

Çäåñü êîíñòàíòà const íå çàâèñèò îò t.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (1.4) íàðóøåíî. Òîãäà λ = 0, è ñóùåñòâóåò òî÷êà

t0 ∈ [0, T ∗] òàêàÿ, ÷òî ψ(t0) = µ(t0)∇g(x∗(t0)). Äëÿ t ∈ [0, T ∗] ïîëîæèì

µ̃(t) := µ(t)− µ(t0), ψ̃(t) := ψ(t)− µ(t0)∇g(x∗(t)).

Â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 4, íîâûé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (λ, ψ̃, µ̃) ñíîâà óäîâëå-

òâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà è (1.3), ïðè÷åì µ̃(t0) = 0, ψ̃(t0) = 0. Äëÿ óäîáñòâà

ïåðåîáîçíà÷èì µ̃, ψ̃ ñíîâà ÷åðåç µ, è ψ ñîîòâåòñòâåííî.
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé t0 ∈ T . Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé îöåíêà (1.7) ïðè-

íèìàåò ñëåäóþùèé âèä
|µ(t)| ≤ C1|ψ(t)| ∀ t ∈ T . (1.8)
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Çäåñü C1 > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Â ñèëó ñâîéñòâà Ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòè ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ψ, èìååì

|ψ(t)| ≤ K|t− t0| ∀ t ∈ [0, T ∗], (1.9)

ïðè íåêîòîðîì K > 0.
Äîêàæåì îöåíêó

|µ(t)| ≤ C1K|t− t0| ∀ t ∈ [0, T ∗]. (1.10)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t ∈ T , ýòà îöåíêà âûòåêàåò èç (1.8) è (1.9). Ðàññìîòðèì
òî÷êó t ∈ [0, T ∗], t > t0, òàêóþ, ÷òî t /∈ T . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî T çàìêíóòî, à
t0 ∈ T , ñóùåñòâóåò òî÷êà t∗ ∈ T , t0 ≤ t∗ < t, òàêàÿ, ÷òî T ∩(t∗, t] = ∅. Äëÿ òî÷êè
t∗ îöåíêà (1.10) óæå äîêàçàíà. Â òî æå âðåìÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 4.8 â [58] âûòåêàåò
ïîñòîÿíñòâî ôóíêöèè µ íà [t∗, t]. Ýòè ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò (1.10) ñïðàâà îò
t0. Òî÷íî òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ è ñëåâà îò òî÷êè t0. Îöåíêà (1.10)
óñòàíîâëåíà.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó è (1.9), èç ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ èìååì

|ψ(t)| ≤ KC2(C1 + 1)

∫ t

t0

(s− t0)ds, t ∈ [0, T ∗],

ãäå C2 > 0.
Îòñþäà

|ψ(t)| ≤ KC2(C1 + 1)
(t− t0)2

2
∀ t ∈ [0, T ∗]. (1.11)

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ (1.10) îöåíêó, íî èñïîëüçóÿ (1.11) âìåñòî (1.9),

|µ(t)| ≤ KC2(C1 + 1)C1
(t− t0)2

2
∀ t ∈ [0, T ∗].

Èç ýòîé îöåíêè è èç (1.11), èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

|ψ(t)| ≤ KC2
2(C1 + 1)2

|t− t0|3

3!
∀ t ∈ [0, T ∗].

Ïðîäîëæàÿ òàêîé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, íà n-îì øàãå, èìååì

|ψ(t)| ≤ KCn
2 (C1 + 1)n

(n+ 1)!
· |t− t0|n+1 ∀ t ∈ [0, T ∗].
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Ïðè ýòîì

|µ(t)| ≤ KCn
2 (C1 + 1)nC1

(n+ 1)!
· |t− t0|n+1 ∀ t ∈ [0, T ∗].

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ ïîêàçûâàåò, ÷òî ψ = 0, µ = 0. Çíà÷èò, âñå
ìíîæèòåëè ðàâíû íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåòðèâèàëüíîñòè (1.3).

Ñëó÷àé t0 /∈ T ëåãêî ñâåñòè ê óæå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ ñ ïîìîùüþ ïðåä-
ëîæåíèÿ 4.8 èç [58]. Óñëîâèå (1.3) äîêàçàíî. □

Íèæå ïðèâåäåíû íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå.

Çàìå÷àíèå 1 Èç óñëîâèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûòåêàåò èçâåñòíûé çàêîí
ñîõðàíåíèÿ âäîëü ýêñòðåìàëè, [10, 57],

max
u∈U

H̄(x∗(t), u, ψ(t), µ(t)) = λ ∀ t ∈ [0, T ∗].

Çàìå÷àíèå 2 Èç óñëîâèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî µ(·) ïîñòîÿííà
íà ëþáîì îòðåçêå âðåìåíè [a, b], íà êîòîðîì îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ëåæèò
âî âíóòðåííîñòè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, ò.å. êîãäà g(x∗(t)) < 0 ∀ t ∈ [a, b].

Çàìå÷àíèå 3 Ââèäó ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, óñëîâèå ìàêñèìóìà âëå-
÷åò

H̄ ′
u(x

∗(t), u∗(t), ψ(t), µ(t)) ∈ NU(u
∗(t)), äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ∗],

ãäå NU îçíà÷àåò ïðåäåëüíûé íîðìàëüíûé êîíóñ êî ìíîæåñòâó, [8]. Ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî âñå òî÷êè ìíîæåñòâà U ðåãóëÿðíû, ìîæíî óòâåðæäàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà � âåêòîðíîé ôóíêöèè ξ :
[0, T ∗]→ Rr ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè òàêîé, ÷òî

〈
ξ(t), φ(u∗(t))

〉
=

0,
H̄ ′

u(x
∗(t), u∗(t), ψ(t), µ(t)) = ξ(t)φ′(u∗(t)), äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ∗].

Çàìå÷àíèå 4 Ïóñòü íàáîð ìíîæèòåëåé (λ, ψ, µ) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàê-
ñèìóìà, è a ∈ R � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà íàáîð ìíîæèòåëåé(

λ, ψ(t) + a∇g(x∗(t)), µ(t) + a
)

ñíîâà óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ñì. [10, 77]. Ïîýòî-
ìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ(T ∗) = 0 è òîãäà µ(t) ≥ 0, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
µ(0) = 0 è òîãäà µ(t) ≤ 0.
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Ïðèíöèï ìàêñèìóìà èç Òåîðåìû 1 ïðåäîñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìóþ ïîëíóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà, â êîòîðîé êîëè-
÷åñòâî óðàâíåíèé ôîðìàëüíî ðàâíî êîëè÷åñòâó íåèçâåñòíûõ. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû k = 1 è, òàêèì îáðàçîì, µ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì. Ïðè
óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè, óêàçàííîì â îïðåäåëåíèè 6 íà ãðàíèöå ôàçîâîãî îãðàíè-
÷åíèÿ çàìå÷àíèå 3 ïîçâîëÿåò âûðàçèòü µ ÷åðåç äðóãèå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.
Âíå ãðàíèöû ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, òî åñòü âíóòðè îáëàñòè, ôóíêöèÿ µ ïîñòî-
ÿííà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè, ìåðó-
ìíîæèòåëü µ ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ ñîñòîÿíèÿ, ñîâìåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ è
ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ, òî åñòü ÷åðåç x∗, ψ, u∗. Â òî æå âðåìÿ êîýôôèöèåíò íåïðå-
ðûâíîñòè óäîáåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ñîåäèíåíèÿ. Åñëè îäíîâðåìåííî ñ ýòèì
ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ïîëó÷àåòñÿ âûðàçèòü è ýêñòðåìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå, òî óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé
êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè. Îïèðà-
ÿñü íà ýòè ñîîáðàæåíèÿ, ìîæíî ïðåäëîæèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýêñòðåìàëåé.
Òàêîé àëãîðèòì îïèñàí ðàçäåëå 1.4 è ïðèìåíåí äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàèáûñòðåéøåì îáõîäå ïðåïÿòñòâèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì
(1.1).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííîå â Îïðåäåëåíèè 6,
íåëüçÿ íàçâàòü óäîáíûì äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà çàäà÷è, ïîñêîëüêó îíî
îïåðèðóåò ñ çàäàííûì îïòèìàëüíûì ïðîöåññîì, êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, çàðà-
íåå íåèçâåñòåí (åãî íàì è ñëåäóåò âû÷èñëèòü). Òàêæå ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîñòè,
óêàçàííîå â îïðåäåëåíèè 6, è ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ñôîðìóëèðîâàííûé â Òåî-
ðåìå 1, íå âñåãäà ïðèìåíèìû â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ è îñîáåííî ïðèìåíèòåëüíî ê
ðîáîòîòåõíèêå, ãäå ÷èñëî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ îáû÷íî ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî
óïðàâëåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðàêòè÷íûì èìåòü íåêîòî-
ðîå àïðèîðíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè â òåðìèíàõ ôóíêöèé f, φ è g, êîòîðîå áû
ãàðàíòèðîâàëî ðåãóëÿðíîñòü ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà, à çíà÷èò, è çàâåäî-
ìóþ ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà Òåîðåìå 1. Òàêîå àïðèîðíîå óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè íåñëîæíî ïðèâåñòè.

Óñëîâèå Ð) Äëÿ âñåõ x ∈ Rn, u ∈ U òàêèõ, ÷òî g(x) = Γ(x, u) = 0, èìååò ìåñòî,
÷òî òî÷êà u ðåãóëÿðíà, è

Γ′
u(x, u) /∈ lin

{
∇φi(u), i ∈ I(u)

}
.

Ýòî àïðèîðíîå óñëîâèå ëåãêî ïðîâåðèòü äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Â êîíòåêñòå
çàäà÷ áûñòðîäåéñòâèÿ, åãî åñòåñòâåííî äîïîëíèòü ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì.
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Çàìå÷àíèå 5 Ïóñòü 0 ∈ int f(x, U) ∀x. Òîãäà Óñëîâèå Ð) äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðÿòü íà ìíîæåñòâå{

x ∈ Rn, u ∈ U : g(x) = Γ(x, u) = 0, f(x, u) ̸= 0
}
.

Òîãäà Óñëîâèå Ð) ãàðàíòèðóåò ðåãóëÿðíîñòü ëþáîãî îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà çà-
äà÷è. Ýòî íàáëþäåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëü-
íîñòè óñëîâèå Ð) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðîâåðêè òîëüêî îïòèìàëüíîãî
ïðîöåññà, à òàêæå ñ òåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1 Ïóñòü (x∗, u∗, T ∗) � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â Çàäà÷å (1.2). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå: 0 ∈ int f(x, U) ∀x ∈ Rn. Òîãäà ∃ δ > 0 :

ℓ
(
t ∈ [0, T ∗] :

∣∣∣f(x∗(t), u∗(t))∣∣∣ ≤ δ
)
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè îò ïðîòèâíîãî.
Ýòî ìîäèôèöèðîâàííîå Óñëîâèå Ð) èñïîëüçóåòñÿ ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ ìî-

áèëüíîãî ðîáîòà.
Óòî÷íåííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äàåò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íà-

õîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïðè óñëîâèè R) ìîæíî
âûðàçèòü µ â òåðìèíàõ äðóãèõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé, èñïîëüçóÿ óñëîâèå ìàê-
ñèìóìà, êîãäà äóãà ýêñòðåìóìà ëåæèò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà, îãðàíè÷åííîãî ñî-
ñòîÿíèåì. Çà ïðåäåëàìè ãðàíèöû, òî åñòü âíóòðè îãðàíè÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ôóíê-
öèÿ µ ïîñòîÿííà â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 2. Â òî æå âðåìÿ íåïðåðûâíîñòü
ïîêàçàòåëÿ-ìíîæèòåëÿ ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýêñòðåìàëü-
íîé äóãè. Ñëåäîâàòåëüíî, µ ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ ñîñòîÿíèÿ, ñîâ-
ìåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ è ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå [0, T ∗],
åñëè òîëüêî ìàêñèìàëüíîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëå-
íèå. Çàòåì óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé
çàäà÷å, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî.

Òåì íå ìåíåå, óñëîâèå R) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ,
îñîáåííî â îòíîøåíèè ðîáîòîòåõíèêè: íàïðèìåð, äàííûå çàäà÷è (1.1) íå óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ R). Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âîçìóùåíèé,
ïîçâîëÿþùèé ïðåîäîëåòü ÿâëåíèå íåðåãóëÿðíîñòè. Ìåæäó òåì, èäåÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó 1 ê âîçìóùåííîé çàäà÷å.
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1.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñ ôàçîâûìè

îãðàíè÷åíèÿìè: ïîäõîä íà îñíîâå ðåãóëÿðèçà-

öèè

Â äàííîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìîòðåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè
èñõîäíîé çàäà÷è. Ñíà÷àëà ðàçîáðàí è îáîñíîâàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè â îáùåì
ñëå÷àå. Äàëåå ïðèâåäåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæèòåëÿ µ. Òàêæå
îïèñàí àëãîðèòì ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè.

1.3.1 Ðåãóëÿðèçàöèÿ â îáùåì ñëó÷àå

Îáðàòèìñÿ ê ðåãóëÿðèçàöèè îáùåé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè. Ñóùåñòâóåò, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ðåãóëÿðèçà-
öèè.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ çàäà÷ó

J(u, v, T ) := T +

∫ T

0

|v|2dt→ min,

ẋ = f(x, u) + εv,
x(0) = A,
x(T ) = B,
φ(u) ≤ 0,
g(x) ≤ 0.

(1.12)

Çäåñü, v = (v1, v2, .., vn) � äîïîëíèòåëüíîå n-ìåðíîå óïðàâëåíèå.
Çäåñü ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè â ñìûñëå îïðåäå-

ëåíèÿ 5, â òî âðåìÿ êàê ðåãóëÿðíîñòü îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà â çàäà÷å (1.2),
óêàçàííîì â îïðåäåëåíèè 6 ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå
φ(u) ≤ 0 ðåãóëÿðíû, åñëè ðåãóëÿðíû âñå òî÷êè ìíîæåñòâà U . Ýòè ïðåäïîëîæå-
íèÿ (êîòîðûå åñòåñòâåííû äëÿ ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷) íèæå ñ÷èòàþòñÿ a priori
âûïîëíåííûìè. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðîâåðèì äëÿ äàííûõ çàäà÷è (1.12) âû-
ïîëíåíèå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 6.

Èìååì
Γi(x, u, v) =

〈
∇gi(x), f(x, u)

〉
+ ε
〈
∇gi(x), v

〉
,

for i îò 1 äî k.
Ãðàäèåíò Γi îòíîñèòåëüíî (u, v) ðàâåí

(∇gi(x)f ′
u(x, u), ε∇gi(x)),
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â òî âðåìÿ êàê ãðàäèåíòû àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî (u, v)
èìåþò âèä:

(∇φj(u), 0), j ∈ I(u).

Âîçüìåì íåêîòîðûé âåêòîð z ∈ ∩j∈I(u) ker∇φj(u). Ðàññìîòðèì âåêòîð d èç
îïðåäåëåíèÿ 5 è äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî a > 0. Òîãäà âåêòîð (z, 0) + a(0, d)
ÿâëÿåòñÿ òàêèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå 6.

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ðåãóëÿðíîñòè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé è ðåãóëÿðíî-
ñòè îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèÿ ëþáîé äîïóñòèìûé ïðîöåññ â çàäà÷å (1.12) ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ðåãóëÿðíû, è ðåãó-
ëÿðíû âñå òî÷êè u ∈ U . Òîãäà ëþáîé äîïóñòèìûé ïðîöåññ çàäà÷è (1.12) ðåãó-
ëÿðåí îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ âñåõ ε > 0.

Èññëåäóåì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ â âîçìóùåííîé çàäà÷å. Çàìå-
òèì, ÷òî íèêàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå v íå èìååòñÿ, è
ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿ èç âèäà ôóíêöèîíàëà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèå
v îãðàíè÷åíî ëèøü ïî íîðìå ∥ · ∥L2 . Îäíàêî, ïðè èçâåñòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.12) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
W1,2([0, T ]).

Òåîðåìà 2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

(a) ìíîæåñòâî U êîìïàêòíî;

(b) ìíîæåñòâî f(x, U) âûïóêëî ïðè âñåõ x;

(c) èìååò ìåñòî îöåíêà |f(x, u)| ≤ const(1 + |x|) ∀u ∈ U ;

(d) â èñõîäíîé çàäà÷å (1.2) ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûé ïðîöåññ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (xε, uε, vε, Tε) çàäà÷è (1.12) â êëàññå òðàåêòîðèé
x ∈ W1,2([0, T ]) è óïðàâëåíèé u ∈ L∞([0, T ]), v ∈ L2([0, T ]) òàêîå, ÷òî xε ⇒ x0,
∥vε∥L2 → 0 ïðè ε→ 0, ãäå x0 � îäíî èç ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è (1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â èñõîäíîé
çàäà÷å (1.2). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé (a)�(d) ýòî ñëå-
äóåò èç òåîðåìû Ôèëèïïîâà [48]. Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç (x∗, u∗, T ∗).
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Âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N è ðàññìîòðèì ε,N -çàäà÷ó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò-
ñÿ èç çàäà÷è (1.12) ïóòåì äîáàâëåíèÿ îäíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ |v| ≤
N . Ïðîöåññ (x∗, u∗, 0, T ∗) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â ε,N -çàäà÷å, è çíà÷èò, â ñè-
ëó òîé æå òåîðåìû ó íåå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
(xε,N , uε,N , vε,N , Tε,N). ÓñòðåìèìN →∞ è íàéäåì èñêîìûé ïðîöåññ (xε, uε, vε, Tε).

Èìååì

Tε,N + ∥vε,N∥2L2
= J(xε,N , uε,N , vε,N , Tε,N) ≤ J(x∗, u∗, 0, T ∗) = T ∗. (1.13)

Îòñþäà ïîñêîëüêó Tε,N > 0 âûâîäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tε,N} îãðàíè-
÷åíà. Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè Tε,N → Tε ïðè N → ∞. Àíàëîãè÷íî,

ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, vε,N
w→ vε ñëàáî â L2([0, Tε]).

Èç óñëîâèÿ (ñ) è èç (1.13) ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ îöåíîê, âêëþ÷àþùèõ íåðà-
âåíñòâî Ãðîíóîëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé xε,N îãðàíè÷åíà
â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ∥xε,N∥C ≤ const. Ïîýòîìó ñåìåéñòâî ôóíêöèé

yε,N(t) := A+

∫ t

0

f(xε,N(s), uε,N(s))ds

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî yε,N ⇒ yε ðàâíîìåðíî íà [0, Tε]. Ïðè

ýòîì ẏε,N
w→ ẏε ñëàáî â L2.

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé

zε,N(t) =

∫ t

0

vε,N(s)ds

òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ýòî î÷åâèäíî ñëå-
äóåò èç îöåíêè (1.13), òàê êàê ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî∣∣∣∣∫ t2

t1

vjε,N(t)dt

∣∣∣∣ ≤√|t1 − t2| · ∥vjε,N∥L2 , j = 1, .., n.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè zε,N ⇒ zε, è çíà÷èò, èìååì xε,N ⇒
xε := yε+ zε. Èç óñëîâèé (a), (b), â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè xε,N , èç ëåììû
Ìàçóðà ñëåäóåò, ÷òî ẏε(t) ∈ f(xε(t), U) äëÿ ï.â. t. Ïî ëåììå îá èçìåðèìîì ñåëåê-
òîðå ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå uε : [0, Tε]→ U òàêîå, ÷òî ẏε(t) = f(xε(t), uε(t)) äëÿ
ï.â. t. Òàêèì îáðàçîì,

xε(t) = A+

∫ t

0

f(xε(s), uε(s))ds+ ε

∫ t

0

vε(s)ds,
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è xε óäîâëåòâîðÿåò ôàçîâûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Çíà÷èò, (xε, uε, vε, Tε) �
äîïóñòèìûé ïðîöåññ â çàäà÷å (1.12). Èç îöåíêè (1.13) â ñèëó ñëàáîé ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèîíàëà J èìååì

Tε + ∥vε∥2L2
≤ T ∗.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïåðåõîäÿ ê ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, Tε → T0, xε ⇒ x0 ∈ W1,2([0, T0]), vε

w→ v0 ∈ L2([0, T0]), ε → 0.
Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå u0 òàêîå, ÷òî ïðîöåññ (x0, u0, T0) ÿâëÿåòñÿ äî-
ïóñòèìûì â çàäà÷å (1.2). Îäíàêî,

T0 + ∥v0∥2L2
≤ T ∗ ⇒ T0 = T ∗, v0 = 0,

è vε → 0 ñèëüíî â ñèëó îïòèìàëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ (x0, u0, T0) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.2). □

Â êëàññå òðàåêòîðèé èç W1,2([0, T ]) òàêæå ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà.
Åãî íåñëîæíî âûâåñòè ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Òåîðåìû 2, ïðèìåíèâ ê
ε,N -çàäà÷å ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ òðàåêòîðèé êëàññà W1,∞([0, T ]) è ïåðåéäÿ
â ïîëó÷åííûõ óñëîâèÿõ ê ïðåäåëó ïðè N →∞.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(A) + g(B) < 0, ò.å. ÷òî êîíöû
òðàåêòîðèè ëåæàò ñòðîãî âî âíóòðåííîñòè ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ. Ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü â ïðåäåëå ýôôåêòà âûðîæäàþ-
ùåãîñÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ñì. [50, 77], � ñëó÷àÿ, êîòîðûé òðåáóåò îòäåëüíîãî
ðàññìîòðåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ çàäà÷è îá
îáõîäå ïðåïÿòñòâèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
ê ïðåäåëó ïðè N → ∞ â óñëîâèÿõ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ìîæíî óòâåðæäàòü
ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî íàáîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (λε, ψε, µε), óäî-
âëåòâîðÿþùåãî ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå, óñëîâèþ ìàêñèìóìà è óñëîâèþ òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè ïî âðåìåíè. (Óñëîâèå ìàêñèìóìà âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé
ôîðìû è ñëàáîé ñõîäèìîñòè.) Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè

λε + |ψε(t)− µε(t)∇g(xε(t))| > 0 ∀ t ∈ [0, Tε] (1.14)

âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â ε-çàäà÷å,
è ðàññóæäåíèé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì â [70] ïðè äîêàçàòåëüñòâå
Òåîðåìû 3.1 (îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â èñïîëüçîâàíèè ðàñøèðåííîé âåðñèè
íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà, ñì., íàïðèìåð, Óïðàæíåíèå 3.4 â [52]).

Ðàññìîòðèì ε-óñëîâèå ìàêñèìóìà ïî v. Èìååì

vε(t) ∈ argmax
v∈Rn

(
ε
〈
v, ψε(t)− µε(t)∇g(xε(t))

〉
− λε|v|2

)
.
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Îòñþäà â âèäó (1.14) ïîëó÷àåì, ÷òî λε > 0, è çíà÷èò,

vε(t) =
ε

2λε

(
ψε(t)− µε(t)∇g(xε(t))

)
. (1.15)

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ vε îãðàíè÷åíà, è çíà÷èò, ïîñêîëüêó
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, ìîæíî ïðèìåíèòü Òåîðåìó 1. Ïîýòîìó ôóíê-
öèÿ µε íåïðåðûâíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, vε òàêæå íåïðåðûâíà. Îòìåòèì, ÷òî ñî-
ïðÿæåííàÿ ñèñòåìà çàäà÷è (1.12) îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû
çàäà÷è (1.2) íàëè÷èåì ìàëîãî ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ÷ëåíà εµε(t)g

′′(xε(t))vε(t).
Çäåñü ôóíêöèÿ vε îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.15). Ïðè êàæäîì ε > 0 ýòà

ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è äàæå, êàê áûëî îòìå÷åíî, íåïðåðûâíà. Îäíàêî, íåîãðà-
íè÷åííûå çíà÷åíèÿ íå èñêëþ÷àþòñÿ ïðè ε→ 0.

Çàìåòèì, ÷òî äîáàâèâ â ôóíêöèîíàë J ìàëûé ÷ëåí ε∥u∥L2 , íàðÿäó ñ ðåãó-
ëÿðíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, ìîæíî äîáèòüñÿ è âûïîëíåíèÿ
óñèëåííîãî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà. Òîãäà â âèäó ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [58],
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæèòåëü µε ÿâëÿåòñÿ äàæå ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé
(îäíàêî, ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà çàâèñÿùåé îò ε).

1.3.2 Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ òðåõêîëåñíûì ìî-

áèëüíûì ðîáîòîì

Ñîîòâåòñòâóþùåå âîçìóùåíèå (1.1) òðåáóåòñÿ ïî ñëåäóþùèì äâóì ïðè÷èíàì: à)
íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ð) è á) íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîãî ðåæèìà óïðàâëåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî u. Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ε-ðåãóëÿðèçàöèÿ äàííûõ (1.1), öåëü êî-
òîðîé òàêîå âîçìóùåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, ÷òîáû â âîçìóùåííîé çàäà÷å óñëîâèå
Ð) âûïîëíÿëîñü, â òî âðåìÿ êàê óñëîâèå ìàêñèìóìà ñòàíîâèòñÿ èíôîðìàòèâíûì
íàä ε-äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì óïðàâëåíèÿ. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ðåøàåò çàäà÷ó
ñèíãóëÿðíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ëþáîé äîïóñòèìûé ïðîöåññ Çàäà÷è (1.1) íåðåãóëÿðåí îòíîñèòåëüíî ôàçî-
âûõ îãðàíè÷åíèé, êàê òîëüêî òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ ãðàíèöû äîïóñòèìîé îáëàñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû îáëàñòè èìååì x1 cosα + x2 sinα = 0, è
çíà÷èò, ãðàäèåíò ôóíêöèè Γ(x, p, u) = −2p(x1 cosα+ x2 sinα) ïî (p, u) ðàâåí íó-
ëþ. Ïîýòîìó Òåîðåìó 1 íå óäàåòñÿ ïðèìåíèòü äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â [68]. Îäíàêî, ïðåäëàãàåòñÿ
ðàññìîòðåòü íåêîòîðîå âîçìóùåíèå èñõîäíîé çàäà÷è òàêîå, ÷òî â âîçìóùåííîé
çàäà÷å âûïîëíÿåòñÿ Óñëîâèå Ð). Òåîðåìó 1 áóäåì ïðèìåíÿòü ê âîçìóùåííîé çà-
äà÷å.
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Èòàê, çàôèêñèðóåì ìàëîå ÷èñëî ε > 0 è ðàññìîòðèì ε-çàäà÷ó

J(p, u, v, w, T ) := T → min,
ẋ1 = p · cosα + εw1 + εv1,
ẋ2 = p · sinα + εw2 + εv2,
α̇ = u,
x(0) = A, x(T ) = B,
α(0) = α0,
p2 + w2

1 + w2
2 ≤ 1,

u2 + v21 + v22 ≤ 1,
x21 + x22 ≥ 1.

(1.16)

Çäåñü w = (w1, w2) ∈ R2 è v = (v1, v2) ∈ R2 � äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå
óïðàâëåíèÿ, îòâå÷àþùèå çà ðåãóëÿðèçàöèþ çàäà÷è. ßñíî, ÷òî çàäà÷à (1.16) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåëàêñàöèåé çàäà÷è (1.1), òàê êàê ëþáîé äîïóñòèìûé ïðîöåññ çàäà÷è
(1.1) áóäåò äîïóñòèìûì è â çàäà÷å (1.16), åñëè ïîëîæèòü v = w = 0. Êðîìå òîãî,
ðåøåíèå â çàäà÷å (1.16) ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì åå ðåøåíèå (êàêîå-ëèáî) ÷åðåç
℘ε := (xε, αε, pε, uε, vε, wε, Tε).

Ïîêàæåì, ÷òî ε-çàäà÷à ðåãóëÿðíà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3 Ëþáîå ðåøåíèå ℘ε çàäà÷è (1.16) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì îòíî-
ñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì,

Γ(x, α, p, u, v, w) = −2x1(p · cosα + εw1 + εv1)− 2x2(p · sinα + εw2 + εv2).

Â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 5 óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè áóäåò çàâåäîìî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî
îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà, åñëè íà ìíîæåñòâå

x, α, p, u, v, w : x21 + x22 = 1, Γ(x, α, p, u, v, w) = 0, f(α, p, u, v, w) ̸= 0

ãðàäèåíò ôóíêöèè Γ ïî (p, u, v, w) è ãðàäèåíòû àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâ-
ëåíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà èç òðåõ
âåêòîðîâ (ìíîæèòåëü 2 ñîêðàùåí):

a1 :=


−x1 · cosα− x2 · sinα

0
−εx1
−εx2
−εx1
−εx2

 , a2 :=


p
0
0
0
w1

w2

 , a3 :=


0
u
v1
v2
0
0

 .
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Çäåñü ôóíêöèÿ f � ïðàâàÿ ÷àñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â (1.16), ò.å.

f :=

 p · cosα + εw1 + εv1
p · sinα + εw2 + εv2

u

 .
Âåêòîðû a1, a2, a3, î÷åâèäíî, ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïðè àêòèâíûõ

îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå, òàê êàê |x| = 1. Ïîýòîìó, êàê ëåãêî âèäåòü, åñ-
ëè òðè âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïåðâûé âåêòîð (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äâóõ äðóãèõ: a1 = αa2 + βa3, ïðè÷åì α ̸= 0 è
β ̸= 0. Òåì ñàìûì u = 0, è

−x1 · cosα− x2 · sinα = αp,
−εx1 = βv1, −εx2 = βv2,
−εx1 = αw1, −εx2 = αw2.

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ Γ, èìååì

Γ(x, α, p, u, v, w)/2 = α(p2 + |w|2) + β|v|2 = α + β = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâ-
ëåíèå àêòèâíû, α = −β. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |x| = 1, èìååì |v| = 1 ⇒ |α| = |β| = ε ⇒
|w| = 1 ⇒ p = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èëè p = u = 0 è w = −v ⇒ f = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî Óñëîâèå Ð) âûïîëíåíî ñ ó÷åòîì Çàìå÷àíèÿ 5. Òåì ñàìûì óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ε-çàäà÷à ðåãóëÿðíà. □

Çàäà÷à (1.16) ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåíèåì çàäà÷è (1.1), ïîýòîìó ëþáîé äîïóñòè-
ìûé ïðîöåññ çàäà÷è (1.1) áóäåò äîïóñòèìûì äëÿ çàäà÷è (1.16), åñëè ïîëîæèòü
v = w = 0. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå çàäà÷è (1.16) ñóùåñòâóåò. Ðàññìîòðèì ëþáîå
ðåøåíèå è îáîçíà÷èì åãî êàê (xε, αε, pε, uε, vε, wε, Tε). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ðåøåíèÿ ε-çàäà÷è ïðèáëèæàþò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), òàê êàê âåðíî ñëåäóþùåå
ïðÿìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2 Äëÿ ëþáîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk → 0 ñóùåñòâóåò ðåøå-
íèå x∗, α∗, T ∗ çàäà÷è (1.1) è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εki òàêèå, ÷òî xεki ⇒ x∗,
αεki

⇒ α∗, è Tεki → T ∗. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) åäèíñòâåííî, òî εki = εk.

Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ñëàáîé ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêò-
íîñòè øàðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è òîãî, ÷òî ε-çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðåëàê-
ñàöèåé ëèíåéíî-âûïóêëîé çàäà÷è (1.1).



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ðîáîòîòåõíèêè 45

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëåííî õîòÿ áû
îäíî (êàêîå-ëèáî) ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), òî ïðè ìàëîì ε > 0 òàêèì ðåøåíèåì
ìîæåò ñëóæèòü ðåøåíèå ε-çàäà÷è (1.16), êîòîðîå â ñâîå î÷åðåäü ìîæíî íàéòè
ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óñëîâèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà,
ïîñêîëüêó ε-çàäà÷à ðåãóëÿðíà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 3 è òåì ñàìûì óñëîâèÿ ïðèí-
öèïà ε-ìàêñèìóìà ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷å.

Ïåðåéäåì ê óñëîâèÿì ïðèíöèïà ε-ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è (1.16). Ôàçîâîå
îãðàíè÷åíèå |x|2 ≤ 1 çàìåíèì íà ýêâèâàëåíòíîå åìó 1

2
|x|2 ≤ 1

2
, ÷òî, î÷åâèäíî, íå

îòðàçèòñÿ íà ñâîéñòâå ðåãóëÿðíîñòè ε-çàäà÷è. Èìååì

H̄(x, α, p, u, v, w, ψ, µ) :=
= ψ1(p cosα + εw1 + εv1) + ψ2(p sinα + εw2 + εv2) + ψ3u− µΓ(x, α, p, u, v, w)
= (ψ1 + µx1)(p cosα + εw1 + εv1) + (ψ2 + µx2)(p sinα + εw2 + εv2) + ψ3u,

ãäå ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) ∈ R3, µ ∈ R � ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå.
Áëàãîäàðÿ òåîðåìå 1, êîòîðàÿ ïðèìåíèìà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3, ñóùåñòâóþò

(çàâèñÿùèå îò ε) ÷èñëî λ ≥ 0, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(t) è
íåïðåðûâíàÿ óáûâàþùàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ µ(t), âñå çàâèñÿùèå îò ε, òàêèå,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Âûïîëíåíî óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè:

λ+ |ψ1(t) + µ(t)xε1(t)|+ |ψ2(t) + µ(t)xε2(t)|+ |ψ3(t)| > 0 ∀ t ∈ [0, Tε]. (1.17)

Óðàâíåíèå äëÿ ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ïðèíèìàåò âèä
ψ̇1(t) = −µ(t)(pε(t) cosαε(t) + εwε1(t) + εvε1(t)),

ψ̇2(t) = −µ(t)(pε(t) sinαε(t) + εwε2(t) + εvε2(t)),

ψ̇3(t) = pε(t) sinαε(t)(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))− pε(t) cosαε(t)(ψ2(t) + µ(t)xε2(t)),
(1.18)

ïðè÷åì ψ3(Tε) = 0.
Óñëîâèå ìàêñèìóìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ óñëîâèÿ

max
p2+|w|2≤1

(
(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))(p cosαε(t) + εw1)+

(ψ2(t) + µ(t)xε2(t))(p sinαε(t) + εw2)
)
=

(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))(pε(t) cosαε(t) + εwε1(t))+
(ψ2(t) + µ(t)xε2(t))(pε(t) sinαε(t) + εwε2(t)),

(1.19)

max
u2+|v|2≤1

(
(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))εv1 + (ψ2(t) + µ(t)xε2(t))εv2 + ψ3(t)u

)
=

(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))εvε1(t) + (ψ2(t) + µ(t)xε2(t))εvε2(t) + ψ3(t)uε(t)
(1.20)



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ðîáîòîòåõíèêè 46

äëÿ ï.â. t ∈ [0, Tε].
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ è óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ïî âðåìåíè äàþò

max
p2+|w|2≤1, u2+|v|2≤1

H̄(xε(t), αε(t), p, u, v, w, ψ(t), µ(t)) = λ ∀ t ∈ [0, Tε]. (1.21)

Êðîìå ýòîãî, ôóíêöèÿ µ(t) ïîñòîÿííà íà òåõ îòðåçêàõ âðåìåíè, ãäå îïòè-
ìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ öåëèêîì ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ:
|xε(t)| > 1. Òàêæå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 4 ìîæíî ïî-
ëàãàòü, ÷òî µ(Tε) = 0. Òàêèì îáðàçîì, µ(t) ≥ 0.

Óòâåðæäåíèå 1. Èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå, ÷åì (1.17), óñëîâèå íåòðèâèàëüíî-
ñòè

|ψ1(t) + µ(t)xε1(t)|+ |ψ2(t) + µ(t)xε2(t)|+ |ψ3(t)| > 0 ∀ t ∈ [0, Tε]. (1.22)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (1.22) íàðóøàåòñÿ, òî èç (1.21) èìååì λ = 0, è ñëåäîâàòåëü-
íî, íàðóøàåòñÿ è (1.17).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæèòåëü λ äàëåå íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè, ïîñêîëüêó
â âûðàæåíèÿõ íèæå îí íå ó÷àñòâóåò è ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñëå íîðìèðîâêè, ÷òî

(ψ1(Tε))
2 + (ψ2(Tε))

2 = 1.

Òåïåðü íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèé pε, uε, vε, wε è ìåðû-
ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà µ.

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà (1.20) èìååì

uε(t) =
ψ3(t)√
Aε

, vε1(t) =
ε(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))√

Aε

, vε2(t) =
ε(ψ2(t) + µ(t)xε2(t))√

Aε

,

ãäå

Aε := ε2(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))
2 + ε2(ψ2(t) + µ(t)xε2(t))

2 + (ψ3(t))
2 > 0.

Óòâåðæäåíèå 2. Èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå, ÷åì óñëîâèå (1.22), óñëîâèå íåòðè-
âèàëüíîñòè

|ψ1(t) + µ(t)xε1(t)|+ |ψ2(t) + µ(t)xε2(t)| > 0 ∀ t ∈ [0, Tε]. (1.23)

Äåéñòâèòåëüíî, âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè, èñïîëüçóÿ Çàìå÷àíèå 3, èç Óñëîâèÿ Ð)
ìîæíî âûâåñòè îöåíêó

|µ(t)| ≤ const(|ψ1(t)|+ |ψ2(t)|),
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ãäå const � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (çàâèñÿùàÿ îò ε, íî íå îò t). Ïîýòîìó, åñëè
(1.23) íàðóøàåòñÿ â êàêîé-òî òî÷êå τ ∈ [0, Tε], òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðî-
íóîëëà, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî µ(τ) = ψ1(τ) = ψ2(τ) = 0 (÷òî âîçìîæíî â ñèëó
Çàìå÷àíèÿ 4), èç ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû âûâîäèì, ÷òî µ(t) = ψ1(t) = ψ2(t) = 0
∀ t ∈ [0, Tε]. Ýòî îäíàêî ïðîòèâîðå÷èò (1.22) ïðè t = Tε.

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà (1.19) èìååì

pε(t) =
1√
Bε

·
(
(ψ1(t) + µ(t)xε1(t)) cosαε(t) + (ψ2(t) + µ(t)xε2(t)) sinαε(t)

)
,

wε1(t) =
1√
Bε

· ε(ψ1(t) + µ(t)xε1(t)), wε2(t) =
1√
Bε

· ε(ψ2(t) + µ(t)xε2(t)),

ãäå

Bε =
(
(ψ1(t) + µ(t)xε1(t)) cosαε(t) + (ψ2(t) + µ(t)xε2(t)) sinαε(t)

)2
+

+ ε2(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))
2 + ε2(ψ2(t) + µ(t)xε2(t))

2 > 0.

Âû÷èñëèì µ. Íà ãðàíèöå ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ Γ(xε, αε, pε, uε, vε, wε) = 0,
ò.å. (çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îïóñêàÿ)

xε1(pε cosαε + εwε1 + εvε1) + xε2(pε sinαε + εwε2 + εvε2) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ pε, wε, vε, ïîëó÷àåì

(bµ+ a)b+ ε2µ+ c√
(bµ+ a)2 + ε2µ2 + 2cµ+ d

= − ε2µ+ c√
ε2µ2 + 2cµ+ d+ ψ2

3

,

ãäå
a = ψ1 cosαε + ψ2 sinαε,
b = xε1 cosαε + xε2 sinαε,
c = ε2(xε1ψ1 + xε2ψ2),
d = ε2(ψ2

1 + ψ2
2).

Âîçâîäèì â êâàäðàò è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 4-îé ñòåïåíè íà µ,

r4µ
4 + r3µ

3 + r2µ
2 + r1µ+ r0 = 0,

ãäå

r4 = b4ε2 + b2ε4,
r3 = 2b2 (b2c+ abε2 + 2cε2) ,

r2 = a2ε2 (b2 − ε2) + 2abc (2b2 + ε2) + b2 (3c2 + b2d+ 2dε2) + (b2 + ε2)
2
ψ2
3,

r1 = 2 (b2cd+ a2c (b2 − ε2) + ab (c2 + d (b2 + ε2)) + (ab+ c) (b2 + ε2)ψ2
3) ,

r0 = a (−ac2 + ab2d+ 2bcd) + (ab+ c)2ψ2
3.
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Ðåøàÿ åãî, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïðèîáðåòåííûõ êîðíåé, ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

µ = − r3
4r4
± C7

2
+

1

2

√√√√
2C5 − C6 −

4r2r3
r24
− r33

r34
− 8r1

r4

4C7

, (1.24)

ãäå
C7 :=

√
C5 + C6,

C6 := C4 +
1

321/3r4
C3,

C5 :=
r23
4r24
− 2r2

3r4
,

C4 :=
21/3C1

3r4C3

,

C3 :=
(
C2 +

√
−4C3

1 + C2
2

)1/3
,

C2 := 2r32 − 9r1r2r3 + 27r0r
2
3 + 27r21r4 − 72r0r2r4,

C1 := r22 − 3r1r3 + 12r0r4.

Ôîðìóëà (1.24) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà µ(t) òîëüêî íà ãðàíèöå ôàçîâîãî
îãðàíè÷åíèÿ, ò.å. íà òåõ ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèè ðîáîòà, ãäå x2ε1(t)+ x2ε2(t) = 1. Âíå
ãðàíèöû µ íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Êðîìå òîãî, µ íåïðåðûâíà, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò íàéòè òî÷êè ñòûêà (ò.å. òî÷êè, â êîòîðûõ ýêñòðåìàëü âûõîäèò íà ãðàíèöó
èëè ñõîäèò ñ íåå). Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå äëÿ µ ïîäñòàâëÿåòñÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ
pε, vε, wε è â ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è.

Èòàê, ïîñòðîåíà ðåãóëÿðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1.1) è ïðèâå-
äåíû íóæíûå ôîðìóëû äëÿ ñâåäåíèÿ ê êðàåâîé çàäà÷å. Ïðè ýòîì âîçìóùåííàÿ
çàäà÷à (1.16), êàê è èñõîäíàÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé áûñòðîäåéñòâèÿ, ÷òî ìû
ñïåöèàëüíî îòìå÷àåì. Â îáùåì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (1.2), ðå-
ãóëÿðèçàöèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ áûñòðîäåéñòâèåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé
çàäà÷åé. Ïî âñåé âèäèìîñòè, òàêîé òèï ðåãóëÿðèçàöèè îñóùåñòâèì ëèøü ïðè
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Òåì íå ìåíåå, åñëè ïðåíåáðå÷ü
ñâîéñòâîì áûñòðîäåéñòâèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è è, òåì ñàìûì, âîçìóùàòü
ïîìèìî äèíàìèêè åùå è ìèíèìèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë, òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ-
íûì ïðåäëîæèòü äîñòàòî÷íî îáùóþ ñõåìó ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ.
Áîëåå òîãî, ìîæíî äîáèòüñÿ äàæå áîëåå ñèëüíîãî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè îòíîñè-
òåëüíî ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ. Òàêóþ îáùóþ ñõåìó ðåãóëÿðèçàöèè îáñóæäàåì â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
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1.3.3 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ê ìîáèëüíîìó ðî-

áîòó

Òåïåðü ïðèìåíèì îïèñàííóþ âûøå ñõåìó âîçìóùåíèÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèè ìî-
áèëüíîãî ðîáîòà (1.1). Ïðè ýòîì ïîíÿòíî, ÷òî çàäà÷à (1.12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðóþ îáùóþ ñõåìó âîçìóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, íî íå
ó÷èòûâàåò âîçìîæíûõ îñîáûõ ðåæèìîâ. Îäíàêî, î÷åâèäíî, ÷òî íå âñå âðåìÿ â
ïóòè ðîáîò áóäåò ðàçâîðà÷èâàòüñÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïî ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ è ïîýòîìó àíàëèç îñîáîãî ðåæèìà ïî óãëîâîé ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ êðèòè-
÷åñêè âàæíûì äëÿ ìîäåëè (1.1). Ïðîáëåìà îñîáûõ ðåæèìîâ ìîæíî ðåøèòü ïî
àíàëîãèè ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è è ââåäåíèÿ äîïîë-
íèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ óïðàâëåíèÿ. Äðóãèì ïîäõîäîì ìîæåò ñëóæèòü âîçìóùå-
íèå ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ñ ïîìîùüþ ìàëîé èíòåãðàëüíîé äîáàâêè.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ èìåííî âòîðîé ïîäõîä êàê àëüòåð-
íàòèâó ïåðâîìó ïîäõîäó, ðàññìîòðåííîìó â ï. 1.3.2.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ çàäà÷ó:

J(p, u, v, T ) := T + ε

∫ T

0

|p|2dt+ ε

∫ T

0

|u|2dt+
∫ T

0

|v|2dt→ min, (1.25a)
ẋ1 = p · cosα + εv1,

ẋ2 = p · sinα + εv2,

α̇ = u,

(1.25b)

x(0) = A, x(T ) = B, α(0) = α0, (1.25c)

p ∈ [−1, 1], u ∈ [−1, 1], (1.25d)

1

2
(x21 + x22) ≥

1

2
. (1.25e)

Çäåñü v = (v1, v2) � äîïîëíèòåëüíàÿ äâóìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ óïðàâëåíèÿ, îòâå÷à-
þùàÿ çà ðåãóëÿðèçàöèþ. (Ïîÿñíèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííîé v3 èçëèøíå,
ïîñêîëüêó ãðàäèåíò ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ ïî α òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.) ßñ-
íî, ÷òî çàäà÷à (1.25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìÿã÷åíèå çàäà÷è (1.1), ïîñêîëüêó ëþ-
áîé äîïóñòèìûé ïðîöåññ â çàäà÷å (1.1) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å (1.25),
åñëè ïîëîæèòü v = 0. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (1.25). Îáîçíà-
÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç (xε, αε, pε, uε, vε, Tε).

Ëåììà 3 Äëÿ ëþáîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}, ñõîäÿùåéñÿ ê íóëþ,
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (x∗, α∗, u∗, p∗, T ∗) çàäà÷è (1.1) è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{εki} òàêèé, ÷òî xεki ⇒ x∗, αεki

⇒ α∗ è Tεki → T ∗ ïðè i → ∞. Åñëè ðåøåíèå
çàäà÷è (1.1) åäèíñòâåííî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî εki = εk.
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Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ñëàáîé ïîñëåäîâàòåëüíîé
êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è òîãî ôàêòà, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìàÿ ε-çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì çàäà÷è (1.1).

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ε-çàäà÷è, êîòîðàÿ äåëàåò åå ïðèãîäíîé äëÿ äàëüíåé-
øåãî àíàëèçà, ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî óñëîâèå R) óæå âûïîëíåíî â îòíîøåíèè
âîçìóùåííûõ äàííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 1 ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà. Äàëåå
ìû çàïèñûâàåì åãî óñëîâèÿ.

Èìååì

Γ(x, α, p, u, v) = −x1(p · cosα + εv1)− x2(p · sinα + εv2),

H̄(x, α, p, u, v, ψ, µ, λ) = (ψ1 + µx1)(p cosα + εv1) + (ψ2 + µx2)(p sinα + εv2)+
ψ3u− ελ|p|2 − ελ|u|2 − λ|v|2.

Ðàññìîòðèì çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà ε ÷èñëî λ > 0 (ñëó÷àé λ = 0, êàê
íåñëîæíî ïðîâåðèòü, èñêëþ÷åí), àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ψ(t)
è íåïðåðûâíóþ è óáûâàþùóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ µ(t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Èìååì

ψ̇1(t) = −µ(t)(pε(t) cosαε(t) + εvε1(t)),

ψ̇2(t) = −µ(t)(pε(t) sinαε(t) + εvε2(t)),

ψ̇3(t) = pε(t) [sinαε(t)(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))− cosαε(t)(ψ2(t) + µ(t)xε2(t))] ,

(1.26)

à òàêæå
ψ3(Tε) = 0. (1.27)

Àíàëèç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ïî ïåðåìåííûì v1, v2 äàåò:

vε1(t) =
ε

2λ

(
ψ1(t) + µ(t)xε1(t)

)
,

vε2(t) =
ε

2λ

(
ψ2(t) + µ(t)xε2(t)

)
,

(1.28)

Óñëîâèå ìàêñèìóìà ïî ïåðåìåííîé p âëå÷åò:

pε(t) = sgn aε(t)min
{ |aε(t)|

2ελ
, 1
}
, (1.29)

ãäå

aε(t) = (ψ1(t) + µ(t)xε1(t)) cosαε(t) + (ψ2(t) + µ(t)xε2(t)) sinαε(t). (1.30)
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Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ïî ïåðåìåííîé u ñëåäóåò, ÷òî

uε(t) = sgnψ3(t)min
{ |ψ3(t)|

2ελ
, 1
}
. (1.31)

Çàìåòèì, ÷òî |ψ1(Tε)| + |ψ2(Tε)| > 0. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
µ(Tε) = 01 è ψ3(Tε) = 0 â âèäó óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïî âðåìåíè ïîëó÷àåì
λ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íîðìèðîâêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

(ψ1(Tε))
2 + (ψ2(Tε))

2 = 1. (1.32)

Íàéäåì ôîðìóëû äëÿ ìíîæèòåëåé λ è µ. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå òðàíñâåðñàëü-
íîñòè ïî âðåìåíè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî µ(Tε) = 0, ψ3(Tε) = 0, è (1.32), ðåøàÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è îòáðàñûâàÿ ëèøíèå êîðíè, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ λ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü aε(Tε) ≤ − ε2√
1−ε

. Òîãäà

λ = λ1 =
−aε(Tε) +

√
a2ε(Tε) + ε2(ε+ 1)

2(ε+ 1)
. (1.33)

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü aε(Tε) ∈ (− ε2√
1−ε

, ε2√
1−ε

). Òîãäà

λ = λ2 =

√
a2ε(Tε) + ε3

4ε
. (1.34)

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü aε(Tε) ≥ ε2√
1−ε

. Òîãäà

λ = λ3 =
aε(Tε) +

√
a2ε(Tε) + ε2(ε+ 1)

2(ε+ 1)
. (1.35)

Íà ãðàíèöå ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ èìååì

Γ(xε, αε, pε, uε, vε) = 0,

òî åñòü
xε1(pε cosαε + εvε1) + xε2(pε sinαε + εvε2) = 0.

(Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè îïóùåíà.) Ïîäñòàâ-
ëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ïîëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ pε è vε, ïðè aε ≤ −2ελ,
aε ∈ (−2ελ, 2ελ) è aε ≥ 2ελ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ µ.

1Â òåîðåìå 1, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì äëÿ óñòàíîâêè µ(T ∗) = 0 (ñì. Çàìå÷àíèå
3.1 â [70]).
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Ñëó÷àé A: aε(t) ≤ −2ελ. Òîãäà

µ =
2λ

ε2
(xε1 cosαε + xε2 sinαε)− (ψ1xε1 + ψ2xε2). (1.36)

Ñëó÷àé Á: aε(t) ∈ (−2ελ, 2ελ). Òîãäà

µ = −(ψ1 cosαε + ψ2 sinαε)(xε1 cosαε + xε2 sinαε) + ε3(ψ1xε1 + ψ2xε2)

(xε1 cosαε + xε2 sinαε)2 + ε3
. (1.37)

Ñëó÷àé Â: aε(t) ≥ 2ελ. Òîãäà

µ = −2λ

ε2
(xε1 cosαε + xε2 sinαε)− (ψ1xε1 + ψ2xε2). (1.38)

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîãî λ1, λ2 è λ3 ðåàëèçóþòñÿ ñâîè ñëó÷àè À, Á è Â (èòàê,
âñåãî èìååòñÿ 9 ðàçíûõ ñëó÷àåâ).

Âíå ãðàíèöû ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ µ íå èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Êðîìå
òîãî, µ íåïðåðûâíà, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷êè ñòûêà (ò.å. òî÷êè, â êîòîðûõ
ýêñòðåìàëü âûõîäèò íà ãðàíèöó èëè ñõîäèò ñ íåå). Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå äëÿ µ
ïîäñòàâëÿåòñÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ pε, vε è â ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå. Òàêèì îáðà-
çîì, óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàå-
âîé çàäà÷è.

Òåïåðü, ñ÷èòàÿ âûïîëíåííûì (1.32), µ(Tε) = 0 è ψ3(Tε) = 0, ïîëó÷èì íåîáõî-
äèìûå îöåíêè ñâåðõó íà |ψ| è µ â çàâèñèìîñòè îò ε. Ïîñêîëüêó èç ôîðìóë äëÿ
λ â îáùåì ñëó÷àå èìååì λ = O(ε−1), òî èç ôîðìóë äëÿ vε íàõîäèì

µ(t) ≤ const ·
(
ε−2|vε(t)|+ |ψ1(t)|+ |ψ2(t)|

)
.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå (1.26) è íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà (çäåñü
íàïîìíèì, ÷òî vε íåïðåðûâíà), ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî

|ψ(t)| ≤ ∥vε∥L2 ·O(ε−2) ⇒ µ(0) = ∥vε∥L2 ·O(ε−2).

Ïîñêîëüêó ∥vε∥L2 → 0 ïðè ε → 0, èìååì µ(0) = o(ε−2). Îäíàêî, çíàíèåì î
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ∥vε∥L2 ê íóëþ ìû íå îáëàäàåì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü ëèøü ñëåäóþùåå. Ïóñòü

|ψ1(Tε)|+ |ψ2(Tε)| = ε2.

Òîãäà ψ è µ îãðàíè÷åíû íà âñåì îòðåçêå äâèæåíèÿ îäíîé êîíñòàíòîé, êîòîðàÿ
íå çàâèñèò îò ε.
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Â çàâåðøåíèå òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè îòìåòèì, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè çàäà-
þùåé ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå, ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ò.å. íå
îáÿçàòåëüíî áûòü åäèíè÷íûì. Â òàêîì ñëó÷àå, íåìíîãî ìåíÿåòñÿ ôîðìóëà äëÿ µ,
ãäå ïîÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ îêðóæíîñòè r. Òåì íå ìåíåå ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé,
ñëó÷àé èìåííî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè èíòåðåñåí òåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîãðà-
íè÷íûì â ñëåäóþùåì ñìûñëå. ßñíî, ÷òî ðîáîò ìîæåò äâèãàòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ
ìàêñèìàëüíûìè óãëîâîé è ïðîäîëüíîé ñêîðîñòÿìè òîëüêî ïî åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè. Åñëè êàê-ëèáî èçìåíèòü ðàäèóñ, òî ýòî óæå íå òàê: ïðè r > 1 óãëîâàÿ
ñêîðîñòü íå ìàêñèìàëüíà, à ïðè r < 1 � ïðîäîëüíàÿ.

1.4 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì âîçìóùå-

íèé

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1.1).

J(p, u, T ) := T → min,
ẋ1 = p · cosα,
ẋ2 = p · sinα,
α̇ = u,
x(0) = A, x(T ) = B,
α(0) = α0,
p ∈ [−1, 1],
u ∈ [−1, 1],
x21 + x22 ≥ 1.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå ε ∈ (0, 1) è ïåðåõîäèì ê âîçìóùåííîé çàäà÷å (1.39),
êîòîðàÿ ðåãóëÿðèçîâàíà.

J(p, u, v, T ) := T + ε

∫ T

0

|p|2dt+ ε

∫ T

0

|u|2dt+
∫ T

0

|v|2dt→ min, (1.39a)


ẋ1 = p · cosα + εv1,

ẋ2 = p · sinα + εv2,

α̇ = u,

(1.39b)

x(0) = A, x(T ) = B, α(0) = α0, (1.39c)

p ∈ [−1, 1], u ∈ [−1, 1], (1.39d)



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ðîáîòîòåõíèêè 54

1

2
(x21 + x22) ≥

1

2
. (1.39e)

Ê âîçìóùåííîé çàäà÷å ïðèìåíÿåì ÷èñëåííûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [67,
68]. Èñïîëüçóåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ çàäàííîãî ε â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.39) ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ε. Ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è äëÿ íàèìåíüøåãî èç ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ε ñ÷èòàåì ïðèáëèæåíèåì
ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è (1.1).

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ýòîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôîðìóë èç ðàçäåëà 1.3.3. Êðàåâàÿ çàäà÷à ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ðåøà-
åòñÿ ìåòîäîì ñòðåëüáû â îáðàòíîì âðåìåíè (ò.å. ïåðåáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ,
îïðåäåëÿþùèõ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, ïðîèçâîäèòñÿ ïðè t = T ). Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî âðåìåíè äëÿ ðàñ÷åòà áåðåòñÿ T = 0, â òî âðåìÿ êàê äâèæåíèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Â ÷åì:

� Óãîë θ íà ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðèçà-
öèÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (ψ1(0))

2+(ψ2(0))
2 = 1. Òàêèì îáðàçîì, θ çàäàåò

íà÷àëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ψ. Íàïîìíèì, ÷òî ψ3(0) = ψ4(0) = 0, ïîñêîëüêó
âðåìÿ T = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå B íà ïëîñêîñòè. Äðóãîé óãîë íà ïëîñ-
êîñòè β îòâå÷àåò çà êîíå÷íûé óãîë ïîâîðîòà ðîáîòà (ò.å. çíà÷åíèå α(T )).
Êîíå÷íàÿ ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü - ýòî ÷èñëî γ. Êîíå÷íàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ðàâíà ÷èñëó δ. Îáñóæäàþòñÿ ãðàíèöû äëÿ γ, δ.

� Âûïîëíÿåòñÿ èòåðàöèÿ ïî (θ, β, γ, δ). Ýòà ÷åòâåðêà ôèêñèðîâàíà ïðè óñëî-
âèè, ÷òî µ = 0, â òî âðåìÿ êàê x, p, α, ψ âû÷èñëÿþòñÿ.

� Êàê òîëüêî ãðàíèöà äîñòèãíóòà, µ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, ðàññìîòðåí-
íîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ µ ïðîâåðÿåòñÿ.
Åñëè ýòî óñëîâèå íàðóøåíî, òî ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë ñúåìêè (θ, β, γ, δ)
îòáðàñûâàåòñÿ.

� Äàëåå äâèæåíèå âäîëü ãðàíèöû ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäîñòàâëåí-
íûìè ôîðìóëàìè. Â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû ïðîâåðÿåòñÿ "âûõîä èç ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ": µ ïðèíèìàåòñÿ ïîñòîÿííûì, x, p, α, ψ âû÷èñëÿþòñÿ. Åñëè x
ïîïàäàåò â A ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, â òî âðåìÿ êàê p, α ïîïàäàåò â p0, α0 áåç
íàðóøåíèÿ çàäàííîé îáëàñòè, òî ñòðîèòñÿ ýêñòðåìàëü. Åñëè êòî-òî ñíîâà
äîáèðàåòñÿ äî ãðàíèöû ãîñóäàðñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ, ïðîöåäóðà ïîâòî-
ðÿåòñÿ.

Ìû òàêæå ñëåäèì çà ìîíîòîííîñòüþ µ: åñëè ìîíîòîííîñòü íàðóøåíà, òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ÷åòâåðêà (θ, β, γ, δ) èñêëþ÷àåòñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî µ(t) - óáûâàþùàÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ðîáîòîòåõíèêè 55

ôóíêöèÿ. Çàòåì ìû ïðèâîäèì ε ê íóëþ è àíàëèçèðóåì ε-ðåøåíèÿ äëÿ ε = 0.1,
ε = 0.01, ε = 0.001 è ò.ä. è îöåíèâàåì ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ èñõîäíîé
çàäà÷è.

Àëãîðèòì.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.39b) è (1.26) è êðàåâûõ óñëîâèé (1.39c) è (1.27). Ïðè
t = T èìååì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ðåøåíèå: ìîáèëüíûé ðîáîò íàõîäèòñÿ â òî÷-
êå B, (1.39c), è òðåòüÿ êîìïîíåíòà ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ðàâíà íóëþ, (1.27).
Èñïîëüçóÿ (1.32), ñ÷èòàåì, ÷òî ψ1(T ) = cos(θ) è ψ2(T ) = sin(θ), ãäå θ ∈ [0, 2π).
Òàêæå ïîëîæèì α(T ) = β, ãäå β ∈ [0, 2π). Åñëè çíà÷åíèÿ θ è β çàäàíû, òî ïðè
t = T çàäàíû âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Ñóòü ìåòîäà ñòðåëüáû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ÷èñëåííî íàéòè
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θ è β, ÷òîáû ðåøåíèå (x(t), ψ(t)) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (1.39b) è (1.26), óäîâëåòâîðÿþùåå óêàçàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì
ïðè t = T , òàêæå óäîâëåòâîðÿëî áû (â çàäàííîé òî÷íîñòüþ2) êðàåâûì óñëîâèÿì
ïðè t = 0. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé
èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðè çàäàííîì íàáîðå çíà÷åíèé âåëè÷èí θ è β, ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.39b)
è (1.26) ÷èñëåííî èíòåãðèðóåòñÿ â îáðàòíîì âðåìåíè êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì
Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì. Ïåðåä íà÷àëîì èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå λ ïî ôîðìóëàì (1.33)-(1.35). Ñ÷èòàÿ, ÷òî èñ-
õîäíàÿ òî÷êà B íå ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå, ïîëàãàåì µ(t) = 0, ïîêà òðàåêòîðèÿ íå
äîñòèãíåò ãðàíèöû ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ (1.39e). Ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâûõ ÷à-
ñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ p(t), u(t), v1(t) è v2(t)
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.29), (1.31) è (1.28) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðàâûå ÷àñòè èíòåãðèðóåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåãëàäêèå, ââèäó âîçìîæíûõ ïåðåêëþ÷åíèé ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ p(t) è u(t),
ò.å. ïðè t êîãäà âûïîëíåíî |aε(t)| = 2ελ (ïåðåêëþ÷åíèå p(t), aε(t) çàäàíî âûðàæå-
íèåì (1.30)) è |ψ3(t)| = 2ελ (ïåðåêëþ÷åíèå u(t)). Â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óïðàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ èëè ïåðåñòàåò áûòü ìàêñèìàëüíûì (ðàâíûì 1
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå). ×òîáû èçáåæàòü ïîòåðþ òî÷íîñòè â îêðåñòíîñòè òàêèõ
òî÷åê, ïðè ðàñ÷åòå ïðàâûõ ÷àñòåé â ìåòîäå Ðóíãå-Êóòòû, ñ÷èòàåì øàã íåóñïåø-
íûì, åñëè ïðè åãî âû÷èñëåíèè ïðîèñõîäèò òàêîå ïåðåêëþ÷åíèå äëÿ îäíîãî èç

2Çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèâåäå-
íû â ñëåäóþùåé ÷àñòè.
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óïðàâëåíèé. Â òàêîì ñëó÷àå óìåíüøàåì øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âäâîå è ïîâòîðÿåì
ïîïûòêó âûïîëíåíèÿ øàãà. Óìåíüøåíèå øàãà ïðåêðàùàåòñÿ ïîñëå ñåìèêðàò-
íîãî óìåíüøåíèÿ íà÷àëüíîãî øàãà (÷òî îòâå÷àåò óìåíüøåíèþ íà÷àëüíîãî øàãà
ïðèìåðíî íà äâà ïîðÿäêà), ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæàåì èíòåãðèðîâàíèå ñ íà÷àëüíûì
øàãîì ïî âðåìåíè ñ íîâûì ðåæèìîì ïî ðàññìîòðåííîìó óïðàâëåíèþ.

Åñëè òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ (1.39e), òî â òî÷-
êå ïåðåñå÷åíèÿ âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ìåðû-ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà µ èñïîëüçóÿ
âûðàæåíèÿ (1.36)-(1.38). Åñëè åãî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîé
(ìàëîé) âåëè÷èíû, ñ÷èòàåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå µ(t) íåïðåðûâíî, â ýòîò ìîìåíò âðå-
ìåíè ïðîèñõîäèò çàõîä íà ãðàíèöó ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, äàëüøå òðàåêòîðèÿ
ñëåäóåò ïî ýòîé ãðàíèöå, ðàñ÷åò ìåðû-ìíîæèòåëÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè
ïðîèñõîäèò ïî (1.36)-(1.38). Åñëè æå åãî çíà÷åíèå áîëüøå çàäàííîé âåëè÷èíû,
òî, ââèäó ðàçðûâà µ(t) â ýòîé òî÷êå, ïîñòðîåííàÿ òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
ýêñòðåìàëè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Äëÿ òðàåêòîðèé ïðîõîäÿùèõ ïî ãðàíèöå ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, îñóùåñòâ-
ëÿåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ôèêñèðóåì µ è ïðî-
äîëæàåì èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ýòèì ôèê-
ñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ìåðû-ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ñõîäèò ñ
ãðàíèöû, è ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòüþ ýêñòðåìàëè, ñîåäèíÿþùóþ ãðàíèöó ñ òî÷êîé
A èëè ñíîâà çàõîäÿùåé íà ãðàíèöó.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé, ïðè äâèæåíèè âíå ãðàíèöû, âñåãäà ñ÷èòàåì µ =
0, ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè òðàåêòîðèè, óõîäÿùåé ñ ãðàíèöû â ìîìåíò âðåìåíè
t = t̂, µ(t̂) = µ̂, ïðîâîäèëè ðàñ÷åò òàêîé òðàåêòîðèè ïîëàãàÿ µ(t) = 0 äëÿ t ≥ t̂ è
ïåðåîïðåäåëÿÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ Çàìå÷àíèåì 4,

(ψ1(t̂), ψ2(t̂))← (ψ1(t̂), ψ2(t̂)) + µ̂(x1(t̂), x2(t̂))

(çíà÷åíèå ψ3(t̂) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì).
Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè èçìåðÿåòñÿ ðàññòîÿíèå îò òåêóùåé ïîçèöèè ðî-

áîòà äî êðàåâîãî óñëîâèÿ ïðè t = 0 â (1.39c), è åñëè îíî ìåíüøå çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ, òî ïîñòðîåííàÿ òðàåêòîðèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è. Åñëè
òàêèõ òðàåêòîðèé íàéäåíî íåñêîëüêî, òî âûáèðàåì òó èç íèõ, êîòîðàÿ îòâå÷àåò
ìåíüøåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà (1.39a).

Áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, ïî êîòîðûì òðàåêòîðèÿ îòâåðãàëàñü
èç êàíäèäàòîâ â ýêñòðåìàëè ðàññìîòðåííîé çàäà÷è:

⋄ âðåìÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà áîëüøå çàäàííîãî (äîñòàòî÷íî áîëüøîãî) çíà÷å-
íèÿ,

⋄ ïðè ñëåäîâàíèè ïî ãðàíèöå: íàðóøåíèå ìîíîòîííîñòè µ,
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⋄ ïðè ñõîäå ñ ãðàíèöû: íàðóøåíèå ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Äëÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ε íà÷àëüíûé âûáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ θ è β
ïðîâîäèëè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå â êâàäðàòå [0, 2π)2, ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ñî-
îòâåòñòâóþùèõ íåâÿçîê óòî÷íÿëèñü ìåòîäîì äåëåíèÿ ïîïîëàì. Äëÿ á�oëüøèõ
çíà÷åíèé ε â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ áðàëè èõ
¾îïòèìàëüíîå¿ çíà÷åíèå íàéäåííîå äëÿ ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ε.

1.5 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ (1.39) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, îïèñàííîãî â
ðàçäåëå 1.3. Òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â (1.39) è (1.26), êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ ðåçóëüòàòîì õàðàêòåðèñòèêè ýêñòðåìàëåé çàäà÷è (1.39), çàäàííîé óñëîâèÿìè
ìàêñèìàëüíîãî ïðèíöèï. Îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóì, ñâÿçàí-
íûé ñ ôóíêöèåé ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè J èç (1.39).

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T ïàðàìåòðèçóþòñÿ óãëàìè
β è θ ñëåäóþùèì îáðàçîì: α(T ) = β, ψ1 = cos(θ) è ψ2 = sin(θ). Èçìåíÿÿ ïàðàìåò-
ðû β è θ, èíòåãðèðóåì óïðàâëÿþùèå ÎÄÓ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âî âðåìåíè,
÷òîáû íàéòè (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â (1.39). Òàêæå íàõîäèì òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå ãðàíè-
öó ïðåïÿòñòâèÿ, òàêèå, ÷òî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæèòåëü µ ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì. Äàëåå, èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû äëÿ òàêèõ òðàåêòîðèé ïðèâîäèò ê èõ
ïðîäîëæåíèþ âäîëü ãðàíèöû íàáîðà îãðàíè÷åíèé ñîñòîÿíèÿ. Ëþáàÿ òî÷êà, â êî-
òîðîé ýêñòðåìàëè, ýâîëþöèîíèðóþùèå âäîëü ãðàíèöû îãðàíè÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ,
ïîêèäàþò åå, íàõîäèòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ÎÄÓ (ñ ðàâíîìåð-
íîé ñåòêîé âäîëü ãðàíèöû) ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ìíîæèòåëÿ µ. Åñëè
òðàåêòîðèÿ óõîäà óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì â (1.39)), òî
îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ýêñòðåìàëè.

Èñïîëüçóÿ ýòîò àëãîðèòì, ðåøåíà çàäà÷à (1.39) äëÿ A = (−2,−0, 5), B =
(2, 0), α0 = 0 è äëÿ óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèé ε ñ 1 äî 0, 005. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè çàòðàò J è âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ïî îïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì
ïðèâåäåíû â òàáë. 1.1.
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Òàáëèöà 1.1: Ôóíêöèÿ çàòðàò J è âðåìåíè â ïóòè äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.39) êàê ôóíêöèÿ îò ε.

ε J Tε

1 3.24 2.16

0.5 3.70 2.93

0.1 4.30 4.16

0.05 4.33 4.28

0.01 4.32 4.32

0.005 4.32 4.32

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ε âðåìÿ â ïóòè ìîíîòîííî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ Tε ≈ 4.32, è, òàêèì îáðàçîì, ýòî çíà÷åíèå áëèçêî ê
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è. Äàííûå â òàáë. 1.1 ïîçâîëÿþò çàêëþ-
÷èòü, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (1.39) äëÿ ε = 0.01
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïðåäåëüíîìó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ε = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçóìíîå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çà-
äà÷è (1.1).

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè â ïëîñêîñòè (x1, x2) ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.1 äëÿ ε = 1,
0.1 è 0.01.
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Ðèñ. 1.1: Òðàåêòîðèè â ïëîñêîñòè (x1, x2), ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíîìó ðå-
øåíèþ çàäà÷è (1.39) äëÿ ε = 1 (ñèíèé), 0,1 (çåëåíûé) è 0,01 (êðàñíûé).

Äëÿ ε = 0.01 êîîðäèíàòû (x1, x2) è α ïðåäñòàâëåíû êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè íà
ðèñ. 1.2.
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Ðèñ. 1.2: Ýâîëþöèÿ ïåðåìåííûõ x1(t) (êðàñíûé), x2(t) (çåëåíûé) è α(t) (ñèíèé)
ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1.39) äëÿ ε = 0.01.

Ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè u è p, à òàêæå v1 è v2 ïîêàçàíû íà
ðèñ. 1.3.
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Ðèñ. 1.3: Ýâîëþöèÿ ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ u(t) (êðàñíûé), p(t) (ñèíèé), v1(t) (æåë-
òûé) è v2(t) (çåëåíûé) ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1.39) äëÿ
ε = 0.01.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñëåäóþùåé ãðóïïû ýêñïåðèìåíòîâ ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ
óêàçàííûé àëãîðèòì, ÷èñëåííî ðåøèëà çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.39)
äëÿ ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ:

x(0) = A = (−1.5, 0.3),
x(T ) = B = (1.5,−0.5),
α(0) = α0 = −π/4.

Ðàñïîëîæåíèå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê ìàðøðóòà ðîáîòà, à òàêæå ïðåïÿò-
ñòâèå ïîêàçàíû íà Ðèñ. 1.4(a).
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Ðèñ. 1.4: Âû÷èñëåííîå ðåøåíèå ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (1.39) ïðè ε = 0.9. Ïî-
êàçàíû îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ðîáîòà (a) è ýâîëþöèÿ âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè
ìåðû-ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà µ(t) è óïðàâëåíèé u(t), p(t), v1(t) è v2(t) (b). Ïðå-
ïÿòñòâèå ïîêàçàíî íà (à) ñïëîøíûì ñåðûì öâåòîì.
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Ðèñ. 1.5: Òî æå ÷òî íà Ðèñ. 1.4 ïðè ε = 0.5.

Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áðàëè ðàâíûì
10−3. Åñëè òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàëà ãðàíèöó ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ (1.39e), òî÷êó
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ïåðåñå÷åíèÿ íàõîäèëè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé, â ýòîé òî÷êå âû÷èñëÿëè µ è
ñ÷èòàëè åå íåïðåðûâíîé (ò.å. â ýòîé òî÷êå ïðîèñõîäèò çàõîä íà ãðàíèöó) åñëè
àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ýòîãî çíà÷åíèÿ íå ïðåâîñõîäèëà 10−2. Ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è ñ÷èòàëîñü ïîñòðîåííûì, åñëè ðàññòîÿíèå îò òðàåêòîðèè äî íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ (ò.å. â (1.39c) ïðè t = 0) íå ïðåâîñõîäèëî 10−2. Ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèè
îñòàíàâëèâàëîñü, åñëè âðåìÿ ñëåäîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèè ïðåâîñõîäèëî 20 åäèíèö
âðåìåíè.

Õîòÿ, êàê îïèñàíî âûøå, ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèëîñü â îáðàòíîì âðåìåíè, òî
åñòü îò t̃ = 0 äî t̃ = −T , äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðèñóíêîâ âñå ôóíêöèè ïðåîáðàçîâàíû
è ïîêàçàíû â ïðÿìîì âðåìåíè, t = t̃+ T . ×òîáû óïðîñòèòü ñðàâíåíèå, äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé ε íà âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ îñÿõ âñåõ ðèñóíêîâ, ïðèâåäåííûõ
íèæå, ïîêàçàíû îäèíàêîâûå èíòåðâàëû çíà÷åíèé.

Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ε = 0.9, 0.5, 0.2, 0.1 è 0.05, âû÷èñëåííûå îïòè-
ìàëüíûå òðàåêòîðèè è ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëåíèÿ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 1.4�1.8
ñîîòâåòñòâåííî.

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5

A

B

(a)

x
2

x
1

ε = 0.2

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5

(b)

t

ε = 0.2 µ

u
p
v1
v2

Ðèñ. 1.6: Òî æå ÷òî íà Ðèñ. 1.4 ïðè ε = 0.2.
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Ðèñ. 1.7: Òî æå ÷òî íà Ðèñ. 1.4 ïðè ε = 0.1.
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Ðèñ. 1.8: Òî æå ÷òî íà Ðèñ. 1.4 ïðè ε = 0.05.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, òðàåêòîðèè ðîáîòà, îòâå÷àþùèå ðåøåíèÿì çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ε, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ìàëî
(ñð. Ðèñ. 1.4-1.8 (a)). Êàæäàÿ èç ýòèõ òðàåêòîðèé ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé � ÷àñòè
çàõîäÿùåé íà ãðàíèöó ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, äâèæåíèþ ïî ãðàíèöå è ÷àñòè,
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ñõîäÿùåé ñ ãðàíèöû. Îäíàêî, ðåæèìû óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåå òàêîå äâè-
æåíèå, ðàçëè÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî. Òàê, ïðè ε = 0.9 íè ñêîðîñòü ïîâîðîòà ðîáîòà,
u(t), íè åãî ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü, p(t), íå ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè íè â êàêîé
òî÷êå òðàåêòîðèè (Ðèñ. 1.4(á)). Ïðè ε = 0.5 (Ðèñ. 1.5(á)) ñêîðîñòü ïîâîðîòà ñíîâà
íèãäå íå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, íî åãî ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü ñòàíî-
âèòñÿ ìàêñèìàëüíîé íà âñåì ó÷àñòêå äâèæåíèÿ, ò.å. p(t) = 1 ∀ t ∈ [0, T ]. Ïðè
ε = 0.2 (ñì. Ðèñ. 1.6(á)) ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü îñòàåòñÿ âñåãäà ìàêñèìàëüíîé,
à ñêîðîñòü ïîâîðîòà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå
äâèæåíèÿ âäîëü ãðàíèöû. Ïðè ε = 0.1 è 0.05 êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ â ñðàâíå-
íèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì íåò, íî ñêîðîñòü ïîâîðîòà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ íà áîëüøåì ó÷àñòêå ãðàíèöû (Ðèñ. 1.7(á) è Ðèñ. 1.8(á)), ÷åì äëÿ òðà-
åêòîðèè ïðè ε = 0.2.

Âðåìÿ ñëåäîâàíèÿ ïî îïòèìàëüíûì òðàåêòîðèÿì, Tε, ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì
ε: T0.9 = 2.91, T0.5 = 3.16, T0.2 = 3.58, T0.1 = 3.64 è T0.05 = 3.65. Ìû íå ðàññìàòðè-
âàëè ìåíüøèõ çíà÷åíèé ε, ïîñêîëüêó ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäíèìè, T0.05 è
T0.1, ìàëà � ïîðÿäêà 10−2. Êðîìå ýòîãî, èíòåðåñíî îòìåòèòü ïîâåäåíèå ðåãóëÿ-
ðèçàòîðîâ, ò.å. ôóíêöèé v1 è v2 (òîíêèå ëèíèè íà Ðèñ. 1.4-1.8 (b)). Èç ðèñóíêîâ
âèäíî, ÷òî îíè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ïðè ε → 0, ïðè÷åì ñ
ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ε ñêîðîñòüþ, ÷òî òàêæå ñâèäåòåëüñòâóåò î ñõîäèìîñòè
ìåòîäà.

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ µ ïðè óìåíüøåíèè ε (ïðè äâè-
æåíèè ïî ãðàíèöå, òàê êàê ïðè äâèæåíèè âíå ãðàíèöû âåëè÷èíà ìåðû-ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà íå ìåíÿåòñÿ). Ïðè ε = 0.9 (Ðèñ. 1.4(á)) ìåæäó òî÷êîé âõîäà è ñõîäà
ñ ãðàíèöû µ(t) � ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ε = 0.5 è 0.2 (Ðèñ. 1.5(á)
è 1.6(á)) çàìåòíî õàðàêòåðíîå íåëèíåéíîå ïîâåäåíèå � âáëèçè òî÷êè çàõîäà è
ñõîäà ñ ãðàíèöû ôóíêöèÿ áûñòðî ìåíÿåòñÿ îñòàâàÿñü áëèçêîé ê ëèíåéíîé ïðè
óäàëåíèè îò ýòèõ òî÷åê. Òàêàÿ íåëèíåéíîñòü (ðîñò ãðàäèåíòà) îñîáåííî çàìåòíà
ïðè ε = 0.1 (Ðèñ. 1.7(á)). Îäíàêî, ïðè ε = 0.05 ëèíåéíîñòü óæå ïîëíîñòüþ âîñ-
ñòàíàâëèâàåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ìåðà-ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, êîòî-
ðàÿ îòâå÷àåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà â èñõîäíîé çàäà÷å (1.1), ïî âñåé âåðîÿòíîñòè
íåïðåðûâíà. Â ýòîé ñâÿçè íóæíî îòìåòèòü, ÷òî â èçâåñòíîé ëèòåðàòóðå ñóùå-
ñòâóåò ñîâñåì íåìíîãî ïðèìåðîâ, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîé
ñîñòàâëÿþùåé ìåðû, è â ÷àñòíîñòè, àòîìîâ, ñì. íàïðèìåð, [59, 79]. Ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ëþáîïûòíûì, ÷òî â òàêîé ñóùåñòâåííî íåðåãóëÿðíîé çàäà÷å êàê äâèæåíèå
ìîáèëüíîãî ðîáîòà îòíîñèòåëüíî ïðåïÿòñòâèÿ ìåðà-ìíîæèòåëü âñå-æå ñîõðàíÿåò
ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ñâîéñòâî íå ãàðàíòèðóåòñÿ íèêàêîé
ñóùåñòâóþùåé òåîðèåé è óñòàíîâëåíî ïîêà ëèøü ýìïèðè÷åñêè.
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1.6 Äðóãèå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåãóëÿ-

ðèçàöèè ê ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíüøå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ðåãóëÿ-
ðèçàöèè. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì åùå äâà ñïîñîáà, íàèáîëåå î÷åâèäíûõ â
êîíòåêñòå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì.

1.6.1 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ê ãóñåíè÷íîìó ìî-

áèëüíîìó ðîáîòó

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:

J(p, u, v, T ) := T +

∫ T

0

|v|2dt→ min,

ẋ1 = p · cosα + εv1,
ẋ2 = p · sinα + εv2,
α̇ = u,
x(0) = A,
x(T ) = B,
α(0) = α0,
p ∈ [−1, 1],
u ∈ [−1, 1],
x21 + x22 ≥ 1.

(1.40)

Çäåñü v = (v1, v2) ∈ R2 ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé óïðàâëåíèÿ. Çà-
ìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííîé v3 ïðè α íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ãðàäèåíò
ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé îòíîñèòåëüíî α èñ÷åçàåò.

Èç ýòîé çàäà÷è èìååì

Γ(x, α, p, u, v) = −x1(p1 · cosα + εv1)− x2(p1 · sinα + εv2),

è, ñëåäîâàòåëüíî, çàêîíîìåðíîñòü âûïîëíÿåòñÿ äëÿ çàäà÷è (1.40) äëÿ íåêîòîðîãî
ε > 0, ñì. Ïðåäëîæåíèå 3.

Òàêèì îáðàçîì, ê çàäà÷å (1.40) ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà èç
òåîðåìû 1 è îáåñïå÷åíà íåïðåðûâíîñòü ε-ìíîæèòåëÿ. Àíàëèç óñëîâèÿ ìàêñèìó-
ìà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ v1, v2 äàåò ôîðìóëû äëÿ ðåãóëÿðèçàòîðîâ:

vε1(t) =
ε

2λ

(
ψ1(t) + µ(t)xε1(t))

)
,
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vε2(t) =
ε

2λ

(
ψ2(t) + µ(t)xε2(t))

)
,

êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ñâåäåíèè óñëîâèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷å. Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè õîðîøî ïîìîãàåò âûðàæàòü µ
÷åðåç ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ è ñîâìåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ, èìåþùèå u, p, óæå âûðàæåí-
íûå â ñèëó óñëîâèÿ ìàêñèìóìà.3 Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü
ðåøåíà òåì æå ìåòîäîì âûñòðåëà, ÷òî è â [65�67].

1.6.2 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ê îäíîêîëåñíîìó

âåëîñèïåäó

Âçÿâ ÷èñëî ε > 0, ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âîçìóùåíèå äëÿ çàäà÷è (1.1).

J(p, u, v, T ) := T + ε

∫ T

0

|u|2dt+
∫ T

0

|v|2dt→ min,

ẋ1 = p · cosα + ϑ1(x) + εv1,

ẋ2 = p · sinα + ϑ2(x) + εv2,

ṗ = u1 + u2,

α̈ = u1 − u2, (1.41)

x(0) = A, x(T ) = B,

p(0) = p0, α(0) = α0, α̇(0) = β0,

u = (u1, u2) ∈ [−1, 1]× [−1, 1],
x21 + x22 ≥ 1.

Çäåñü v = (v1, v2) - ýòî äîïîëíèòåëüíàÿ äâóìåðíàÿ óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ,
îòâå÷àþùàÿ çà ðåãóëÿðèçàöèþ. (Ñëåäóåò ïîÿñíèòü, ÷òî ïåðåìåííûå v3, v4 è v5

3Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ê (1.40) îñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì
ñèíãóëÿðíûõ ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî p, u, è ïîýòîìó óñëîâèå ìàêñèìóìà ìîæåò íå
ðàáîòàòü äëÿ óêàçàííîé öåëè. Åäèíè÷íûå ýëåìåíòû óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷ó,
êîòîðàÿ èìååò ñîâåðøåííî èíîå ïðîèñõîæäåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàñøòàáîì äàííîãî êîíêðåò-
íîãî èññëåäîâàíèÿ. Îäíàêî çàäà÷à ñèíãóëÿðíûõ óïðàâëåíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà àíàëîãè÷íî
ïóòåì äîáàâëåíèÿ ìàëûõ ÷ëåíîâ â ìèíèìèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë:

J(p, u, v, T ) := T +

∫ T

0

|v|2dt+ ε

∫ T

0

|p|2dt+ ε

∫ T

0

|u|2dt,

èëè ëþáûì äðóãèì èçâåñòíûì ñïîñîáîì. Â îòíîøåíèè òàêèõ ìåòîäîâ, è îñîáîãî óïðàâëåíèÿ â
òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñì., íàïðèìåð, êíèãó [19].



Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ðîáîòîòåõíèêè 67

ìåòîäà îïóùåíû, ïîñêîëüêó ãðàäèåíò îãðàíè÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî p, α
è α̇ îäèíàêîâî ðàâåí íóëþ.)

Çàäà÷à (1.41) èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå áóäåò îáîçíà÷åíî ïîäèíäåêñîì ε â äàëü-
íåéøåì. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäåëüíûé íàáîð òðàåêòîðèé äëÿ (xε, pε, αε)
êàê ε → 0 ñîäåðæèòñÿ â íàáîðå ãëîáàëüíûõ ìèíèìèçàòîðîâ çàäà÷è (1.1), ñì.,
íàïðèìåð., â [41]. Â òî æå âðåìÿ óñëîâèå R) âûïîëíÿåòñÿ â (1.41) äëÿ âñåõ ε > 0.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ïðèìåíèì òåîðåìó 1 ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.41). Ïîëó-
÷àåòñÿ

Γ(x, p, α, u, v) = −x1(p · cosα + ϑ1(x) + εv1)

−x2(p · sinα + ϑ2(x) + εv2);

H̄(x, p, α, u, v, ψ, µ, λ)

= (ψ1 + µx1)(p cosα + ϑ1(x) + εv1)

+(ψ2 + µx2)(p sinα + ϑ2(x) + εv2)

+ψ3(u1 + u2) + ψ4(u1 − u2)
−ελ(u21 + u22)− λ(v21 + v22).

Çäåñü ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò α̇, áûëà îïóùåíà, ïî-
ñêîëüêó îíà ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò èç-çà óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â êîíå÷íîé
òî÷êå.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñëó÷àé λ = 0, êàê ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, èñêëþ÷åí
èç-çà çàìå÷àíèÿ 1. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ÷èñëî λ > 0, àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ
âåêòîðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ψ(t) è íåïðåðûâíóþ è óáûâàþùóþ ñêàëÿðíîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ µ(t), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Âñå ýòè ìíîæèòå-
ëè çàâèñÿò îò ε. Ýòà çàâèñèìîñòü îïóùåíà äëÿ ïðîñòîòû è ÿñíîñòè îáîçíà÷åíèÿ.
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Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïîëó÷àåòñÿ

ψ̇1(t) = −ψ1(t)ϑ
′
1x1

(xε(t))− ψ2(t)ϑ
′
2x1

(xε(t))

−µ(t)
(
pε(t) cosαε(t) + ϑ1(xε(t)) + εvε1(t)

+xε1(t)ϑ
′
1x1

(xε(t)) + xε2(t)ϑ
′
2x1

(xε(t))
)
,

ψ̇2(t) = −ψ1(t)ϑ
′
1x2

(xε(t))− ψ2(t)ϑ
′
2x2

(xε(t))

−µ(t)
(
pε(t) sinαε(t) + ϑ2(xε(t)) + εvε2(t)

+xε1(t)ϑ
′
1x2

(xε(t)) + xε2(t)ϑ
′
2x2

(xε(t))
)
, (1.42)

ψ̇3(t) = − cosαε(t)(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))

− sinαε(t)(ψ2(t) + µ(t)xε2(t)),

ψ̇4(t) = pε(t) sinαε(t)(ψ1(t) + µ(t)xε1(t))

−pε(t) cosαε(t)(ψ2(t) + µ(t)xε2(t)).

Â òî æå âðåìÿ, ψ3(Tε) = ψ4(Tε) = 0.
Ìàêñèìàëüíîå óñëîâèå ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì v1, v2 äàåò:

vε1(t) =
ε

2λ

(
ψ1(t) + µ(t)xε1(t)

)
,

vε2(t) =
ε

2λ

(
ψ2(t) + µ(t)xε2(t)

)
.

Óñëîâèå ìàêñèìóìà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì u1 è u2 ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî uε(t) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàòîðîì â ñëåäóþùåé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å:

(u1 + u2)ψ3(t) + (u1 − u2)ψ4(t)− ελ(u21 + u22)→ max,

êîãäà −1 ≤ u1, u2 ≤ 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

uε1 = sgn
(
ψ3(t) + ψ4(t)

)
min

{ |ψ3(t) + ψ4(t)|
2ελ

, 1
}
,

uε2 = sgn
(
ψ3(t)− ψ4(t)

)
min

{ |ψ3(t)− ψ4(t)|
2ελ

, 1
}
.

Íàïîìíèì, ÷òî |ψ1(Tε)| + |ψ2(Tε)| > 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî µ(Tε) = 0 è ψ3(Tε) = ψ4(Tε) = 0, èç óñëîâèÿ òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè âî âðåìåíè ñëåäóåò, ÷òî λ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íîðìàëèçàöèè
èìååì
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|ψ1(Tε)|+ |ψ2(Tε)| = 1. (1.43)

Äàëåå âû÷èñëÿåì ìíîæèòåëü λ. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè âî
âðåìåíè (çàâèñèìîñòü îò t áóäåò îïóùåíà äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ)

(ψ1 + µx1)(p cosα + ϑ1(x) + εv1) + (ψ2 + µx2)(p sinα + ϑ2(x) + εv2) +

+ψ3(u1 + u2) + ψ4(u1 − u2)− ελ(u21 + u22)− λ(v21 + v22) = λ.

ó÷èòûâàÿ, ÷òî u21 + u22 = 0, µ(Tε) = 0 è ψ3(Tε) = ψ4(Tε) = 0, ïîëó÷àåì

ψ1(Tε)
(
p(Tε) cosαε(Tε) + ϑ1(b1) + εv1(Tε)

)
+

+ψ2(Tε)
(
p(Tε) sinαε(Tε) + ϑ2(b2) + εv2(Tε)

)
−

−λ(v21(Tε) + v22(Tε)) = λ.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ vε1 è vε2, ïîëó÷èì

ψ1(Tε)
(
p(Tε) cosαε(Tε) + ϑ1(b1)

)
+ ψ2(Tε)

(
p(Tε) sinαε(Tε) + ϑ2(b2)

)
+

+ε
(
ψ1(Tε)

ε

2λ
ψ1(Tε) + ψ2(Tε)

ε

2λ
ψ2(Tε)

)
= λ+

ε2ψ2
1(Tε)

4λ
+
ε2ψ2

2(Tε)

4λ
,

èëè

ψ1(Tε)
(
p(Tε) cosαε(Tε) + ϑ1(b1)

)
+ ψ2(Tε)

(
p(Tε) sinαε(Tε) + ϑ2(b2)

)
+

+
ε2

2λ

(
ψ2
1(Tε) + ψ2

2(Tε)
)
= λ+

ε2

4λ

(
ψ2
1(Tε) + ψ2

2(Tε)
)
,

Ó÷èòûâàÿ (1.43), è îáîçíà÷èâ

ωε = ψ1(Tε)
(
pε(Tε) cosαε(Tε) + ϑ1(b1)

)
+ ψ2(Tε)

(
pε(Tε) sinαε(Tε) + ϑ2(b2)

)
,

ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

ωε +
ε2

4λ
− λ = 0, èëè 4λ2 − 4ωελ− ε2 = 0,

ðåøàÿ êîòîðîå îòíîñèòåëüíî λ, ïîëó÷àåì

λ =
ωε ±

√
ω2
ε + ε2

2
,
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è îòáðîñèâ îòðèöàòåëüíûé êîðåíü, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

λ =
ωε +

√
ω2
ε + ε2

2
.

Òåïåðü âû÷èñëèì µ. Íà ãðàíèöå îãðàíè÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìååì Γ(xε, pε, αε, uε, vε) =
0. Ñëåäîâàòåëüíî,

xε1

(
pε cosαε + ϑ1(xε) + εvε1

)
+xε2

(
pε sinαε + ϑ2(xε) + εvε2

)
= 0.

Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè çäåñü è äàëåå îïóùåíà äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèÿ. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå âûøå äëÿ vε, ïîëó÷àåì

xε1

(
pε cosαε + ϑ1(xε) + ε

ε

2λ
(ψ1 + µxε1)

)
+

+xε2

(
pε sinαε + ϑ2(xε) + ε

ε

2λ
(ψ2 + µxε2)

)
= 0,

èëè

xε1pε cosαε + xε1ϑ1(xε) +
ε2

2λ
ψ1xε1 +

ε2

2λ
µx2ε1+

+xε2pε sinαε + xε2ϑ2(xε) +
ε2

2λ
ψ2xε2 +

ε2

2λ
µx2ε2 = 0,

îòêóäà

µ
( ε2
2λ
x2ε1 +

ε2

2λ
x2ε2

)
= −xε1pε cosαε − xε2pε sinαε − xε1ϑ1(xε)−

−xε2ϑ2(xε)−
ε2

2λ
ψ1xε1 −

ε2

2λ
ψ2xε2,

èëè

µ =
2λ

ε2

(−xε1(pε cosαε + ϑ1(xε))− xε2(pε sinαε + ϑ2(xε))− ε2

2λ
ψ1xε1 − ε2

2λ
ψ2xε2

x2ε1 + x2ε2

)
.

Òàê êàê µ âû÷èñëÿåòñÿ íà ãðàíèöå ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, òî x2ε1 + x2ε2 = 1, è
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

µ = −xε1ψ1 − xε2ψ2 −
2λ

ε2

(
xε1(pε cosαε + ϑ1(xε)) + xε2(pε sinαε + ϑ2(xε))

)
.
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Íà òåõ èíòåðâàëàõ, ãäå îãðàíè÷åíèå ñîñòîÿíèÿ íåàêòèâíî, ôóíêöèÿ µ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòîÿííîé èç-çà çàìå÷àíèÿ 2. Êðîìå òîãî, µ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ÷òî
íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (òî åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ
ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíèöåé èëè ïîêèäàåò åå). Ïîëó÷åí-
íîå çíà÷åíèå äëÿ µ ïîäñòàâëÿåòñÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ vε è â ñîïðÿæåííîå óðàâíå-
íèå. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé
çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëà, µ ìîæåò ñòðå-
ìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ε→ 0. Â òî æå âðåìÿ, èç ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòîâ
íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ îöåíêó. Åñëè

|ψ1(Tε)|+ |ψ2(Tε)| = ε2,

òîãäà µ îãðàíè÷åíî íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå äâèæåíèÿ êîíñòàíòîé, êî-
òîðàÿ íå çàâèñèò îò ε.

1.7 Ñðàâíåíèå ñ ìåòîäàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

Òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, è â ÷àñòíîñòè ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãè-
íà, èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé ðîáîòîòåõíèêå, îñîáåííî ïðè ïðîåêòèðî-
âàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Òàêèå ðîáîòû � îò íàçåìíûõ
ïëàòôîðì (êîë¼ñíûõ è øàãàþùèõ) äî äðîíîâ è ïîäâîäíûõ àïïàðàòîâ � äîëæ-
íû ïåðåìåùàòüñÿ â ñëîæíîé ñðåäå, ìèíèìèçèðóÿ âðåìÿ, ýíåðãîïîòðåáëåíèå èëè
èçíîñ, ïðè ñîáëþäåíèè ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.

Îäíà èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ â óïðàâëåíèè ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè � ïëàíèðîâà-
íèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè îò íà÷àëüíîé äî öåëåâîé òî÷êè. ×àñòî òðåáóåòñÿ
ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ äâèæåíèÿ (çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ), ýíåðãîïîòðåáëåíèå
(íàïðèìåð, çàðÿä áàòàðåè), èçíîñ ìåõàíèçìîâ (íàïðèìåð, èçáåãàíèå ðåçêèõ óñêî-
ðåíèé).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ.
Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå èëè

ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, îñîáåííî â ñëó÷àå ãëàäêèõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íàïðèìåð, äëÿ ðîáîòà ñ îãðàíè÷åííûì óñêîðåíèåì è ñêîðî-
ñòüþ, çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì âðåìåíè ïåðåõîäà ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ
àíàëèçà ñòðóêòóðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ðåëåéíîãî èëè íåïðåðûâíîãî),
ïðåäñêàçàííîé ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà.

Ìîáèëüíûå ðîáîòû ðàáîòàþò â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ, ãäå
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� çàïðåùåíû âûõîä çà ïðåäåëû êîðèäîðà, êîìíàòû èëè òðîòóàðà (ãåîìåòðè-
÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ),

� íåîáõîäèìî èçáåãàòü ïðåïÿòñòâèé (îãðàíè÷åíèÿ âèäà ∥x(t)− xïðåï∥ ≥ r),

� îãðàíè÷åíà ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü âáëèçè ëþäåé èëè õðóïêèõ îáúåêòîâ.

Âñå ýòè òðåáîâàíèÿ � ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, è èìåííî çäåñü ðàñøèðåííàÿ
âåðñèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñ ó÷¼òîì òàêèõ îãðàíè÷åíèé ñòàíîâèòñÿ íåçàìåíè-
ìîé. Îíà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íî è ïîíÿòü, êàê
ðîáîò äîëæåí ¾êàñàòüñÿ¿ ãðàíèöû äîïóñòèìîé çîíû (íàïðèìåð, ñêîëüçèòü âäîëü
ñòåíû), è êàê ïðè ýòîì ìåíÿþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûå ïåðåìåííûå (àíàëîãè èìïóëüñîâ
â ìåõàíèêå).

Õîòÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû (ìîäåëü
ïðîãíîñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ [176], àëãîðèòì áûñòðîðàñòóùåãî ñëó÷àéíîãî äå-
ðåâà [177], ãðàäèåíòíûå ìåòîäû [178]), ïðèíöèï ìàêñèìóìà

� ñëóæèò ýòàëîíîì äëÿ ïðîâåðêè îïòèìàëüíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé;
� ïîìîãàåò â ñíèæåíèè ðàçìåðíîñòè çàäà÷è;
� èñïîëüçóåòñÿ â îíëàéíîâîì óïðàâëåíèè (íàïðèìåð, â motion primitives);
� ëåæèò â îñíîâå îïòèìàëüíûõ ôèëüòðîâ è îöåíêè ñîñòîÿíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îñòàåòñÿ íå òîëüêî òåîðå-

òè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì, íî è ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûì ïîäõîäîì â ðàçðàáîòêå
èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ.

Ñðàâíåíèå ñ ìåòîäàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ: îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíè-
åì Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ â ðîáîòî-
òåõíèêå âñt øèðå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì (Reinforcement
Learning, RL), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðîáîòàì ¾íàó÷èòüñÿ¿ îïòèìàëüíîìó ïîâåäå-
íèþ ÷åðåç âçàèìîäåéñòâèå ñî ñðåäîé. Îäíàêî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ, òàêèå êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ïî-ïðåæíåìó îñòàþò-
ñÿ àêòóàëüíûìè. Ïðîâåä¼ì ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ ïî êëþ÷åâûì êðèòå-
ðèÿì: íàëè÷èå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà, òåîðåòè÷åñêàÿ îáîñ-
íîâàííîñòü ìåòîäà, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, ó÷åò ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, ãà-
ðàíòèè îïòèìàëüíîñòè è âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Â òàáëèöå 1.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ìåòîäîâ ïî ïåðå÷èñëåííûì
ïàðàìåòðàì.
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Òàáëèöà 1.2: Ñðàâíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì

Êðèòåðèé Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Îáó÷åíèå
ñ ïîäêðåïëåíèåì

Ìîäåëü ñèñòåìû Òðåáóåòñÿ òî÷íàÿ
ìîäåëü Ìîæåò ðàáîòàòü áåç

ìîäåëè (model-free)
Òåîðåòè÷åñêàÿ
îáîñíîñíîâàííîñòü Äà (íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè) Îöåíêà ñõîäèìîñòè
ñëîæíà

Âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü Àíàëèòè÷åñêèå èëè

ïîëóàíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ Òðåáóåò áîëüøîãî

÷èñëà ñèìóëÿöèé
Îáîáùåíèå Õîðîøåå ïðè èçâåñòíîé

ñòðóêòóðå Çàâèñèò îò êà÷åñòâà
îáó÷åíèÿ

Ôàçîâûå
îãðàíè÷åíèÿ Ó÷èòûâàþòñÿ ñòðîãî

(÷åðåç ìåðû è óñëîâèÿ
êîìïëåìåíòàðíîñòè) Ó÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç

øòðàôû â íàãðàäå
Ãàðàíòèè
îïòèìàëüíîñòè Äà (â ïðåäåëàõ ãëàäêîñòè

è ðåãóëÿðíîñòè) Àñèìïòîòè÷åñêèå
(ïðè ñõîäèìîñòè)

Îíëàéí-
ïðèìåíèìîñòü Âûñîêàÿ (ïîñëå àíàëèçà) Òðåáóåò âðåìåíè

íà îáó÷åíèå

Ïî ðåçóëüòàòàì ñðàâíåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàêëþ÷åíèÿ. Ê äîñòî-
èíñòâàì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà îòíîñÿòñÿ:

� ãàðàíòèðîâàííàÿ îïòèìàëüíîñòü � ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè
ïðèíöèï ìàêñèìóìà äà¼ò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò
äîêàçàòü, ÷òî íàéäåííàÿ òðàåêòîðèÿ � äåéñòâèòåëüíî îïòèìàëüíà;

� ýôôåêòèâíîñòü � ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷¼òó
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òðàåêòîðèè ïî ÿâíûì ôîðìóëàì, ÷òî êðèòè÷íî äëÿ áîðòîâûõ ñèñòåì ñ îãðàíè-
÷åííûìè ðåñóðñàìè;

� èíòåðïðåòèðóåìîñòü � ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, ¾ðàç-
ãîí � äâèæåíèå � òîðìîæåíèå¿) ïîíÿòíà è ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàíà;

� òî÷íîå îáðàùåíèå ñ îãðàíè÷åíèÿìè � ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ âñòðàèâàþòñÿ
â òåîðèþ ñòðîãî, à íå ÷åðåç øòðàôû, ÷òî èñêëþ÷àåò íàðóøåíèÿ ãðàíèö.

Ê äîñòîèíñòâàì îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì îòíîñÿòñÿ:
� ãèáêîñòü � RL ìîæåò îáó÷àòüñÿ â ñëîæíûõ, ïëîõî ôîðìàëèçîâàííûõ ñðå-

äàõ, ãäå íåò òî÷íîé ìîäåëè äèíàìèêè;
� àäàïòèâíîñòü � RL-àãåíò ìîæåò àäàïòèðîâàòüñÿ ê èçìåíÿþùåéñÿ ñðåäå (íà-

ïðèìåð, íîâûì ïðåïÿòñòâèÿì, èçìåíåíèþ òðåíèÿ);
� ìàñøòàáèðóåìîñòü � ñîâðåìåííûå àëãîðèòìû (PPO, SAC, DDPG) ïîçâîëÿ-

þò ðåøàòü çàäà÷è âûñîêîé ðàçìåðíîñòè.
� Îáó÷åíèå íà ðåàëüíûõ äàííûõ � íå òðåáóåò àïðèîðíîé ìîäåëè � îáó÷àåòñÿ

¾â ðåàëüíîì âðåìåíè¿.
Íà ïðàêòèêå âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ ãèáðèäíûå ïîäõîäû, ñî÷åòàþùèå ñèëü-

íûå ñòîðîíû îáîèõ ìåòîäîâ:
� èíôîðìèðîâàííîå RL � èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ïðèíöèïó

ìàêñèìóìà, êàê äåìîíñòðàöèé äëÿ îáó÷åíèÿ àãåíòà (Imitation Learning);
� Model-based RL � ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ñèñòåìû, ïîñëå ÷åãî ê

íåé ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû, áëèçêèå ê ïðèíöèïó ìàêñèìóìà;
� Guided exploration � èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ óñêîðåíèÿ

ñõîäèìîñòè RL;
� Veri�cation � ïðîâåðêà RL-ïîëèòèêè íà ñîîòâåòñòâèå íåîáõîäèìûì óñëîâè-

ÿì îïòèìàëüíîñòè.
Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ äðîíàìè ÷àñòî ñíà÷àëà ñòðîÿò îïòèìàëü-

íóþ òðàåêòîðèþ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé ïî òÿãå
è óãëàì), à çàòåì èñïîëüçóþò RL äëÿ êîìïåíñàöèè âîçìóùåíèé (âåòåð, äðåéô
äàò÷èêîâ).

Â ãëàâå 4 äàííîé ðàáîòû ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ êàê ýòàëîííàÿ òðà-
åêòîðèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî îáó÷åíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðèíèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-
ãèíà è îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì � íå êîíêóðåíòû, à äîïîëíÿþùèå äðóã äðóãà
ïàðàäèãìû. Ïåðâûé îáåñïå÷èâàåò ãàðàíòèè, èíòåðïðåòèðóåìîñòü è ýôôåêòèâ-
íîñòü, âòîðîé � àäàïòèâíîñòü, ãèáêîñòü è ñïîñîáíîñòü ê îáó÷åíèþ. Â ñîâðåìåí-
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íîé ðîáîòîòåõíèêå áóäóùåå � çà èõ èíòåãðàöèåé: èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ êàê ¾ÿäðî¿ óïðàâëåíèÿ, à RL � êàê ñëîé àäàïòàöèè è óñòîé÷èâîñòè ê
íåîïðåäåë¼ííîñòÿì.

1.8 Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ íåðåãó-
ëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì. Â êà÷åñòâå
êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ðàññìîòðåíî áûñòðîäåéñòâèå. Òàêàÿ òåìà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ àêòóàëüíîé â ñâÿçè ñ ðÿäîì ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, â ðîáîòîòåõ-
íèêå. Â ðàáîòå îáñóæäåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà. Îòìå-
÷åíî, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íå ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðå-
çóëüòàòó, ÷òî îáóñëîâëåíî ñóùåñòâåííîé íåðåãóëÿðíîñòüþ çàäà÷è îòíîñèòåëü-
íî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîýòîìó áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ÷òîáû
ïðåîäîëåòü òàêîå ÿâëåíèå, âûçâàííîå íåðåãóëÿðíîñòüþ. Ïðåäëîæåíî ïîñòðîåíèå
àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåãóëÿðíûõ ε-âîçìóùåííûõ çàäà÷. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à, èëè ε-çàäà÷à, óæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé è ÷èñëåííî ðàçðåøèìà â ðàìêàõ êîñâåííîãî
ïîäõîäà, òî åñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíî-
ñòè ìåðû-ìíîæèòåëÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè. Ýòîò
ôàêò îáîñíîâûâàåò íåîáõîäèìîñòü àíàëèçà âîçìóùåíèé, ïðîäåëàííîãî â äàí-
íîé ðàáîòå. Áûëà ðàçðàáîòàíà ñõåìà ðåãóëÿðèçàöèè è ïðåäîñòàâëåíû íåêîòîðûå
íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû äëÿ äàëüíåéøåé ÷èñëåííîé ðåàëèçà-
öèè. ×èñëåííàÿ ïðîöåäóðà, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ íåïðÿìîãî ïîäõîäà, îïèðà-
åòñÿ íà íåïðåðûâíîñòü ìíîæèòåëåé, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî â ðåãóëÿðíûõ çàäà÷àõ.

Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èçó÷åíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ìîáèëü-
íûì ðîáîòîì (íàïðèìåð, äâèæåíèå òðåõêîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà, èëè îäíî-
êîëåñíîãî âåëîñèïåäà, èëè óïðàâëåíèå ãóñåíè÷íûì ìîáèëüíûì ðîáîòîì ñ èíåð-
öèîííûì ðóëåâûì óïðàâëåíèåì) ïðè íàëè÷èè ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ, çàäàííîãî
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ. Îòìå÷åíî, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà â ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà íå èìååò ñìûñëà èç-çà îòñóòñòâèÿ ðåãóëÿðíîñòè,
à òàêæå èç-çà îñîáîãî ðåæèìà óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî óãëîâîé ñêîðîñòè. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì áûë ïðåäëîæåí ìåòîä âîçìóùåíèé, öåëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿ-
ðèçàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü íåïðÿìîé ÷èñëåííûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà êëàññå àëãîðèòìîâ ñòðåëüáû.

Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí ê òåñòîâîé çàäà÷å î áåçèíåðöèîííîì
äâèæåíèè òðåõêîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ïåðåäíèì ïðèâîäîì. Ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.



Ãëàâà 2

Íåïðÿìîé ïîäõîä íà îñíîâå

ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ïðè

ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
òî÷íûõ ýêñòðåìàëåé â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ)
äâèæåíèåì óíèöèêëè÷íîé ìîäåëè ðîáîòà ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé
ãëóáèíû 2. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà âòîðîãî
ïîðÿäêà â îòíîøåíèè îãðàíè÷åíèé ñîñòîÿíèÿ.

Â òî÷êàõ âûõîäà íà ãðàíèöó è ñõîäà ñ íåå ó÷òåíû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè
ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ìíîæèòåëÿ. Ðàññìîòðåí âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè ýêñòðå-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Âû÷èñëåíèå âûïîëíåíî äëÿ ïðîñòåéøåé òèïîâîé çàäà÷è,
êîòîðàÿ â òåêñòå íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î êðàò÷àéøåé êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà.

2.1 Î ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ äèíàìèêà óïðàâëåíèÿ íüþòî-
íîâñêîãî òèïà, ò.å. ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

ẋ(t) = f1(x(t); y(t));
ẏ(t) = f2(x(t); y(t);u(t)),

(2.1)

êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò äâèæåíèå çàäàííîãî îáúåêòà.
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Çäåñü x(t) ∈ Rn è y(t) ∈ Rn � çàäàííûå òðàåêòîðèè ñîñòîÿíèé; u(t) ∈ Rm

� ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé çàäàåòñÿ
ñèñòåìîé {

ẋ(t) = y(t);
ẏ(t) = u(t).

(2.2)

Ýòî ñëó÷àé êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñîãëàñíî çàêîíó Íüþòîíà ñ óïðàâëåíèåì
óñêîðåíèåì u(t).

Ðàññìîòðèì âðåìåííîé èíòåðâàë [0;T ], ãäå êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T íå
ôèêñèðîâàí è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð. Âîçüìåì äâå òî÷êè A;B ∈ Rn è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(0) = A è x(T ) = B. Î÷åäèäíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óñêîðåíèå
îãðàíè÷åíî: |u| ≤ c äëÿ íåêîòîðîãî c > 0.

Êàêîå âðåìÿ T ìèíèìàëüíî âîçìîæíî äëÿ ïåðåìåùåíèÿ îáúåêòà èç íà÷àëü-
íîé òî÷êè A â êîíå÷íóþ òî÷êó B, ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè ðàâíûì
íóëþ?

Ýòî ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëèðîâêà òàê íàçûâàåìîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ íåôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè, äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå � ýòî îïòèìàëüíîå
óñêîðåíèå ū(t) = B−A

|B−A| .

Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íå òîëüêî êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó òåîðèè óïðàâëåíèÿ, íî è ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëü-
íóþ ïðîáëåìó â ñîâðåìåííîé íàóêå è òåõíèêå. Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò äèíàìèêó
îáúåêòà âòîðîãî ïîðÿäêà, ãäå óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç óñêîðåíèå, è íà-
õîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðîáîòîòåõíèêå, àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåìàõ è
êèáåðôèçè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ.

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ðîáîòîòåõíèêå:
� ïëàíèðîâàíèå òðàåêòîðèé � â ìîáèëüíîé ðîáîòîòåõíèêå (àâòîíîìíûå ðî-

áîòû-óáîðùèêè, ñêëàäñêèå àãåíòû) è ðîáîòàõ-ìàíèïóëÿòîðàõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
ïîñòðîåíèþ ãëàäêèõ òðàåêòîðèé ïîëîæåíèÿ x(t) è ñêîðîñòè y(t) ñ ó÷åòîì îãðà-
íè÷åíèé íà óñêîðåíèå u(t), ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü
äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè, èçáåãàþùèå ðåçêèõ ðûâêîâ è ïåðåãðóçîê;

� ñãëàæèâàíèå äâèæåíèÿ � â ñèñòåìàõ ïîçèöèîíèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, 3D-
ïðèíòåðû, ×ÏÓ-ñòàíêè) âàæíî ìèíèìèçèðîâàòü âèáðàöèè è èçíîñ ìåõàíèçìîâ.
Ó÷åò äèíàìèêè ẏ = u ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü òðàåêòîðèè ñ îãðàíè÷åííûì óñêî-
ðåíèåì è ðûâêîì (jerk), ÷òî äîñòèãàåòñÿ ÷åðåç îïòèìàëüíîå èëè êóñî÷íî-ëèíåé-
íîå óïðàâëåíèå u(t);

� ìîäåëüíî-ïðåäèêòèâíîå óïðàâëåíèå � â ñîâðåìåííûõ ðîáîòàõ çàäà÷à (2.1)
èñïîëüçóåòñÿ êàê ïðîãíîçíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ðå-
àëüíîì âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò ðîáîòàì àäàïòèâíî ðåàãèðîâàòü íà ïðåïÿòñòâèÿ,
èçìåíÿÿ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé;
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� îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì è ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå � â èññëåäîâàíèÿõ ïî
àâòîíîìíîìó ïîâåäåíèþ ðîáîòîâ äàííàÿ ñèñòåìà ñëóæèò óïðîù¼ííîé ñðåäîé
(íàïðèìåð, çàäà÷à Pendulum, CartPole â OpenAI Gym), ãäå àãåíò ó÷èòñÿ óïðàâ-
ëÿòü îáúåêòîì, ìèíèìèçèðóÿ îòêëîíåíèå îò öåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ, à çíàíèå àíà-
ëèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïîìîãàåò èíòåðïðåòèðîâàòü è âåðèôèöèðîâàòü
îáó÷åííûå ïîëèòèêè.

� ñòàáèëèçàöèÿ è ñëåæåíèå � ïðè ðàçðàáîòêå ðåãóëÿòîðîâ (ÏÈÄ, LQR, íåëè-
íåéíûå íàáëþäàòåëè) äëÿ ðîáîòîâ-êîë¼ñíèêîâ èëè äðîíîâ â îäíîìåðíûõ ñöåíà-
ðèÿõ (íàïðèìåð, ïîäú¼ì/ñïóñê, äâèæåíèå ïî ëèíèè) èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçîâàí-
íàÿ èëè ïðÿìàÿ ôîðìà äàííîé ñèñòåìû äëÿ ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ àëãîðèòìîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) îñòàåòñÿ àêòóàëüíûì è âîñòðåáîâàííûì
êàê â ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òàê è â ïðèêëàä-
íûõ ðàçðàáîòêàõ, îñîáåííî â áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè ðîáîòîòåõíèêè, ãäå
òî÷íîñòü, áåçîïàñíîñòü è ýôôåêòèâíîñòü äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþò óñïåõ âñåé ñè-
ñòåìû.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2).
Ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå. Ïóñòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(0) = x0, y(0) = y0.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ. Èç óðàâíåíèÿ ẏ(t) = u(t) ïîëó÷àåì

y(t) = y0 +

∫ t

0

u(s) ds.

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå äëÿ ẋ(t) = y(t)

x(t) = x0 +

∫ t

0

y(s) ds = x0 +

∫ t

0

(
y0 +

∫ s

0

u(τ) dτ

)
ds.

Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè èíòåãðàëîâ

x(t) = x0 + y0t+

∫ t

0

∫ s

0

u(τ) dτ ds.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàâèñèò îò âèäà óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà u(t).
Ïóñòü u(t) = a (ïîñòîÿííîå óñêîðåíèå). Òîãäà

y(t) = y0 + at,

x(t) = x0 + y0t+
1

2
at2.
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Ýòî êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êèíåìàòèêè äëÿ äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêî-
ðåíèåì.

Ðåøåíèå ÷åðåç ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó. Ñèñòåìó (2.2) ìîæíî çàïèñàòü
â âåêòîðíîé ôîðìå

ż(t) = Az(t) +Bu(t),

ãäå z(t) =

[
x(t)
y(t)

]
, A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0
1

]
.

Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (u = 0)

z(t) = eAtz0, eAt =

[
1 t
0 1

]
.

Îáùåå ðåøåíèå

z(t) = eAtz0 +

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ) dτ.

Ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

C = [B | AB] =

[
0 1
1 0

]
.

Åå ðàíã ðàâåí 2 (ïîëíûé ðàíã), ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿå-
ìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì u(t) ìîæíî ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ: ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ (x0, y0) â íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T ïðè îãðà-
íè÷åíèè |u(t)| ≤ umax.

Ââåä¼ì ñîïðÿæ¼ííûå ïåðåìåííûå ψx(t), ψy(t). Ãàìèëüòîíèàí Ïîíòðÿãèíà

H = ψxẋ+ ψyẏ = ψxy + ψyu.

Ñîïðÿæ¼ííàÿ ñèñòåìà

ψ̇x = −∂H
∂x

= 0, ψ̇y = −
∂H

∂y
= −ψx ⇒ ψy(t) = ψy(0)− ψxt.

Èíòåãðèðóÿ
ψx(t) = a = const, ψy(t) = −at+ b.

Óïðàâëåíèå ìàêñèìèçèðóåò ãàìèëüòîíèàí

u∗(t) = arg max
|u|≤umax

H ⇒ u∗(t) = sign(ψy(t)) = sign(−at+ b).
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Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ � ðåëåéíàÿ. Êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ â ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè (x, y) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

x = −1

2
y|y| =

{
−1

2
y2, y ≥ 0,

+1
2
y2, y < 0.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

u∗(x, y) = −sign
(
x+

1

2
y|y|

)
.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà îïòèìàëüíîå ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâ-
ëåíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííî è èìååò íå áîëåå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó ±umax

íà êðèâîé x = −1
2
y|y|. Ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðåêëþ÷åíèÿ, è âñå

òðàåêòîðèè äîëæíû ê íåé ¾ïîäðóëèâàòü¿, ÷òîáû äîñòè÷ü íà÷àëà êîîðäèíàò çà
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

Ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèîíàë

J =

∫ T

0

1

2
u2(t) dt→ min,

èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èëè Ïîíòðÿãèíà, ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëü-
íîå u(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (÷àñòî ïîëèíîìèàëüíàÿ), è ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êóáè÷åñêèå èëè êâàðòè÷íûå òðàåêòîðèè.

Íà ðèñ. 2.1 ïîêàçàíû êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ (æèðíàÿ ñèíÿÿ ëèíèÿ), ïðèìåðû
òðàåêòîðèé ïðè u = +1 (çåë¼íûå ïàðàáîëû), ïðèìåðû òðàåêòîðèé ïðè u = −1
(êðàñíûå ïàðàáîëû), îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (æèðíàÿ ÷¼ðíàÿ ëèíèÿ) ñ ïåðå-
êëþ÷åíèåì íà êðèâîé.
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Ðèñ. 2.1: Ôàçîâûé ïîðòðåò è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

Äîáàâèì íà ôàçîâûé ïîðòðåò ¾êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè¿, çàäàþùèå îãðà-
íè÷åíèÿ íà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èëè çîíû ñîñòîÿíèé: âíóòðåííÿÿ îêðóæíîñòü �
x2 + y2 = 1 � çîíà ìàëûõ âîçìóùåíèé, âíåøíÿÿ îêðóæíîñòü � x2 + y2 = 4
� ìàêñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ àìïëèòóäà ñîñòîÿíèÿ. Îêðóæíîñòè x2 + y2 = R2

ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê îáëàñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (íàïðèìåð, âñå íà-
÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ ëåæàò â êðóãå ðàäèóñà 2), îãðàíè÷åíèÿ íà ýíåðãèþ ñèñòåìû
(E = x2 + y2 ≤ 4), çîíû áåçîïàñíîñòè (ñèñòåìà íå äîëæíà âûõîäèòü çà ïðåäåëû
x2 + y2 ≤ 4), îáðàòíîå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ (÷åì äàëüøå îò íà÷àëà, òåì áîëüøå
âðåìåíè íóæíî äëÿ ñòàáèëèçàöèè) è ò.ï.
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Ðèñ. 2.2: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñ êðóãîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè è îïòèìàëüíûì óïðàâ-
ëåíèåì

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ó÷èòûâàåò êàê äèíàìèêó ñèñòåìû,
òàê è ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ è êðóãîâûå ãðàíèöû
ïîìîãàþò âèçóàëèçèðîâàòü äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè è îöåíèòü âðåìÿ ðåãóëèðî-
âàíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ìåòîä Ýéëåðà: çàäàííîì u(t) ñèñòåìà èìååò âèä

xk+1 = xk + h · yk,
yk+1 = yk + h · u(tk),

ãäå h � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.
Èëè áîëåå òî÷íûé ìåòîä � Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû (4-ãî ïîðÿäêà)

zk+1 = zk +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),
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ãäå ki � âåêòîðû ïðèðàùåíèé, âû÷èñëÿåìûå ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå.
Äëÿ ñëîæíûõ êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñòðåëüáû

(shooting methods), ïîäðîáíî èçëîæåí â ðàçäåëå 2.6 èëèMPC (Model Predictive
Control) � ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ñêîëüçÿùåì ãîðèçîíòå, ïîäðîáíî èç-
ëîæåí â ðàçäåëå 4.5.1.

Îäíàêî ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò, åñëè ó÷åñòü ôàçî-
âûå îãðàíè÷åíèÿ ïåðåìåííîé x. Ïóñòü íà ïóòè åñòü ïðåïÿòñòâèå, êîòîðîå íóæíî
îáîéòè ðàññìàòðèâåìîìó îáúåêòó â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Òîãäà ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèþ, çàäàííîìó ìíîæåñòâîì óðîâíåé íåêîòîðîãî
îòîáðàæåíèÿ

g(x(t)) ≤ 0, ∀t ∈ [0, T ], (2.3)

êîòîðîå ìîäåëèðóåò óïîìÿíóòîå ïðåïÿòñòâèå. Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è
íåî÷åâèäíî. Ãëàâíûé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê íàéòè òî÷êè ñîåäèíåíèÿ, òî
åñòü òî÷êè âõîäà è âûõîäà íà ãðàíèöû îãðàíè÷åíèÿ, à òàêæå ñîîîòâåòñòâóþùèé
çàêîí óïðàâëåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, ýòà çàäà÷à äàëåêà îò ïîëíîãî ðåøåíèÿ, íåñìîòðÿ
íà ïðîñòîòó åå ôîðìóëèðîâêè.

Îãðàíè÷åíèå (2.3) èçâåñòíî êàê ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå ãëóáèíû 2 ïî îòíîøå-
íèþ ê ñèñòåìå (2.1). Ïåðåìåííàÿ x ∈ Rn îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíèåì. Ïåðå-
ìåííàÿ y ∈ Rn � ñêîðîñòüþ. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ñèñòåì óïðàâëå-
íèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ãëóáèíû 2 â ðàçëè÷íûõ èíæåíåðíûõ ïðèëîæå-
íèÿõ, îñîáåííî â ðîáîòîòåõíèêå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð íà ïëîñêîñòè R2:

ẋ1(t) = v(t) cosα(t) + V1(x(t)),
ẋ2(t) = v(t) sinα(t) + V2(x(t)),
α̇(t) = ω(t),
v̇(t) = uL(t) + uR(t),
ω̇(t) = uL(t)− uR(t),
(uL(t))

2 + (uR(t))
2 ≤ 1,

g(x(t)) ≤ 0.

(2.4)

Çäåñü x = (x1, x2) � ïîëîæåíèå ðîáîòà íà ïëîñêîñòè; α � óãîë ïîâîðîòà; v � ïðî-
äîëüíàÿ ñêîðîñòü; ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü; uL � êðóòÿùèé ìîìåíò, ïðèëîæåííûé
ê ëåâîé ãóñåíèöå, à uR � êðóòÿùèé ìîìåíò íà ïðàâîé ãóñåíèöå. Â ýòîé ìîäåëè
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóììà êðóòÿùèõ ìîìåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîäîëüíî-
ìó óñêîðåíèþ, à èõ ðàçíîñòü � óãëîâîìó óñêîðåíèþ. Ýòà ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óïðîùåííóþ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà íà ãóñåíè÷íîì õîäó áåç òðåíèÿ,
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äâèæóùåãîñÿ â ïëîñêîñòè ñòàöèîíàðíîãî âåêòîðíîãî ïîòîêà V ñ íåêîòîðûì ïðå-
ïÿòñòâèåì.

Ñèñòåìà (2.4), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (2.1), (2.3), ïðè n = 3.
Îãðàíè÷åíèÿ íà uL è uR, çàäàííûå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþò

òàê íàçûâàåìîìó ðåæèìó óïðàâëåíèÿ ñ íèçêèì âûõîäîì èëè ýêîíîìèåé ýíåðãèè
áàòàðåè. Â áîëåå îáùåì âèäå ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(uL(t))
p + (uR(t))

p ≤ 1, (2.5)

ãäå p ≥ 1, è ñëó÷àé p = 1 íå èñêëþ÷àåòñÿ. ×èñëî p â òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåò-
ñÿ ïðåäåëîì äîïóñòèìîé âûõîäíîé ìîùíîñòè. Óòî÷íèì, ÷òî ìîùíîñòü ïðèâîäà
äëÿ êàæäîé èç äîðîæåê îãðàíè÷åíà. Èñòî÷íèê ïèòàíèÿ èëè àêêóìóëÿòîð, ïîäà-
þùèé êîíòðîëèðóåìûé òîê íà ïðèâîä, ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáà ïðèâîäà ìîãëè äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè â ðåæèìå óïðàâëåíèÿ ïîë-
íîé âûõîäíîé ìîùíîñòüþ. Îäíàêî â ðåæèìå ýêîíîìèè ýíåðãèè áàòàðåè ýòî óæå
íåâîçìîæíî, è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîùíîñòü ïðèâîäîâ îãðàíè÷åíà â ñèëó ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïîëíîãî òîêà îò áàòàðåè èç-çà óêàçàííîãî âûøå p-ýëëèïòè÷åñêîãî çàêîíà.
Ñàì òîê ìîæåò áûòü ïðîïîðöèîíàëåí êðóòÿùåìó ìîìåíòó, íî ñóùåñòâóåò îãðà-
íè÷åíèå íà ðàñïðåäåëåíèå òîêà îò îñíîâíîãî èñòî÷íèêà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
p = 1, èìååòñÿ ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå òîêîâ, à âûõîäíàÿ ìîùíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé. Ïðè p = 2 ðàñïðåäåëåíèå êâàäðàòè÷íîå, à âûõîäíàÿ
ìîùíîñòü áîëüøå, è òàê äàëåå: óâåëè÷èâàÿ p, ìîæíî ïîñòåïåííî èçìåíÿòü âû-
õîäíóþ ìîùíîñòü. Íàêîíåö, ïðè p =∞, èñïîëüçóåòñÿ ðåæèì óïðàâëåíèÿ ïîëíîé
âûõîäíîé ìîùíîñòüþ, êîãäà îáà ïðèâîäà ìîãóò äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîé ìîùíî-
ñòè. Òîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ êâàäðàòîì.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíûé ñëó÷àé p = 1 ïðèâîäèò ê íåãëàäêîñòè äîïóñòèìî-
ãî ìíîæåñòâà. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ
ðåãóëÿðíîñòè äëÿ äàííîãî ýêñòðåìàëüíîãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå îá-
ñóæäàþòñÿ äàëåå. Áîëåå òîãî, ñëó÷àé êâàäðàòà èìååò òàêæå èçâåñòíóþ ïëîõóþ
îñîáåííîñòü â âèäó îñîáîãî óïðàâëåíèÿ. Îòñóòñòâèå ðåãóëÿðíîñòè íå ïîçâîëÿåò
â ïîëíîé ìåðå ïðèìåíèòü âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ýòîé ðàáîòå,
äëÿ p = 1. Â òî æå âðåìÿ, íà ïðàêòèêå âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü ðåæèì ïîëíîãî
âûõîäà íà êâàçèïîëíûé âûâîä, ó÷èòûâàÿ äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî p. Íåäîñòàòîê
ýòîãî ïîäõîäà, î÷åâèäíî, ñâÿçàí ñ íåêîòîðîé ïîòåðåé ýôôåêòèâíîñòè, èç-çà èñ-
êóññòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî òîêà. Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó,
òàêîå ñíèæåíèå ýôôåêòèâíîñòè äîëæíî áûòü â öåëîì ïðåíåáðåæèìî ìàëûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷àìè, ñòîÿùèìè ïåðåä ðîáîòîì.

Îñíîâíàÿ èäåÿ, âîçíèêàþùàÿ çäåñü, çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ìîäèôèöèðî-
âàííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, àäàïòèðîâàííîãî äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
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ëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ãëóáèíû 2. Íà îñíîâå ýòèõ óñëîâèé îïòèìàëü-
íîñòè ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ
çàäà÷ â ðàìêàõ êîñâåííîãî ïîäõîäà, êîòîðûé ïî ñóùåñòâó îïèðàåòñÿ íà óñëî-
âèå 2-ðåãóëÿðíîñòè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ýòîé öåëè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ
C1-íåïðåðûâíîñòè ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà µ(t) è ïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
îöåíêè ñêà÷êà åãî ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ. Çàòåì ïðåäëàãàåìûé àëãî-
ðèòì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òèïîâîé çàäà÷è.

Âîïðîñ î çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ãëó-
áèíû 2 ðàíåå èçó÷àëñÿ â ëèòåðàòóðå. Íàïðèìåð, ìîæíî îòìåòèòü âêëàä, âíå-
ñåííûé â [38, 39, 83, 88, 95]. Â òî æå âðåìÿ ýòîò ñïèñîê ðàáîò äàëåêî íå èñ-
÷åðïûâàþùèé, â òî âðåìÿ êàê êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìå âåëèêî
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò ïîòðåáîâàòü îòäåëüíîãî îáçîðà. Â äàííîé ðàáîòå ïî
ñóùåñòâó èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [56]. Íîâèçíà èññëåäîâàíèÿ â
îòíîøåíèè ÷èñëåííûõ èíñòðóìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíêàõ
ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ìíîæèòåëÿ, êîòîðûå, ïî ñóòè, èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîå-
íèè ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñòðåëüáû. Ýòî èññëåäîâàíèå òàêæå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àëãîðèòìîâ èç [67, 68], â êîòîðûõ áûëè
èçó÷åíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

2.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ãëóáèíû 2

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè ãëóáèíû 2: 

T → min;
ẋ(t) = f1(x(t); y(t)),
ẏ(t) = f2(x(t); y(t);u(t)),
x(0) = A,
x(T ) = B,
(y(0), y(T )) ∈ S,
u(t) ∈ U äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],
g(x(t)) ≤ 0 ∀t ∈ [0, T ].

(2.6)

Çäåñü x ∈ Rn � ïîëîæåíèå ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ, y ∈ Rn � ñêîðîñòü ïåðåìåííîé
ñîñòîÿíèÿ è u ∈ Rm � ïåðåìåííàÿ óïðàâëåíèÿ.1 Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå
îáúåêòà íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå A è, â êðàò÷àéøåå âðåìÿ, íåîáõîäèìî ïîïàñòü â

1Òåðìèíû ¾ïîëîæåíèå¿ è ¾ñêîðîñòü¿ íå äîëæíû ââîäèòü â çàáëóæäåíèå, ïîñêîëüêó îíè
ÿâëÿþòñÿ ñîáèðàòåëüíûìè è, êàê ïðàâèëî, íå ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ẋ = y. Âåêòîð y
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êîíå÷íóþ òî÷êó B, óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ ñêîðîñòè, çàäàííîé
ìíîæåñòâîì S. Â òî æå âðåìÿ ïîëîæåíèå íå äîëæíî ïîêèäàòü çàäàííóþ îáëàñòü,
îïðåäåëÿåìóþ ìíîæåñòâîì óðîâíåé îòîáðàæåíèÿ g(x). Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëè-
ðóåòñÿ ãàðàíòèðîâàííîå îòñóòñòâèå ñòîëêíîâåíèÿ ñ íåæåëàòåëüíûì îáúåêòîì.

Ìíîæåñòâà S è U ïðåäïîëàãàþòñÿ çàìêíóòûìè. Îòîáðàæåíèå

f = (f1, f2), ãäå f1 : R2n → Rn, f2 : R2n × Rm → Rn,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ, è îòîáðàæåíèå g : Rn → R, êîòîðîå îïðåäå-
ëÿåò ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè. Äîïóñòèìîå
óïðàâëåíèå u(·) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L∞([0, T ];Rm)
ñî çíà÷åíèÿìè â U . Äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ ξ(·) = (x(·), y(·)) íåïðåðûâíà ïî
Ëèïøèöó è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ξ̇(t) = f(ξ(t), u(t))

äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ], ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàäàþòñÿ òî÷êàìè A, B è ìíîæåñòâîì S,
à òàêæå íåðàâåíñòâîì g(x(t)) ≤ 0 ∀t ∈ [0, T ].

×åòâåðêà (x(·), y(·), u(·), T ) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîöåññîì â çàäà÷å (2.6),
êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèå ïîïàäàíèÿ â êîíå÷íóþ òî÷êó, óñëîâèÿ íà óïðàâëåíèå
è ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, òî åñòü êîãäà x(·), y(·) è u(·) äîïóñòèìû íà [0, T ]. Äî-
ïóñòèìûé ïðîöåññ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ÷èñëî T ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì íà ìíîæåñòâå âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ. Ýòî
ðàñêðûâàåò ïîíÿòèå òàê íàçûâàåìîãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Äàëåå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî çàäà÷à (2.6) îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì îïòèìàëüíûì ïðîöåññîì
(x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗).

Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ êîíå÷íûõ òî÷åê ìû ïðèìåì ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó
êàê ÷àñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Ïðåäïîëîæåíèå 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(A) < 0 è g(B) < 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè íàõîäÿòñÿ ñòðîãî âêëþ÷åíû
âíóòðè ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Òàêîå äîïóùåíèå ïîç-
âîëÿåò íàì èçáåæàòü èçâåñòíîãî ÿâëåíèÿ âûðîæäåííîñòè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ïðåäñòàâëåíèå. ßâëåíèå âûðîæäåí-
íîñòè äëÿ îãðàíè÷åíèé ãëóáèíû k ñìîòðèòå, íàïðèìåð, â [50, 71, 77] è â [56].

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ñêîðîñòåé ðàçëè÷íîãî òèïà äëÿ äàííîé òåõíè÷åñêîé ñèñòåìû.
Íàïðèìåð, â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.4), èìååì y = (ω, v, 0), è, òàêèì îáðàçîì, ýòî ñîâîêóïíîñòü
óãëîâûõ è ïðîäîëüíûõ ñêîðîñòåé.
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Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ãèïîòåçà 1 âûãëÿäèò åñòåñòâåííîé â îòíîøåíèè ðîáî-
òîòåõíè÷åñêîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 2.1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ îòîáðàæåíèÿ g(x) îòíîñèòåëü-
íî äèôôåðåíöèàëüíé ñèñòåìû (2.1). Ýòè ïðîèçâîäíûå îáîçíà÷àþòñÿ êàê Γ1 è Γ2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

Γ1(x, y) = ⟨g′(x), f1(x, y)⟩,

Γ2(x, y, u) = g′′[f1(x, y)]
2 + ⟨g′(x), f ′

1(x, y)f(x, y, u)⟩.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà âòîðîãî ïîðÿäêà

H(x, y, u, ψ, µ) = ⟨ψ, f(x, y, u)⟩+ µΓ2(x, y, u),

ãäå ψ = (ψ1, ψ2) ∈ (R2n)∗ � âåêòîð-ñòðîêà, à µ � ñêàëÿð.Ýòà ôóíêöèÿ èãðàåò
êëþ÷åâóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå óñëî-
âèé îïòèìàëüíîñòè.

2.3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ãà-
ìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 8 Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗) â çàäà÷å
(2.6) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíî-
æèòåëè Ëàãðàíæà: âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ = (ψ1, ψ2) ∈ W1,∞([0, T∗]; (R2n)∗), ÷èñëî
λ ≥ 0, è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ µ ∈W1,∞([0, T∗];R) òàêèå, ÷òî µ̇(t) óáûâàåò, â òî
âðåìÿ êàê µ(T∗) = µ̇(T∗) = 0, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:{

ψ̇1(t) = −H′
x(x̄(t), ȳ(t), ū(t), ψ(t), µ(t)),

ψ̇2(t) = −H′
y(x̄(t), ȳ(t), ū(t), ψ(t), µ(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T∗],

(2.7)

(
ψ2(0) + µ(0)Γ′

1y(A, ȳ(0)),−ψ2(T∗)
)
∈ NS(p̄), (2.8)

max
u∈U
H(x̄(t), ȳ(t), u, ψ(t), µ(t)) = H(x̄(t), ȳ(t), ū(t), ψ(t), µ(t)) äëÿ ï.â. t ∈ [0, T∗],

(2.9)
max
u∈U
H(B, ȳ(T∗), u, ψ(T∗), 0) = λ, (2.10)∫ T∗

0

g(x̄(t))dµ̇(t) = 0, (2.11)

λ+ |ψ(0)| > µ(0). (2.12)
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Çäåñü p̄ = (ȳ(0), ȳ(T∗)), NS(p) � ïðåäåëüíûé íîðìàëüíûé êîíóñ ê S â òî÷-
êå p, êàê îïðåäåëåíî â [37]; µ̇ � ïðîèçâîäíàÿ ìíîæèòåëÿ; W1,∞ � ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ ïî Ëèïøèöó. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñèëó íàëîæåííûõ óñëî-
âèé ôóíêöèÿ µ̇ íåîòðèöàòåëüíà, à ôóíêöèÿ µ âîçðàñòàåò è íåïîëîæèòåëüíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî (2.12) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ìíîæèòåëè íå
îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.7) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì. Âêëþ÷åíèå
(4.62) � ýòî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè. Óñëîâèå (2.9) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ìàê-
ñèìóìà. Ðàâåíñòâî (2.10) � ýòî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ïî âðåìåíè. Ðàâåí-
ñòâî (2.11) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè. Óñëîâèå (2.12) �
ýòî óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè. Ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðèíöè-
ïó ìàêñèìóìà, íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì.

Ýòà ôîðìà óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, îñíîâàííàÿ íà ðàñøèðåííîé ôóíêöèè
Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà 2-ãî ïîðÿäêà, áûëà ïðåäëîæåíà â [39], ãäå îíà áûëà
ââåäåíà â îáùåé ïîñòàíîâêå k-ãî ïîðÿäêà è íà ôèêñèðîâàííîì âðåìåííîì èíòåð-
âàëå. Íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåííûì ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
ñëåäóþùèå âàæíûå çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 6 Èç óñëîâèÿ (2.11) ñëåäóåò, ÷òî µ(·) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé íà ëþáîì âðåìåííîì èíòåðâàëå [c, d], íà êîòîðîì x̄(t) ñòðîãî âêëþ÷åíî
â ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, òî åñòü, êîãäà g((̄t)) < 0 ∀t ∈ [c; d]. Òàêèì îáðàçîì,
µ(t) = α0 + α1(t − c), ãäå α0 = µ(c), α1 = µ̇(c). Äåéñòâèòåëüíî, µ̇(t) ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííîé íà [c; d] ââèäó (2.11).

Çàìå÷àíèå 7 Èç óñëîâèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûâîäèòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ â
ñëåäóþùåì âèäå:

max
u∈U
H(x̄(t), ȳ(t), u, ψ(t), µ(t)− µ̇(t)Γ1(x̄(t), ȳ(t)) = λ ∀ ∈ [0, T∗]. (2.13)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óñëîâèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî â [56].

Çàìå÷àíèå 8 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (λ, ψ, µ), êî-
òîðîå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a =
(α, β) ∈ R2. Òîãäà ìíîæåñòâî ìíîæèòåëåé2

(λ, ψ(t) + αg′(x̄(t))− (αt+ β)Γ′
1(x̄(t(, ȳ(t)), µ(t) + αt+ β) (2.14)

2Çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäíàÿ g′(ξ) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ïåðå-
ìåííîé ñîñòîÿíèÿ ξ = (x, y)T .
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ñíîâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.7), (2.9) è (2.11), [56]. Â òî æå âðåìÿ óñëî-
âèÿ (4.62), (2.10) è (2.12) èçìåíÿþòñÿ ïðè ëèíåéíîì ñäâèãå. Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçìîæíî ðàññìîòðåòü èíâàðèàíòíóþ ôîðìó ýòèõ òðåõ óñëîâèé îïòèìàëü-
íîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:(

ψ2(0) + µ(0)Γ′
1y(A, ȳ(0)),−ψ2(T∗)− µ(T∗)Γ′

1y(B, ȳ(T∗))
)
∈ NS(p̄), (2.15)

max
u∈U
H(B, ȳ(T∗), u, ψ(T∗), µ(T∗))− µ̇(T∗)Γ1(B, ȳ(T∗)) = λ, (2.16)

λ+ |ψ(0)|+ µ̇(0)− µ̇(T∗) > 0. (2.17)

â òî âðåìÿ êàê ìíîæèòåëü µ(·) òàêîâ, ÷òî µ(τ) = µ̇(τ) = 0 äëÿ íåêîòîðîé ïðî-
èçâîëüíîé è àïðèîðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè τ ∈ [0, T∗]. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî
óñëîâèÿ (2.15)�(2.17) íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (2.14). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóþò äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà èç îïðå-
äåëåíèÿ 8. Îäíà ôîðìóëèðîâêà çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè (2.7)�(2.12) ïëþñ ãðàíè÷íîå
óñëîâèå íà µ(t). Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà (2.7), (2.9), (2.11) è (2.15)�(2.17) ÿâëÿåò-
ñÿ èíâàðèàíòíîé. Ïåðâàÿ ôîðìà óäîáíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, â òî âðå-
ìÿ êàê âòîðàÿ ôîðìà óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âàæíà ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ (2.13) òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì óñëîâèåì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗) â çàäà÷å
(2.6) îïòèìàëåí. Òîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

Ýòà òåîðåìà ëåãêî ñëåäóåò èç óæå èçâåñòíîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ñèëó
ñëåäóþùåãî ñîêðàùåíèÿ:

T → min;
ẋ(t) = f1(x(t); y(t)),
ẏ(t) = f2(x(t); y(t);u(t)),
χ̇1(t) = χ2(t),
χ̇2(t) = Γ2(x(t), y(t), u(t)),
x(0) = A, x(T ) = B,
p = (y(0), y(T )) ∈ S,
χ1(0) = g(A),
χ2(0) = Γ1(A, y(0)),
u(t) ∈ U äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ],
χ1(t) ≤ 0 ∀t ∈ [0, T ].

(2.18)
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Çàäà÷è (2.6) è (2.18) ýêâèâàëåíòíû è èõ ìíîæèòåëÿ îäèíàêîâû. Òîãäà ïðè-
ìåíåíèå îáû÷íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè,
ñì., íàïðèìåð, â [72], ê (2.18) äàåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.

Áîëåå òîãî, ââèäó çàìåíû ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé

ψ̃(t) = ψ(t)− µ(t)g′(x̄(t)) + µ̇(t)Γ′
1(x̄(t), ȳ(t)), (2.19)

îáå ôîðìû óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, òî åñòü èç îïðåäåëåíèÿ 8, è îáû÷íàÿ ôîðìà,
ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó ìîæíî ïåðåéòè îò îäíîãî íàáîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà ê äðóãîìó. Ïîäðîáíåå ñì. [56].

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîíÿòèþ 2-ðåãóëÿðíîñòè.

2.4 Óñëîâèÿ 2-ðåãóëÿðíîñòè è C1-íåïðåðûâíîñòè

äëÿ ìíîæèòåëÿ

Ðåàëèçàöèÿ íàøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé è àëãîðèòìà ïîòðåáóåò íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà äàííûå çàäà÷è. Â ýòîì ðàçäåëå òàêèå äîïîëíè-
òåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óòâåðæäåíè-
ÿìè î ñâîéñòâàõ ìíîæèòåëÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ âû÷èñëåíèé. Çäåñü è äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

U = {u ∈ Rm : φ(u) ≤ 0},

ãäå φ : Rm → Rq � çàäàííàÿ ãëàäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà
u ∈ U íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïðè óñëîâèè, ÷òî

dim imP (u)φ′(u) = |I(u)|,

ãäå I(u) = {i : φi(u) = 0 � ìíîæåñòâî àêòèâíûõ èíäåêñîâ, P (u) � äèàãîíàëüíàÿ
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû (i, j) êîòîðîé ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè, åñëè i ∈ I(u)
íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, è |M | îçíà÷àåò ìîùíîñòü äàííîãî ìíîæåñòâàM . Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ãðàäèåíòû àêòèâíîãî φi ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

×òî êàñàåòñÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà U , òî âåçäå âûäâèãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ãèïîòåçà.

Ïðåäïîëîæåíèå 2 Ëþáàÿ òî÷êà u ∈ U ðåãóëÿðíà.

Îñíîâíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, êîòîðîå íàêëàäûâàåòñÿ íà ôàçîâîå îãðàíè-
÷åíèå, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Îïðåäåëåíèå 9 Ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ 2-ðåãóëÿðíûìè, åñëè äëÿ
âñåõ x, y ∈ Rn è u ∈ U òàêèõ, ÷òî g(x) = Γ1(x, y) = Γ2(x, y, u) = 0, âûïîë-
íÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(Γ2)
′
u(x, y, u) /∈ imP (u)φ′(u). (2.20)

Ïîíÿòèå 2-ðåãóëÿðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì, êîòîðîå ëåã-
êî ïðîâåðèòü àïðèîðè äëÿ çàäàííûõ äàííûõ. Ýòîò ôàêò âàæåí ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðèëîæåíèé. Â òî æå âðåìÿ, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè
äîâîëüíî ñèëüíîå è ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ âî ìíîãèõ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ
ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, âñåãäà, åñëè ñóùåñòâóåò u0 ∈ U : |I(u0)| ≥ m). Â ïðèâå-
ä¼ííûõ íèæå äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ðåãóëÿðíîñòü îòíîñèòåëüíî
îïîðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé x̄(·), ȳ(·) è ū(·). Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå 2-
ðåãóëÿðíîñòè ìîæåò áûòü îñëàáëåíî ñ ãëîáàëüíîãî òèïà äî ëîêàëüíîãî. Îäíàêî
ëîêàëüíûé òèï óñëîâèÿ îáû÷íî íå ìîæåò áûòü ïðîâåðåí àïðèîðè, à òîëüêî â
õîäå âû÷èñëåíèÿ ýêñòðåìàëåé.

Íà÷íåì èçó÷åíèå ñ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, îïèñàííîãî â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè.
Òàêîé ñëó÷àé ìîæíî âñòðåòèòü â ïðèëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, òî èìååò ìåñòî â
çàäà÷å (2.4) ïðè p =∞.

Ëåììà 4 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f2(x, y, u) è φ(u) ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè ôóíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé óïðàâëåíèÿ u, à ôàçîâûå îãðàíè-
÷åíèÿ 2-ðåãóëÿðíû. Ðàññìîòðèì òî÷êó t0 ∈ [0, T ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî èíäåêñîâ I(ū(t)) íåïðåðûâíî â òî÷êå t0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗), óäîâëå-
òâîðÿþùåãî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà èç îïðåäåëåíèÿ 8, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
µ(t) â òî÷êå t = t0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî â [36].
Â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ëèíåéíîñòè íåÿñíî, êàê äîêàçàòü íåïðåðûâíóþ äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòü ìíîæèòåëÿ ïðè ïðåäëîæåííîé ãèïîòåçå. Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäÿ
èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé, ïðèäåòñÿ ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîé äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîë÷îê
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, â òî âðåìÿ êàê òàêîå òðåáîâàíèå ñëèøêîì îãðàíè÷è-
òåëüíî è íå èìååò îòíîøåíèÿ ê çàäà÷å ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ïîñêîëüêó
òîë÷îê (â îòëè÷èå îò óñêîðåíèÿ) îáû÷íî äîëæåí áûòü ðàçðûâíûì ïðè âûõîäå
íà ãðàíèöó ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, ÷òî áóäåò ÷èñëåííî ïîäòâåðæäåíî äàëåå. Òåì
íå ìåíåå, ñëåäóåò ïðåäëîæèòü íåêîòîðóþ îöåíêó äëÿ ñêà÷êà µ̇ â ìîìåíò âûõîäà
íà ãðàíèöó. Îáîçíà÷èì Y∗ = [0, T∗] è Y0 = {t ∈ Y∗ : g(x̄(t)) = 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî t ∈ Y0 èìååì Γ1(x̄(t), ȳ(t)) = 0. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïèðàòüñÿ
íà ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.
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Ïðåäïîëîæåíèå 3 Ìíîæåñòâî Y0 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
èíòåðâàëîâ.

Ýòà ãèïîòåçà òðåáóåò, ÷òîáû ÷èñëî òî÷åê êàñàíèÿ áûëî êîíå÷íûì. Íàïîìíèì,
÷òî òî÷êà τ = ∂Y0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïðåäïîëîæå-
íèå íå îãðàíè÷èâàåò âû÷èñëåíèÿ, ïîñêîëüêó êàñàíèå ãðàíèöû âñåãäà ïðîèñõîäèò
ñ íåêîòîðîé ¾íóëåâîé òî÷íîñòüþ¿.

Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà íà ñàìîì äåëå òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíîé â
îòíîøåíèè çàäà÷è î ðîáîòå (2.4), êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè.

Ïðåäïîëîæåíèå 4 Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ū(t) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûì.

Ìîæíî îöåíèòü ñêà÷îê ïðîèçâîäíîé ìíîæèòåëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ τ ∈ T0, òàêàÿ, ÷òî g(x̄(τ + ε)) < 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0,
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âûõîäà çà ãðàíèöó. Åñëè g(x̄(τ − ε)) < 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε > 0, òî íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû. Äëÿ äàííîé ôóíêöèè
ω(t) ïîëîæèì ω(τ+) = limt→τ+ è ω(τ−) = limt→τ− , åãî ïðàâûé è ëåâûé ïðåäåëû
â τ ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗) îïòèìà-
ëåí äëÿ çàäà÷è (2.6), è ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ 2-ðåãóëÿðíû. Ðàññìîòðèì òî÷êó
t0 ∈ Y0 âûõîäà çà ãðàíèöó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Γ2(x̄(t0), ȳ(t0), u
+
0 ) = 0, (2.21)

ãäå u+0 = ū(t+0 ).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (λ, ψ, µ), óäîâëåòâîðÿþùå-

ãî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà èç Îïðåäåëåíèÿ 1, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∆µ̇(t0) ≤ C ·
∣∣ψ(t0)− µ̇(t−0 )g′(x̄(t0)) + µ(t0)Γ

′
1(x̄(t0), ȳ(t0))

∣∣ , (2.22)

ãäå ∆µ̇ = µ̇(t−0 ) + µ̇(t+0 ), à C � ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ íå çàâèñèò
îò ìíîæèòåëåé.

Àíàëîãè÷íî, åñëè Γ2(x̄(t0), ȳ(t0), u
−
0 ) = 0, ãäå u−0 = ū(t−0 ), è t0 � òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé, òîãäà ó íàñ åñòü îöåíêà

∆µ̇(t0) ≤ C ·
∣∣ψ(t0)− µ̇(t+0 )g′(x̄(t0)) + µ(t0)Γ

′
1(x̄(t0), ȳ(t0))

∣∣ . (2.23)



Íåïðÿìîé ïîäõîä ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2 93

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî â [36].
Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîêà íå èìåþò ñìûñëà ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé, åñ-

ëè íå âû÷èñëÿòü ïðèñóòñòâóþùóþ â íèõ êîíñòàíòó C. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äà¼ò
âûðàæåíèå äëÿ òàêîé êîíñòàíòû, õîòÿ è ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå çîíû ðåãóëÿðíîñòè. Îïðåäåëèì

Φ(ξ, u) = max
d∈kerP (u)φ′(u),|d|=1

⟨(Γ2)
′
u(ξ, u), d⟩.

Çäåñü ìàêñèìóì ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Òîãäà ëåãêî
óâèäåòü, ÷òî Φ(ξ, u) ≥ 0. Ðàññìîòðèì ÷èñëî δ > 0. Òîãäà çîíîé ðåãóëÿðíîñòè
áóäåò ìíîæåñòâî òî÷åê

M(δ) =
{
(ξ, u) ∈ R2n × U : Φ(ξ, u) ≥ δ

}
,

â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî N ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà.
Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé ïðîöåññ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗). Îïðåäåëèì ïîñòîÿííûå

âåëè÷èíû
κ1 = max

t∈[0,T∗]

∣∣f ′ξ(x̄(t), ȳ(t), ū(t))∣∣ ,
κ2 = max

t∈[0,T∗]

∣∣(Γ2)
′
ξ(x̄(t), ȳ(t), ū(t))

∣∣ ,
κ3 = max

t∈[0,T∗]
|f ′u(x̄(t), ȳ(t), ū(t))| .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîãäà U è S êîìïàêòíû, à îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ëèíåéíîãî ðîñòà îòíîñèòåëüíî ξ, ýòè òðè îñòîÿííûå âåëè÷èíû ìîæíî
îöåíèòü ñ ïîìîùüþ îáùåé óíèâåðñàëüíîé ïîñòîÿííîé, äåéñòâèòåëüíîé äëÿ âñåõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x, y, u, è êîòîðàÿ ìîíîòîííî çàâèñèò îò T∗. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè T ≤ Tadm äëÿ íåêîòîðîãî àïðèîðè èçâåñòíîãî äîïóñòèìîãî ïåðåìåùåíèÿ âî
âðåìåíè Tadm, òî ïîñòîÿííûå κ1, κ2, κ3 ìîæíî çàìåíèòü óíèâåðñàëüíîé è àïðèîðè
çàäàííîé ïîñòîÿííîé κ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ.
(Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ κ ïîëó÷èòü ïðîñòî.)

Ëåììà 6 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (x̄(t), ȳ(t), ū(t)) ∈ M(δ) ∀t ∈ Y∗ äëÿ íåêîòîðîãî
δ > 0. Ïóñòü ε∗ � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû è âûõîäà ñ íåå 3, à s∗ � åäèíñòâåííûé
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

s (κ1 + κ2Ke
κ1s) = 1,

3Åñëè òàêèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷åê íå ñóùåñòâóåò, òîãäà ïîëîæèì ε∗ = +∞.
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ãäå K = κ3δ
−1.

Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 2, îïðåäåëèì

C =
2Keκ1τ∗

2τ∗ −Kκ2τ 2∗ eκ1τ∗
,

ãäå τ∗ = min{s∗, ε∗}.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî â [36].
Ââåäåíèå çîíû ðåãóëÿðíîñòè ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ íåêîòîðîé àäàïòèâíîñòè

âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â äàííîé ðàáîòå. Íàðÿäó ñ îïðåäåëåíè-
åì 1 ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå ïîíÿòèå 2-ðåãóëÿðíîñòè. Ïóñòü Y0(ε)
îáîçíà÷àåò ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà àêòèâíûõ òî÷åê Y0.

Îïðåäåëåíèå 10 Ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗) íàçûâàåòñÿ 2-ðåãóëÿð-
íûì îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà δ > 0 è σ > 0
òàêèå, ÷òî

(x̄(·), ȳ(·), ū(·)) ∈M(δ) ∀t ∈ Y0(δ). (2.24)

×èñëà δ è σ ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè àäàïòèâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà,
ïðåäëàãàåìîãî äàëåå. Ïîíÿòèå 2-ðåãóëÿðíîñòè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ èìååò ëî-
êàëüíûé õàðàêòåð è îíî íå ïîääàåòñÿ àïðèîðíîé ïðîâåðêå, â îòëè÷èå îò ïîíÿ-
òèÿ 2-ðåãóëÿðíîñòè èç Îïðåäåëåíèÿ 2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì è ëåãêî
ïîäòâåðæäàåòñÿ èëè îòáðàñûâàåòñÿ çàðàíåå. Â òî æå âðåìÿ óñëîâèå (2.21) â îá-
ùåé ñèòóàöèè âûãëÿäèò îãðàíè÷èâàþùèì4. Îäíàêî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3,
ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû 2, êîòîðûé íå îñíîâàí íà (2.21).

Ñëåäñòâèå 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗) îïòè-
ìàëåí è ÿâëÿåòñÿ 2-ðåãóëÿðíûì îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Òîãäà äëÿ
êàæäîé òî÷êè t0 ∈ Y0 âûõîäà çà ãðàíèöó èìååò ìåñòî îöåíêà (2.22), à äëÿ
êàæäîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû îöåíêà (2.23), â êîòîðîé

C =
2Keκ1τ∗

2τ∗ −Kκ2τ 2∗ eκ1τ∗
,

ãäå τ∗ = min{s∗, ε∗, σ}, à K, s∗, ε∗ îïðåäåëåíû â ëåììå 3.

4Ýòî óñëîâèå çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå íåïðåðûâíî â òî÷êàõ
ñîïðÿæåíèÿ. Âîïðîñ íåïðåðûâíîñòè óïðàâëåíèÿ îáñóæäàåòñÿ äàëåå.
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Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê â ëåììàõ 2 è 3.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå 2-ðåãóëÿðíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ëþáîì çàäàí-

íîì ïîäèíòåðâàëå [a; b] ⊆ Y∗, êîòîðûé îõâàòûâàåò íåêîòîðûå çàäàííûå òî÷êè
ñòûêà. Òîãäà êîíñòàíòû δ è σ çàâèñÿò îò [a; b]. Áîëåå òîãî, äëÿ çàäàííîé òî÷êè
ñòûêà t0 ìîæíî èìåòü ñâîè ñîáñòâåííûå δ è σ, ïîñêîëüêó àðãóìåíòû ñëåäñòâèÿ
1 äîëæíû, ïî ñóòè, âûïîëíÿòüñÿ íà ïîäèíòåðâàëå [t0 − σ, t0], åñëè t0 � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû, è íà [t0; t0 + δ], åñëè t0 � òî÷êà âûõîäà ñ ãðàíèöû. Ýòî çà-
ìå÷àíèå ïðèâîäèò ê âîïðîñó îá àäàïòèâíîñòè, ïîñêîëüêó äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
ñîåäèíåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçíûå δ è σ, ÷òî ìîæåò óëó÷øèòü îñíîâíóþ êîíñòàíòó x
â (2.23) äëÿ êîíêðåòíîé çàäàííîé òî÷êè ñîåäèíåíèÿ t0. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñ-
íî âû÷èñëèòåëüíîìó àëãîðèòìó, ïðåäëîæåííîìó â äàííîé ðàáîòå, íåîáõîäèìî
îáíîâëÿòü δ è σ âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî ïðîöåññà, îñîáåííî â òî÷-
êàõ ñîåäèíåíèÿ. Â ýòèõ òî÷êàõ àëãîðèòìó íåîáõîäèìî çíàòü âåðõíþþ ãðàíèöó
äëÿ ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ìíîæèòåëÿ. Çàòåì âûçûâàåòñÿ óñëîâèå 2-ðåãóëÿðíîñòè
âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè δ è σ.

Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì ñëó÷àé âñòðå÷è ñ ãðàíèöåé â íåêîòîðîé òî÷êå ïå-
ðåñå÷åíèÿ t0. Â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ ñòðåëüáîé êàíäèäàò íà ýêñòðåìàëüíîñòü
âû÷èñëåí äëÿ t < t0, òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè δ è σ äëÿ t0. Òîãäà óäåò èçâåñòíà
ïîñòîÿííàÿ â (2.23). Â òî æå âðåìÿ âû÷èñëÿåòñÿ µ(t) ïîêà òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò
âäîëü ãðàíèöû. Òàêèì îáðàçîì, ñêà÷îê µ̇ â t0 èçâåñòåí, è íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü,
ñîîòâåòñòâóåò ëè îí îöåíêå (2.23) åñëè íåò, òî òåêóùèé óãîë ñòðåëüáû ñëåäóåò
îòáðîñèòü. Ïîñëå òîãî, êàê òî÷êà ïîêèäàåò ãðàíèöó, ìû ïðîäîëæàåì îòñëåæè-
âàòü çîíó ðåãóëÿðíîñòè, òî åñòü óñëîâèå (x̄(·), ȳ(·), ū(·)) ∈ M(δ), ÷òîáû ïîíÿòü
íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå σ. Ïóñòü ïåðâûé âûõîä èç çîíû ðåãóëÿðíîñòè îáîçíà÷åí
êàê t∗, òî åñòü ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà t∗ > t0 è Φ(x̄(t∗), ȳ(t∗), ū(t8) = δ. Êàê
òîëüêî t∗ − t0 ≥ τ∗, âñå ïðàâèëüíî, è ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ. Åñ-
ëè t∗ − t0 < τ∗, òî íåîáõîäèìî ïîâòîðíî âû÷èñëèòü êîíñòàíòó C, óêàçàííóþ
âûøå, çàìåíèâ τ∗ åå çíà÷åíèåì σ = t∗ − t0. Íîâîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû áîëüøå
ñòàðîãî çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàëüíîñòü ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé óâåëè÷èâàåòñÿ
ââèäó ïîñòîÿííîãî îáíîâëåíèÿ êîíñòàíòû. Ïðè ýòîì, åñëè ïîñòîÿííàÿ C äîñòèã-
íåò íåêîòîðîãî âåðõíåãî ïðåäåëà L, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åù¼ îäèí
ïàðàìåòð ìåòîäà, òî ïðîãðàììà ôîðìèðóåò ñëåäóþùåå âûõîäíîå ñîîáùåíèå:

Îøèáêà óãëà íà ãðàíèöå! Ïîæàëóéñòà, óâåëè÷üòå çîíó ðåãóëÿðíîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èçáåæàòü âîçíèêàþùåé îøèáêè, óìåíüøèâ
÷èñëî δ. Â ýòîì ñìûñëå ïîíèìåòñÿ àäàïòèâíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäõîäå, îñíîâàííîì íà çîíå ðåãóëÿðíîñòè, óñëîâèå (2.21)
óæå èçáûòî÷íî, è òåì ñàìûì ãèïîòåçà 3 òàêæå ìîæåò áûòü ñíÿòà, ïîñêîëüêó îíè
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áûëè ñâÿçàíû ïðè èñïîëüçîâàíèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû 3 èëè
ñëåäñòâèÿ 1 ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû òîëüêî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû àïðèîðè. Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ î íåêîòîðûõ
àïðèîðíûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
îñòà¼òñÿ àêòóàëüíûì äëÿ ïðèëîæåíèé. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå
î êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âûäâèíóòîå â Ãèïîòåçå
3, âûïîëíÿåòñÿ â çàäà÷å î ðîáîòå (2.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû
Ëåáåãà.

Ëåììà 7 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî U ñòðîãî âûïóêëî, à
f2(x; y;u) ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî u. Òîãäà ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå ū(t) íåïðå-
ðûâíî â ëþáîé òî÷êå t0, â êîòîðîé

ψ2(t) + µ(t)(Γ1)
′
y(x̄(t0), ȳ(t0)) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ìàê-
ñèìóìà (2.9), òîãî ôàêòà, ÷òî µ(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, à òàêæå èç
ôîðìóëû

Γ2(x, y, u) = ⟨Γ′
1(x, y), f(x, y, u)⟩.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñòðîãî âûïóêëî, àðãìàêñèìóì
ëèíåéíîé íåíóëåâîé ôóíêöèè â (2.9) åäèíñòâåíåí. Ñëåäîâàòåëüíî, îí íåïðåðûâ-
íî çàâèñèò îò âðåìåíè, êàê è òðàåêòîðèÿ è ìíîæèòåëè.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî ñêà÷êè ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî â íóëÿõ ôóíêöèè

α(t) = ψ2(t) + µ(t)(Γ1)
′
y(x̄(t), ȳ(t)).

Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î òîì, ìîæåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ îáðà-
ùàòüñÿ â íóëü íà âñåì ïîäèíòåðâàëå, íî íå â îäíîé òî÷êå. ×òîáû îòâåòèòü íà
ýòîò âîïðîñ, ñíà÷àëà ðàññìîòðèì áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè.

Ëåììà 8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ (x̄(·), ȳ(·), ū(·), T∗) îïòèìà-
ëåí è ÿâëÿåòñÿ 2-ðåãóëÿðíûì îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Òîãäà âû-
ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè

ψ(t)− µ̇(t)g′(x̄(t)) + µ(t)Γ′
1(x̄(t), ȳ(t)) ̸= 0, ∀t ∈ Y∗. (2.25)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 3, çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ è òåõ æå àðãóìåíòîâ, ïðèâåä¼ííûõ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü (2.25) íå âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå t0. Ïðèìåíÿÿ òîò æå ïðè¼ì,
÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ̇(t0) = µ(t0) = 0, è òîãäà
ψ(t0) = 0. Òîãäà, ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, èìååì λ = 0. Èñïîëüçóÿ íåðàâåí-
ñòâî Ãðîíóîëëà, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî µ(t) = |ψ(t)| = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t0 + ε0]
äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ε0 > 0. Â òî æå âðåìÿ ÷èñëî ε0 ìîæåò áûòü âûáðàíî ðàâ-
íîìåðíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Y0 ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î 2-ðåãóëÿðíîñòè.
Äëÿ òåõ ÷àñòåé, ãäå t /∈ Y0, ìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñ ó÷åòîì
çàìå÷àíèÿ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, âñå ìíîæèòåëè îá-
ðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íóëåé Z = {t ∈ Y∗ : α(t) = 0}. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî l(Z) > 0. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíþ òåõíèêó âû÷èñëåíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü

α̇(t) = ψ̇2(t) + µ̇(t)(Γ1)
′
y(t) + µ(t)(Γ1)

′′
ξy(t)f(t) =

= −ψ(t)f ′y(t)− µ(t)(Γ2)
′
y(t) + µ̇(t)g′(t)f ′y(t) + µ(Γ2)

′
y(t)− µΓ′

1(t)f
′
y(t) =

= −
(
ψ(t)− µ̇(t)g′(t) + µ(t)Γ′

1(t)
)
f ′y(t) = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ y ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ëåìì 4 è 5 ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå, êîòîðîå ìîæåò îáîñíîâàòü âûäâèíóòóþ Ãèïîòåçó 3 äëÿ çàäà÷è óïðàâ-
ëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì (2.4).

Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü det(f1)
′
y(x̄(t), ȳ(t)) ̸= 0 ∀t ∈ Y∗. Òîãäà ìíîæåñòâî íóëåé

ôóíêöèè α(t) èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà, òî åñòü l(Z) = 0. Ýêñòðåìàëüíîå
óïðàâëåíèå ñòðîãî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå t /∈ Z, òî åñòü çàìûêàíèå îò-
íîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ìíîæåñòâîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ñêà÷êè ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêæå ìîãóò
âîçíèêàòü â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ, åñëè α(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ïåðåñå÷åíèè
ãðàíèöû èëè âûõîäå çà å¼ ïðåäåëû. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå det(f1)

′
y(x̄(t), ȳ(t)) ̸= 0

èìååò çíà÷åíèå íåâûðîæäåííîãî óñëîâèÿ 1-ãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó
óñëîâèÿ 2-ðåãóëÿðíîñòè, ïðåäñòàâëåííîãî â îïðåäåëåíèè 3, ñèëüíàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ òî÷åê â Y∗.

Äàëåå ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ áóäóò ïðî-
âåðåíû îáñóæäàåìûå âûøå óñëîâèÿ è ïîñòðîåíà çîíà ðåãóëÿðíîñòè.
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2.5 Àëãîðèòì ìåòîäà ñòðåëüáû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåí àëãîðèòì ìåòîäà ñòðåëüáû äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ãëóáèíû 2.

Àëãîðèòì

Øàã 1. Íà÷àëî. Ñòðåëÿåì èç íà÷àëüíîé òî÷êè âïåðåä âî âðåìåíè èç ñôåðû
S3: |ψ1(0)|2 + |ψ2(0)|2 = 1. Óñòàíîâèòü µ(0) = µ̇(0) = 0. Òîãäà µ(t) ÿâëÿåòñÿ
óáûâàþùåé îòðèöàòåëüíîé êîíå÷íîé ôóíêöèåé.

Øàã 2. Âûõîä íà ãðàíèöó â òî÷êå t0. Ïðîâåðèòü óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ
ãðàíèöû â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ïî ñëåäóþùèì êðèòåðèÿì

g(x̄(t0)) = Γ1(x̄(t0), ȳ(t0)) = 0⇔ |x̄(t0)| = R, ⟨x̄(t0), ȳ(t0)⟩ = 0,

òî åñòü, 2 óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîïîëíåíû åùå îäíèì óðàâíåíèåì

Γ2(x̄(t0), ȳ(t0), ū(t0)) = 0⇔ |ȳ(t0)|2 + ⟨x̄(t0), ū(t0)⟩ = 0,

ïðè α(t0) ̸= 0. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñâÿçàíî ñ íåïðåðûâíîñòüþ ýêñòðåìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ (ëåììà 4). Çäåñü t0 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû.

Â ýòîé òî÷êå èìååò ìåñòî îöåíêà (2.23), çàïèñàííàÿ â ñëåäóþùåì âèäå

∆µ̇ ≤ C
√
|ψ1(t0)− µ̇(t+0 )x̄(t0) + µ(t0)ȳ(t0)|2 + |ψ2(t0)− µ(t)x̄(t0)|2,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íàéäåíà ïî ôîðìóëå

C =
2Keκ1τ∗

2τ∗ −Kκ2τ 2∗ eκ1τ∗
,

ãäå τ∗ = min{s∗, ε∗, σ}, à K, s∗, ε∗ îïðåäåëåíû â ëåììå 3.
Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òåêóùèé âûñòðåë îòáðàñûâàåòñÿ.
Øàã 3. Ñëåäîâàíèå ïî ãðàíèöå. Âû÷èñëèòü µ(t), èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ

ôîðìóëó, è ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè ýòà ôóíêöèÿ èçâåñòíûì ñâîéñòâàì.
Òîãäà òðàåêòîðèÿ âûñòðåëà ïðîõîäèò âäîëü ãðàíèöû.

Øàã 4. Âûõîä ñ ãðàíèöû. Îðãàíèçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ñòðåëüáó ñ ãðà-
íèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîì øàãå íà ãðàíèöå ìû ïðîäîëæàåì µ(t) êàê
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ñ óãëîì îòêëîíåíèÿ, âû÷èñëåííûì ïî ôîðìóëå

∆µ̇ ≤ C
√
|ψ1(t0)− µ̇(t−0 )x̄(t0) + µ(t0)ȳ(t0)|2 + |ψ2(t0)− µ(t)x̄(t0)|2.
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Â òî æå âðåìÿ, â ïðîäîëæåíèå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ â
ñìûñëå ïîäòâåðæäåíèÿ âûõîäà çà ïðåäåëû ãðàíèöû è çîíû ðåãóëÿðíîñòè. Åñëè
ðåãóëÿðíîñòü íå âûïîëíÿåòñÿ, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü äåéñòâèå, îïèñàííîå ðàíåå
â Ðàçäåëå 2.4.

Øàã 5. Ïîïàäàíèå â öåëü. Òå óãëû ñ êîòîðûìè ìîæíî ïîðàçèòü öåëü
x(τ) = B ïðè ñòðåëüáå äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ τ > 0 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
ε0 è τ < Tadm, è òàêèå, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (2.27), ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ýêñòðåìàëüíûå âìåñòå ñ âû÷èñëåííîé òðàåêòîðèåé x(t) è óïðàâëåíèåì u(t), â òî
âðåìÿ âðåìÿ τ çàäàåòñÿ â êà÷åñòâå òåêñòîâîãî çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî âðåìåíè
TEXT .

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû. Ïîñëå âûáîðà ýêñòðåìà-
ëè ìîæíî íàéòè ðåøåíèå, íàéäÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå TEXT .

2.6 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó Íüþòîíà îá îïòèìàëüíîì âðåìåíè ñ çàäàííûì
íà ïëîñêîñòè ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì

T → min,

ẋ(t) = y(t),

ẏ(t) = u(t),

x(0) = A, x(T ) = B,

y(0) = 0,

|u(t)| ≤ 1,

|x(t)| ≥ R,

(2.26)

ãäå x, y, u ∈ R2, t ∈ [0, T ]. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äâèãàòüñÿ ïî çàêî-
íó Íüþòîíà è îáîéòè ïðåïÿòñòâèå â âèäå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R íà ïëîñêîñòè.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî òàêæå íàçâàòü êðàò÷àéøåé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Âíåøíÿÿ ÷àñòü îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíà íåðàâåíñòâîì
1
2
|x(t)|2 ≥ R2

2
. Ýòî ïîëåçíî äëÿ íåêîòîðîãî óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè 1-ãî ïîðÿäêà ñïðàâåäëèâî âåçäå
â (2.26), ò.å. det(f1)

′
y ̸= 0. Âû÷èñëèì çîíó ðåãóëÿðíîñòè M(δ). Ñîãëàñíî (2.26)

èìååì g(x) = 1
2
(R2 − |x|2) è φ(u) = |u|2 − 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

Γ1(x, y) = −⟨x, y⟩ è Γ2(x, y, u) = −|y|2 − ⟨x, u⟩.
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Òàêèì îáðàçîì,

Φ(x, u) =

{
|x|, åñëè |u| < 1,

|⟨x, u⊥⟩|, åñëè |u| = 1.

Ïîñêîëüêó |x| ≥ R, íåðåãóëÿðíîñòü ìîæåò âîçíèêàòü òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, ãäå
|u| = 1 è ⟨x, u⊥⟩ = 0, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â M(δ) äëÿ ëþáîãî δ > 0. Òî åñòü,
êîãäà u = ± x

|x| . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíàÿ çîíà ðåãóëÿðíîñòè â äàííîì ñëó÷àå � ýòî
ìíîæåñòâî òî÷åê

(x, u) : u ̸= ± x

|x|
, |u| = 1.

Åñëè ýêñòðåìàëüíûé ïðîöåññ ïîëíîñòüþ âõîäèò â ýòî ìíîæåñòâî (è, ñëåäî-
âàòåëüíî, â M(δ) äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0), òî ïðåäëîæåííûé
çäåñü âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä êîððåêòåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ2(x, y, u) = 0 â òî âðåìÿ êàê |x| = R. Ýòî ñîîòâåòñòâó-
åò ñèòóàöèè êîãäà ðîáîò îñòàåòñÿ íà ãðàíèöå. Ðàññìîòðèì íåðåãóëÿðíóþ òî÷-
êó (x, u). Òîãäà, u = − x

|x| è |x| = |y|
2 = R â òî âðåìÿ êàê çîíà ðåãóëÿðíîñòè

íåñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå u = x
|x| íåäîñòèæèìî, êîãäà òðàåê-

òîðèÿ íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå. Ìîæåò ëè êàêàÿ-òî ÷àñòü äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè
x(t) íà ãðàíèöå ïîëíîñòüþ âûõîäèòü çà ïðåäåëû çîíû ðåãóëÿðíîñòè? Îòâåò ïî-
ëîæèòåëüíûé. Ïóñòü

ẍ(t) = u(t) = −x(t)
R

ëÿ âñåõ t ∈ [a, b] äëÿ íåêîòîðîãî a < b. Òîãäà ìû èìååì äåëî ñ ðàâíîìåðíûì
êðóãîâûì äâèæåíèåì, è ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ, íàïðèìåð, ìîæåò áûòü

x(t) =

[
R cos t√

R

R sin t√
R

]
, y(t) =

[
−
√
R sin t√

R√
R cos t√

R

]
, u(t) =

[
− cos t√

R

− sin t√
R

]

Î÷åâèäíî, ÷òî (x(t), y(t), u(t)) /∈M(δ) ∀δ > 0, ∀t ∈ [a, b].
Òåì íå ìåíåå, ìîæåò ëè òàêîé äîïóñòèìûé ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ áûòü ÷àñòüþ

ðåøåíèÿ? Îòâåò, î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíûé. Íà îêðóæíîñòè ìîæíî ïðåäëîæèòü
áîëåå áûñòðîå è ñëîæíîå êðóãîâîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì óñêîðåíèå íå íàïðàâ-
ëåíî ê öåíòðó îêðóæíîñòè, à íîðìà ñêîðîñòè íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýêñòðåìàëè, êàê ïðàâèëî, íå äîëæíû ïîêèäàòü çîíó
ðåãóëÿðíîñòèM(δ) ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ
ïîñëåäóþùèìè ðàñ÷åòàìè.

Äàëåå ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê çàäà÷å (2.26). Èìååì

H(x, y, u, ψ, µ) = ⟨ψ1, y⟩+ ⟨ψ2, u⟩ − µ(|y|2 + ⟨x, u⟩)
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Òàêèì îáðàçîì,
ψ̇1(t) = µ(t)ū(t)

ψ̇2(t) = −ψ1(t) + 2µ(t)ȳ(t)

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ñëåäóåò

max
|u|≤1
⟨ψ2(t)− µ(t)x̄(t), u⟩ = ⟨ψ2(t)− µ(t)x̄(t), ū(t)⟩ ⇒

⇒ ū(t) =
ψ2(t)− µ(t)x̄(t)
|ψ2(t)− µ(t)x̄(t)|

, ∀t : α(t) ̸= 0,

ãäå α(t) = ψ2(t)− µ(t)x̄(t).
Íà ëþáîì ãðàíè÷íîì èíòåðâàëå, íà êîòîðîì α íå èìååò íóëåé, èìååì

|ȳ(t)|2 + ⟨x̄(t), ū(t)⟩ = 0⇒

⇒ ⟨ū(t), x̄(t)⟩ = ⟨ψ2(t)− µ(t)x̄(t), x̄(t)⟩
|ψ2(t)− µ(t)x̄(t)|

= −|y(t)|2.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ìû ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî µ

R2r(t)µ2 − 2β(t)r(t)µ+ |ȳ(t)|4|ψ2(t)|2 − (β(t))2 = 0,

ãäå
r(t) = |ȳ(t)|4 −R2, β(t) = ⟨ψ2(t), x̄(t)⟩.

Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ëèøíåãî êîðíÿ (ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé r ≤ 0)
ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ìíîæèòåëÿ µ(t) íà ãðàíèöå ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ

µ(t) =
β(t)r(t)− |ȳ(t)|2

√
r(t) ((β(t))2 − |ψ2(t)|2R2)

R2r(t)
.

Çàìåòèì, ÷òî íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî |β(t)| ≤ |ψ2(t)|R è |ȳ(t)|2 ≤ R. Òîãäà äèñêðèìèíàíò D íåîòðèöàòåëåí. Â
òî æå âðåìÿ, åñëè r(t) = 0, ðåøåíèå íåâîçìîæíî. Ýòîò ñëó÷àé, îäíàêî, ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷êàì (x, u), â êîòîðûõ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêæå
ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî µ(t) � ýòî âîçðàñòàþùàÿ, êîíå÷íàÿ è íåïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ â òåîðåìå 1. Ýòî óñëîâèå ìîæåò ñëóæèòü äîïîëíèòåëüíûì ôèëüòðîì
äëÿ îòáðàñûâàíèÿ çàâåäîìî íåâåðíûõ óãëîâ ñòðåëüáû.

Äàëåå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü µ̇ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ îöåíêè (2.23) è äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ ñòðåëüáû ñ ãðàíèöû. Èìååì

µ̇ =
(β̇r + βṙ − ṙq+|ȳ|4q̇

2
√
D

)R2r − (βr +
√
D)R2ṙ

R4r2
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ãäå
q = r(β2 − |ψ2|2R2),

q̇ = ṙ(β2 − |ψ2|2R2) + r(2ββ̇ − 2⟨ψ2, ψ̇2⟩R2),

β̇ = ⟨ȳ, ψ2⟩+ ⟨ψ̇2, x̄⟩,
ψ̇2 = −ψ1 + 2µȳ,

ṙ = 4|y|2⟨ȳ, ū⟩,
D = r

(
β2 − |ψ2|2R2

)
.

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè.
Èç óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè, ïîñêîëüêó µ(T∗) = 0, ïîëó÷àåì

ψ2(T∗) = 0, ⟨ψ1(T∗), ȳ(T∗)⟩ = λ ≥ 0. (2.27)

Íàêîíåö, áûëî áû òàêæå óìåñòíî îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå, ââåä¼ííûå â ðàç-
äåëå 2.6. Äëÿ çàäà÷è (2.26), î÷åâèäíî, ïðèíÿòü κ1 = κ3 = 1 è κ2 = 1 + 2c, ãäå
c îãðàíè÷èâàåò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè y: ÿñíî, ÷òî c ≤ T∗. Ïîëîæèì
ε∗ = σ = +∞, åñëè îæèäàåì, ÷òî óñêîðåíèå íå êîëëèíåàðíî ïîëîæåíèþ ðîáîòà
(ñì. âûøå îáñóæäåíèå âîïðîñà ðåãóëÿðíîñòè). Òîãäà τ∗ = s∗, è, ðàññìàòðèâàÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîå äîïóñòèìîå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ Tadm òàêîå, ÷òî T∗ ≤ Tadm,
÷èñëî s∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì ñëåäóþùåãî íåëèíåé-
íîãî óðàâíåíèÿ

s (δ + (1 + 2Tadm)e
s) = δ.

Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòó Ñ â (2.23) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

C =
2δ−1eT∗

2τ∗ − δ−1(1 + 2Tadm)τ 2∗ e
t∗
.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî δ > 0 ñëóæèò ïàðàìåòðîì ìåòîäà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò íåêî-
òîðóþ àäàïòèâíîñòü â òîì ñìûñëå, ÷òî δ âñåãäà ìîæíî óìåíüøèòü ïðè íåîáõî-
äèìîñòè. Îäíàêî áîëüøèå çíà÷åíèÿ δ−1 ïîäðàçóìåâàþò ðîñò âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè. Â òî æå âðåìÿ áîëüøèå δ óìåíüøàþò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, è òîãäà
íåêîòîðûå ýêñòðåìàëè ìîãóò áûòü ïîòåðÿíû.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ïðåä-
ëîæåííûì ìåòîäîì è áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ðèñ. 2.3�2.6.
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Ðèñ. 2.3: Âû÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.26) ñ òî÷íîñòüþ 0, 075. Ïîêàçàíà îï-
òèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ðîáîòà. Ïðåïÿòñòâèå ïîêàçàíî ñïëîøíûì ñåðûì öâåòîì.

Ðèñ. 2.4: Âû÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.26) ñ òî÷íîñòüþ 0, 075. Ïîêàçàíà ýâî-
ëþöèÿ âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ìåðû-ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà µ(t).
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Ðèñ. 2.5: Âû÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.26) ñ òî÷íîñòüþ 0, 0375. Ïîêàçàíà îï-
òèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ðîáîòà. Ïðåïÿòñòâèå ïîêàçàíî ñïëîøíûì ñåðûì öâåòîì.

Ðèñ. 2.6: Âû÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.26) ñ òî÷íîñòüþ 0, 0375. Ïîêàçàíà ýâî-
ëþöèÿ âäîëü ýòîé òðàåêòîðèè ìåðû-ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà µ(t).

2.7 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2)

ẋ(t) = y(t),
ẏ(t) = u(t).

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìîäåëüþ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî øèðîêî
ïðèìåíÿåòñÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð (ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé
ðåãóëÿòîð). Ýòà ñâÿçü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ñèñòåìà îïèñûâàåò äèíàìèêó âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ãäå óïðàâëåíèå âîçäåéñòâóåò íà óñêîðåíèå, à îñíîâíàÿ öåëü �
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ñòàáèëèçàöèÿ ïîëîæåíèÿ èëè ñëåæåíèå çà çàäàííîé òðàåêòîðèåé. Åå ðåøåíèå
âîçìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðè ïðîñòûõ u(t), à ïðè íàëè÷èè öåëåé óïðàâëåíèÿ �
ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. ×èñëåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò
ðåøàòü çàäà÷è â ðåàëüíîì âðåìåíè. Ïîíèìàíèå ýòîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî äëÿ
ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ñèñòåì àâòîìàòèêè è ðîáîòîâ, ãäå òî÷íîå è ïëàâ-
íîå óïðàâëåíèå äâèæåíèåì êðèòè÷åñêè âàæíî.

Ýòî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàïèñàííàÿ â ôîðìå
ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Îíà îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìûé äâîéíîé èíòåãðàòîð,
ãäå

� x(t) � ïîëîæåíèå (èëè ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ), � y(t) � ñêîðîñòü (âòî-
ðàÿ ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿíèÿ), � u(t) � óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå (îáû÷íî óñêîðå-
íèå).

Äàííûé òèï ñèñòåìû ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ðîáîòîòåõíèêå è óïðàâëåíèè äâè-
æåíèåì, ïëàíèðîâàíèè òðàåêòîðèé, çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (íàïðè-
ìåð, ìèíèìèçàöèÿ ýíåðãèè èëè âðåìåíè), â ìåòîäàõ óïðàâëåíèÿ. Íà ïðàêòèêå
òàêèå ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ â àâòîìîáèëüíîé ïðîìûøëåííîñòè (äëÿ óïðàâëå-
íèÿ ñêîðîñòüþ è îñòàíîâêîé, íàïðèìåð, êðóèç-êîíòðîëü, ïàðêîâêà; â àíòèáëî-
êèðîâî÷íûõ ñèñòåìàõ (ABS), ïðè óïðàâëåíèè äâèãàòåëåì), àâèàöèè è êîñìî-
íàâòèêå (ñòàáèëèçàöèÿ óãëîâ òàíãàæà, êðåíà, âûñîòû, ïðè ïîñàäêå àïïàðàòîâ
ñ îãðàíè÷åííûì óñêîðåíèåì), ïðîìûøëåííîé àâòîìàòèêå (â ñèñòåìàõ òî÷íîãî
ïîçèöèîíèðîâàíèÿ, ïðè ðåãóëèðîâàíèè òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ, ðàñõîäà, óðîâ-
íÿ), â ðîáîòàõ (ïðè óïðàâëåíèè ñêîðîñòüþ ìîòîðîâ, ïîçèöèîíèðîâàíèè ìàíèïó-
ëÿòîðîâ, áàëàíñèðîâàíèè, íàïðèìåð, â ñåãâåÿõ), áûòîâîé òåõíèêå (òåðìîñòàòû,
ñòèðàëüíûå ìàøèíû, êîíäèöèîíåðû) è ïð.

ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð (ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèðóþùèé ðåãóëÿ-
òîð) � ýòî óñòðîéñòâî â ñèñòåìå àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ,
êîòîðîå ôîðìèðóåò óïðàâëÿþùèé ñèãíàë ñ öåëüþ òî÷íîãî è êà÷åñòâåííîãî ïîä-
äåðæàíèÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ êîíòðîëèðóåìîãî ïàðàìåòðà.

ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ êëþ÷åâûõ çàäà÷:
� ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåìû, ò.å. óäåðæàíèå îáúåêòà â çàäàííîì ñîñòîÿíèè (íà-

ïðèìåð, ïîääåðæàíèå òåìïåðàòóðû, óðîâíÿ æèäêîñòè, ïîëîæåíèÿ);
� ñëåæåíèå çà çàäàííîé òðàåêòîðèåé, ò.å. îáåñïå÷åíèå äâèæåíèÿ îáúåêòà ïî

çàðàíåå çàäàííîìó çàêîíó (íàïðèìåð, äâèæåíèå ðîáîòà ê öåëè);
� êîìïåíñàöèÿ âîçìóùåíèé, ò.å. ïîäàâëåíèå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (âåòåð, òðå-

íèå, íàãðóçêà), êîòîðûå îòêëîíÿþò ñèñòåìó îò æåëàåìîãî ïîâåäåíèÿ;
� óñòðàíåíèå ñòàòè÷åñêîé îøèáêè, èíòåãðàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîçâîëÿåò

ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü ïîñòîÿííîå îòêëîíåíèå, íåäîñòèæèìîå ïðè èñïîëüçîâàíèè
òîëüêî ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðåãóëÿòîðà.
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Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìàëèçàöèþ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà â íåïðåðûâ-
íîé è äèñêðåòíîé ôîðìàõ, à òàêæå ïðèìåíåíèå ê ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Íåïðåðûâíàÿ ôîðìà ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà. Ïóñòü e(t) ∈ R � îøèáêà óïðàâëåíèÿ â
ìîìåíò âðåìåíè t, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ðàçíîñòü ìåæäó çàäàííûì çíà÷åíèåì xref(t)
è òåêóùèì ñîñòîÿíèåì x(t)

e(t) = xref(t)− x(t).

Öåëü óïðàâëåíèÿ � àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå ïîëîæåíèÿ x(t) ê çàäàííî-
ìó çíà÷åíèþ xref ∈ R, ïðè ýòîì xref = const, ò.å. ñäåëàòü e(t) → 0 ïðè t → ∞ ñ
òðåáóåìûìè äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (áûñòðîäåéñòâèå, îòñóòñòâèå ïåðåðåãó-
ëèðîâàíèÿ è ò.ä.).

Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u(t) ∈ R ôîðìèðóåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó �
ýòî ñóììà òðåõ êîìïîíåíòîâ, óìíîæåííûõ íà ñâîè êîýôôèöèåíòû óñèëåíèÿ

u(t) = Kpe(t) +Ki

∫ t

0

e(τ) dτ +Kd
de(t)

dt
, (2.28)

ãäå Kp > 0 � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, Ki > 0 � êîýôôè-
öèåíò èíòåãðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, Kd > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôåðåíöèàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé.

Äèñêðåòíàÿ ôîðìà ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà. Â öèôðîâûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîð ðåàëèçóåòñÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Ïóñòü tk = kh, ãäå h > 0 � øàã
äèñêðåòèçàöèè, k = 0, 1, 2, . . .

Îáîçíà÷èì
� ek = e(tk) = xref − xk,
� uk = u(tk), òîãäà äèñêðåòíûé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ìîæåò áûòü çàïèñàí â ïîçè-

öèîííîé ôîðìå

uk = Kpek +Kih
k∑

i=0

ei +Kd
ek − ek−1

h
,

ãäå ñóììà àïïðîêñèìèðóåò èíòåãðàë, à êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü � ïðîèçâîäíóþ.
Àëüòåðíàòèâíî, èñïîëüçóåòñÿ ïðèðàù¼ííàÿ ôîðìà (velocity form), óäîáíàÿ

äëÿ ðåàëèçàöèè â ìèêðîêîíòðîëëåðàõ

∆uk = uk − uk−1

= Kp(ek − ek−1) +Kih ek +Kd
ek − 2ek−1 + ek−2

h
,

è òîãäà
uk = uk−1 +∆uk.
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Ïðèìåíåíèå ê ñèñòåìå ẋ = y, ẏ = u. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ïîëî-
æåíèÿ xref = const. Òîãäà

de(t)

dt
= −y(t).

Ïîäñòàâëÿÿ u(t) â äèíàìèêó ñèñòåìû (2.28), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ė(t) = ẋref(t)− y(t), ë(t) = ẍref(t)− u(t),

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû:

ë(t) +Kdė(t) +Kpe(t) +Ki

∫ t

0

e(τ) dτ = ẍref(t)

èëè

u(t) = Kp(xref − x(t)) +Ki

∫ t

0

(xref − x(τ)) dτ −Kdy(t).

Â ñëó÷àå ñòàáèëèçàöèè â òî÷êå (xref = const) ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà

e′′′(t) +Kde
′′(t) +Kpe

′(t) +Kie(t) = 0.

Óñòîé÷èâîñòü è êà÷åñòâî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèåì
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

s3 +Kds
2 +Kps+Ki = 0.

ÊîýôôèöèåíòûKp, Ki, Kd ïîäáèðàþòñÿ (íàïðèìåð, ìåòîäîì Çèãëåðà�Íèêîëñà,
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîé íà-
ñòðîéêè) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè è òðåáóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê.

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå çàâèñèò îò òåêóùåãî îòêëîíåíèÿ (ïðîïîðöèî-
íàëüíàÿ ÷àñòü), íàêîïëåííîé îøèáêè (èíòåãðàëüíàÿ ÷àñòü � óñòðàíÿåò ñòàòè-
÷åñêóþ îøèáêó), ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ (äèôôåðåíöèàëüíàÿ ÷àñòü �
äåìïôèðóåò êîëåáàíèÿ). Ñèñòåìà ẋ = y, ẏ = u ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì
äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà. Îíà äåìîíñòðèðóåò, êàê ïðîñòîé, íî ýôôåê-
òèâíûé àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñòàáèëüíîå è òî÷íîå ïîâåäåíèå
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòà ñâÿçü äåëàåò çàäà÷ó âàæíîé íå òîëüêî â òåîðèè
àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, íî è â ïðàêòè÷åñêîé èíæåíåðíîé äåÿòåëüíîñòè,
îñîáåííî â ðîáîòîòåõíèêå, ãäå ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû äî ñèõ ïîð ñîñòàâëÿþò îñíîâó
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì.
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Îòìåòèì íåêîòîðûå íåäîñòàòêè ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà:
� èíòåãðàëüíîå íàñûùåíèå (wind-up) � ïðè áîëüøèõ îøèáêàõ èíòåãðàëüíàÿ

÷àñòü ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ÷ðåçìåðíî, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîæíî îãðàíè-
÷èâàòü èíòåãðàë èëè èñïîëüçîâàòü àíòè-wind-up àëãîðèòìû;

� ôèëüòðàöèÿ ïðîèçâîäíîé � äëÿ óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ øóìà ïðîèçâîäíàÿ
ôèëüòðóåòñÿ

de

dt
≈ s

τs+ 1
e(t), τ > 0;

� çàäàíèå ïðîèçâîäíîé ïî âûõîäó � ÷òîáû èçáåæàòü ¾áðîñêîâ¿ ïðè èçìåíåíèè
çàäàíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ÷àñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïî x(t), à íå ïî e(t)

u(t) = Kpe(t) +Ki

∫
e dt−Kd

dx

dt
.

Â îïåðàòîðíîé ôîðìå (ïî Ëàïëàñó), ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð èìååò ïåðåäàòî÷íóþ
ôóíêöèþ

C(s) =
U(s)

E(s)
= Kp +

Ki

s
+Kds = Kds+Kp +

Ki

s
.

Ýòî � íåñîáñòâåííûé ôèëüòð (ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ > çíàìåíàòåëÿ), ïîýòîìó â
ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ÷àñòü ¾çàâîäèòñÿ¿ ÷åðåç ôèëüòð íèçêèõ
÷àñòîò

Creal(s) = Kp +
Ki

s
+

Kds

τs+ 1
, τ ≪ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè ê ñèñòåìå ẋ = y, ẏ = u, ÏÈÄ îáåñïå÷èâàåò
ïîëíóþ îáðàòíóþ ñâÿçü ïî ñîñòîÿíèþ (÷åðåç e,

∫
e, ė), ÷òî äåëàåò åãî ýôôåêòèâ-

íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ñòàáèëèçàöèè è ñëåæåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó, ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîð òðåáóåò àêêóðàòíîé íàñòðîéêè êîýôôèöèåíòîâ è ó÷¼òà ïðàêòè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé ïðè ðåàëèçàöèè.

Ïðèâåäåì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèþ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà äëÿ ñèñòåìû âòîðî-
ãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó â çàìêíóòîì âèäå. Ïîäñòàâèì u(t) â èñõîäíóþ
ñèñòåìó {

ẋ(t) = y(t),

ẏ(t) = Kp(xref − x(t)) +Ki

∫ t

0
(xref − x(τ)) dτ −Kdy(t).

Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ

z(t) =

∫ t

0

e(τ) dτ =

∫ t

0

(xref − x(τ)) dτ,
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òîãäà ż(t) = e(t) = xref − x(t).
Òåïåðü ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíîé è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òð¼õ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ(t) = y(t),

ẏ(t) = Kp(xref − x(t)) +Kiz(t)−Kdy(t),

ż(t) = xref − x(t).

Ðàññìîòðèì îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè x(t)→ xref, y(t)→ 0,
z(t)→ z∗ (êîíñòàíòà). Ïîëîæèì x̃(t) = x(t)− xref, òîãäà

e(t) = −x̃(t), ż(t) = −x̃(t).

Â îòêëîíåíèÿõ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä
˙̃x = y,

ẏ = −Kpx̃+Kiz −Kdy,

ż = −x̃.

Ìàòðèöà ñèñòåìû

Ẋ = AX, X =

x̃y
z

 , A =

 0 1 0
−Kp −Kd Ki

−1 0 0

 .
Óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A. Õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

det(sI − A) =

∣∣∣∣∣∣
s −1 0
Kp s+Kd −Ki

s 0 s

∣∣∣∣∣∣ = s ·
∣∣∣∣ s −1
Kp s+Kd

∣∣∣∣+ (−Ki) ·
∣∣∣∣s −1s 0

∣∣∣∣
Ïîñëå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

det(sI − A) = s3 +Kds
2 +Kps+Ki.

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âñå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ äîëæíû èìåòü
îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé êðèòåðèÿ Ãóðâèöà

Kp > 0, Ki > 0, Kd > 0, KdKp > Ki.
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Íàïðèìåð, ïðè âûáîðå Kp = 4, Kd = 3, Ki = 2, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå

s3 + 3s2 + 4s+ 2 = 0.

èìååò êîðíè s1 ≈ −1, s2, s3 ≈ −1 ± i, âñå îíè ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óñòîé÷èâà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà äëÿ ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà
ñâîäèòñÿ ê ââåäåíèþ èíòåãðàëüíîé ïåðåìåííîé è àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè çàìêíó-
òîé ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà. Óñïåøíîå óïðàâëåíèå âîçìîæíî ïðè êîððåêòíîì
âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ Kp, Ki, Kd, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè.
Ïðåäñòàâëåííàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ðåàëèçîâàòü ðåãóëÿòîð íà
ïðàêòèêå, íî è ïðîâåñòè ñòðîãèé àíàëèç åãî äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Â ðîáîòîòåõíèêå ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â òî÷íîì óïðàâ-
ëåíèè äâèæåíèåì è ïîëîæåíèåì ðîáîòîâ. Èõ îñíîâíûå çàäà÷è çàêëþ÷àþòñÿ â
îáåñïå÷åíèè óñòîé÷èâîãî óäåðæàíèÿ çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ, ñêîðîñòè èëè òðà-
åêòîðèè äâèæåíèÿ áëàãîäàðÿ ïîñòîÿííîìó àíàëèçó îøèáêè � ðàçíèöû ìåæäó
ôàêòè÷åñêèìè ïîêàçàíèÿìè äàò÷èêîâ è æåëàåìûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïðèìåíåíèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ â ðîáîòîòåõíèêå âêëþ÷àþò:
� óïðàâëåíèå ïîëîæåíèåì è îðèåíòàöèåé ðîáîòà èëè åãî ÷àñòåé (íàïðèìåð,

ìàíèïóëÿòîðîâ) çà ñ÷åò ïëàâíîãî è òî÷íîãî êîððåêöèîííîãî âîçäåéñòâèÿ;
� ñòàáèëèçàöèÿ è ðåãóëèðîâêà ñêîðîñòè äâèãàòåëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà, áåñùå-

òî÷íûõ èëè àñèíõðîííûõ äâèãàòåëåé ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà, ôîð-
ìèðóåìîãî ÏÈÄ-êîíòðîëëåðîì;

� óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ðîáîòîâ ïî ëèíèÿì, ãäå ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð îáåñïå÷è-
âàåò êîððåêòíîå ñëåäîâàíèå ïî òðàåêòîðèè, ìèíèìèçèðóÿ îøèáêè îòêëîíåíèÿ è
ïðåäîòâðàùàÿ êîëåáàíèÿ;

� óïðàâëåíèå áåñïèëîòíûìè ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè (äðîíàìè), ãäå ñòà-
áèëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèè è äèíàìèêè ïîë¼òà ïðîèñõîäèò ïóòåì
ðåãóëèðîâàíèÿ òÿãè äâèãàòåëåé;

� ðåàëèçàöèÿ óïðàâëÿþùèõ àëãîðèòìîâ íà ìèêðîêîíòðîëëåðàõ, êîòîðûå îá-
ðàáàòûâàþò äàííûå ñ äàò÷èêîâ, ðàññ÷èòûâàþò îøèáêó è ôîðìèðóþò óïðàâëÿ-
þùèé ñèãíàë äëÿ èñïîëíèòåëüíûõ ìåõàíèçìîâ ðîáîòà.

Âàæíûå îñîáåííîñòè ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà â ðîáîòîòåõíèêå:

1. ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ (P) çàâèñèò îò òåêóùåé îøèáêè, òî åñòü
ðàçíèöû ìåæäó çàäàííûì çíà÷åíèåì è òåêóùèì èçìåðåíèåì, ÷åì áîëüøå
îøèáêà, òåì ñèëüíåå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå;

2. èíòåãðàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ (I) ïîìîãàåò óñòðàíèòü äîëãîâðåìåííûå îò-
êëîíåíèÿ, íàêàïëèâàÿ îøèáêó è óâåëè÷èâàÿ óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, åñ-



Íåïðÿìîé ïîäõîä ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2 111

ëè ðîáîò äîëãî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè îøèáêè;

3. äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ (D) ïðåäîòâðàùàåò ïåðåðåãóëèðîâàíèå
è êîëåáàíèÿ, îñîáåííî íà âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ, ó÷èòûâàåò ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ îøèáêè, ïðåäñêàçûâàåò áóäóùåå ïîâåäåíèå ñèñòåìû è ñãëàæèâàåò
îòêëîíåíèÿ, óëó÷øàÿ ñòàáèëüíîñòü äâèæåíèÿ;

Åñëè îòêëþ÷èòü îäíó èëè íåñêîëüêî ñîñòàâëÿþùèõ, ìîæíî ïîëó÷èòü óïðî-
ùåííûå âåðñèè ðåãóëÿòîðîâ: ïðîïîðöèîíàëüíûé (Ï), ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåã-
ðàëüíûé (ÏÈ), ïðîïîðöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé (ÏÄ) è ò.ä.

ÏÈÄ-àëãîðèòìû äåìîíñòðèðóþò ýôôåêòèâíîñòü, ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè è óíè-
âåðñàëüíîñòü, ïîçâîëÿÿ ïðèìåíÿòü èõ äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà çàäà÷ óïðàâëåíèÿ
ðîáîòàìè. Â ðîáîòîòåõíèêå îíè îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü è
ãèáêîñòü óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì è ïîëîæåíèåì, ÷òî äåëàåò èõ îäíèì èç áàçîâûõ
èíñòðóìåíòîâ àâòîìàòèçàöèè è óïðàâëåíèÿ â ýòîé îáëàñòè.

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ â ðîáîòî-
òåõíèêå.

� Ìîáèëüíûå ðîáîòû. Óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ê öåëåâîé êîîðäèíàòå ïî ëè-
íèè: îøèáêà e(t) � îòêëîíåíèå îò çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ, u(t) � êîìàíäà íà èçìå-
íåíèå ñêîðîñòè (÷åðåç óñêîðåíèå).

� Äðîíû. Ñòàáèëèçàöèÿ âûñîòû: åñëè x(t) � âûñîòà, y(t) � âåðòèêàëüíàÿ ñêî-
ðîñòü, u(t) � òÿãà (ïðîïîðöèîíàëüíàÿ óñêîðåíèþ), òî ÏÈÄ êîððåêòèðóåò óñêî-
ðåíèå ïî âûñîòå äëÿ óäåðæàíèÿ óðîâíÿ.

� Ðîáîòû-ìàíèïóëÿòîðû. Ïîçèöèîíèðîâàíèå çâåíüåâ: åñëè x(t) � óãëîâîå ïî-
ëîæåíèå, y(t) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, à u(t) � ìîìåíò, òî ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð îáåñïå÷è-
âàåò òî÷íîå äîñòèæåíèå çàäàííîãî óãëà.

Êàê è ëþáîé ìåòîä ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè.
Ê ïðåèìóùåñòâàì ñëåäóåò îòíåñòè

� ïðîñòîòó ïîíèìàíèÿ è íàñòðîéêè � äàæå èíæåíåð áåç ãëóáîêèõ çíàíèé
òåîðèè óïðàâëåíèÿ ìîæåò íàñòðîèòü ÏÈÄ ïî ýìïèðè÷åñêèì ìåòîäàì (íàïðèìåð,
ìåòîä Çèãëåðà�Íèêîëñà);

� âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì � îñîáåííî äëÿ îáúåêòîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà, òàêèõ êàê ẋ = y, ẏ = u;

� øèðîêóþ ðåàëèçóåìîñòü � ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê íà àíàëîãîâîé ýëåê-
òðîíèêå, òàê è â öèôðîâûõ êîíòðîëëåðàõ (ìèêðîêîíòðîëëåðàõ);

� ðàáîòó â ðåàëüíîì âðåìåíè � âû÷èñëåíèÿ ïðîñòû è òðåáóþò ìèíèìàëüíûõ
ðåñóðñîâ.

Èç íåäîñòàòêîâ ñëåäóåò îòìåòèòü
� âîçìîæíîñòü èíòåãðàëüíîãî íàñûùåíèÿ (wind-up) ïðè áîëüøèõ îøèáêàõ;



Íåïðÿìîé ïîäõîä ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2 112

� íå ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå |u(t)| ≤ umax;
� íå ïîäõîäèò äëÿ ñèëüíî íåëèíåéíûõ èëè ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì áåç äîïîë-

íèòåëüíîé ëèíåàðèçàöèè;
� òðåáóåò ðó÷íîé èëè àâòîìàòè÷åñêîé íàñòðîéêè êîýôôèöèåíòîâ;
� ÷óâñòâèòåëåí ê øóìó â èçìåðåíèÿõ (îñîáåííî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ÷àñòü).
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû òàêèå êàê LQR, MPC,

íåëèíåéíûå íàáëþäàòåëè, îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì. Îäíàêî äàæå â ýòèõ ñè-
ñòåìàõ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê áàçîâûé êîíòðîëëåð èëè ýëåìåíò
àðõèòåêòóðû.

Ñâÿçü ìåæäó ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì. Ñ ìàòåìà-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ñèñòåìà (2.1) äåìîíñòðèðóåò òàêèå âàæíûå ñâîéñòâà,
êàê ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü, ìèíèìàëüíàÿ ôàçîâîñòü è âîçìîæíîñòü ñèíòåçà îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ýòî äåëàåò
å¼ èäåàëüíîé ìîäåëüþ äëÿ îáó÷åíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ.

ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð íóæåí, ïîòîìó ÷òî îí ýôôåêòèâíî ðåøàåò çàäà÷è ñòàáèëèçà-
öèè è ñëåæåíèÿ, óñòðàíÿåò ñòàòè÷åñêóþ îøèáêó è äåìïôèðóåò êîëåáàíèÿ, ïðîñò
â ðåàëèçàöèè è íàñòðîéêå, øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðîìûøëåííîñòè è òåõíèêå.
Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, ÏÈÄ îñòà¼òñÿ ¾ðàáî÷åé ëîøàäêîé¿ àâòîìàòèêè è
ñîñòàâëÿåò îñíîâó áîëüøèíñòâà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì ìèðå. Åãî ïîíè-
ìàíèå è óìåíèå íàñòðàèâàòü � îáÿçàòåëüíûé íàâûê äëÿ ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè
óïðàâëåíèÿ, ðîáîòîòåõíèêè è àâòîìàòèçàöèè.

Õîòÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð îñíîâàíû íà ðàçíûõ ïîäõîäàõ,
ñâÿçü ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà íà óðîâíå öåëåé óïðàâëåíèÿ: ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà äàåò îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ ïðè çàäàííîì êðèòåðèè (íà-
ïðèìåð, áûñòðîäåéñòâèå èëè ìèíèìóì ýíåðãèè). ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ïðèìåíÿåòñÿ
êàê ïðèáëèæ¼ííàÿ ðåàëèçàöèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îêðåñòíîñòè ðàáî-
÷åé òî÷êè, îñîáåííî åñëè îïòèìàëüíûé çàêîí ãëàäêèé.

Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ñëåæåíèÿ çà òðàåêòîðèåé xref (t), îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå (ïî Ïîíòðÿãèíó) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ñ ïîìîùüþ ÏÈÄ, åñëè
îòêëîíåíèÿ ìàëû. Êîýôôèöèåíòû ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ìîæíî íàñòðàèâàòü íà îñíî-
âå îïòèìàëüíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (íà-
ïðèìåð, ÷åðåç ëèíåàðèçàöèþ è LQR, êîòîðûé áëèçîê ê ïðèíöèïó ìàêñèìóìà â
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå).

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ äàííîé
çàäà÷è, ÷àñòî â âèäå ðåëåéíîãî èëè ëèíåéíîãî çàêîíà îáðàòíîé ñâÿçè. ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîð � ýòî ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá ñòàáèëèçàöèè, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàò-
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ðèâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â îêðåñòíîñòè öåëåâîãî
ñîñòîÿíèÿ.

Ïðè êâàäðàòè÷íîì ôóíêöèîíàëå è ëèíåéíîé ñèñòåìå îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå (ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñîñòîÿíèÿ, ÷òî àíà-
ëîãè÷íî ïðîïîðöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ÷àñòè ÏÈÄ. Èíòåãðàëüíàÿ ÷àñòü
ÏÈÄ ìîæåò áûòü îáîñíîâàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïåíñàöèè îøèáêè èëè ðàñøè-
ðåíèÿ ñèñòåìû (ââåäåíèå èíòåãðàòîðà), ÷òî òàêæå ìîæíî ó÷åñòü â ôóíêöèîíàëå
êà÷åñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýìïèðè÷åñêóþ ðå-
àëèçàöèþ èäåé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, à ïðèíöèï ìàêñèìóìà äà¼ò òåîðåòè÷å-
ñêóþ îñíîâó äëÿ ñèíòåçà áîëåå ñîâåðøåííûõ çàêîíîâ, êîòîðûå ìîãóò âêëþ÷àòü
èëè óëó÷øàòü ÏÈÄ-ñòðóêòóðó.

2.8 Âûâîäû

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôà-
çîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ãëóáèíû 2 è ïðåäëîæåíà ÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ èõ òî÷íûõ ýêñòðåìàëåé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ðåçóëüòàòû ýòîé ïðî-
öåäóðû, ïðèìåíåííûå ê çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøåé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïî-
êàçûâàþò, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþòñÿ ðåçóëüòà-
òàìè ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Äðóãîé èíòåðåñíûé âûâîä, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè, êàñàþùåìñÿ çàäà÷è î ðîáîòå ïðè ñòðîãî âûïóê-
ëîì äîïóñòèìîì íàáîðå óïðàâëåíèÿ. Êàê èçâåñòíî, ïðè ôàçîâîì îãðàíè÷åíèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñêîðîñòü â òàêèõ çàäà÷àõ íåïðåðûâíà, à óñêîðåíèå, êàê ïðà-
âèëî, ðàçðûâíî â òî÷êàõ ñòûêà. Â çàäà÷å âòîðîãî ïîðÿäêà íàáëþäàåòñÿ, ÷òî è
ñêîðîñòü, è óñêîðåíèå íåïðåðûâíû, íî òîë÷îê ðàçðûâåí â òàêèõ òî÷êàõ. Òîãäà
ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â ñëåäóþùåé çàäà÷å ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ãëóáèíû 3,
ñêîðîñòü, óñêîðåíèå è òîë÷îê áóäóò íåïðåðûâíûìè, â òî âðåìÿ êàê ñâÿçêà áóäåò
ðàçðûâíîé. Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî ïðåäëîæèòü íåêîòîðîå îáùåå ïðàâèëî â êà÷å-
ñòâå ãèïîòåçû, ñïðàâåäëèâîé â ïðîèçâîëüíîì k-ïîðÿäêå: ïåðâûå k ïðîèçâîäíûõ
îò x íåïðåðûâíû, â òî âðåìÿ êàê (k+1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü
ñêà÷êè â òî÷êàõ ïîïàäàíèÿ íà ãðàíèöó ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ èëè âûõîäà ñ íåå.

Âàæíûì âûâîäîì ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèìåíèìîñòü ïðèíöè-
ïà ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷ ñ äèíàìèêîé óïðàâëåíèÿ íüþòîíîâñêîãî òèïà. Ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà � îòëè÷íûé ðàáî÷èé èíñòðóìåíò äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ
òðàåêòîðèé. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ðîáîòîòåõíèêè ïðèíöèï ìàêñè-
ìóìà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íîé òðàåêòîðèè è íàõîæäåíèÿ óïðàâëå-
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íèÿ, êîòîðîå ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü äðóãèìè ìåòîäàìè, îñîáåííî â ëèíåéíî-
êâàäðàòè÷íîé ïîñòàíîâêå, íàïðèìåð, ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü èäåè îïòèìàëüíîñòè äëÿ îáîñíîâàííîé íàñòðîéêè êîýôôèöèåíòîâ ÏÈÄ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íîâûé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ � îáúåäèíåíèå òåîðòåòè÷åñêîãî, îïòèìèçàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàê-
ñèìóìà è ïðàêòè÷åñêîãî, èíæåíåðíîãî ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà. èìåííî òàêàÿ èäåÿ èñ-
ïîëüçîâàíà ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìîáèëü-
íûì ðîáîòîì â ðåàëüíîì âðåìåíè, ñì. ãëàâó 4.



Ãëàâà 3

Ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèè

äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

áûñòðîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå ñ

îáðàòíîé ñâÿçüþ

Â ñîâðåìåííîé ðîáîòîòåõíèêå çàäà÷à íàâèãàöèè àâòîíîìíûõ ìîáèëüíûõ ðîáî-
òîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëþ÷åâûõ. Ýôôåêòèâíîå è íàä¼æíîå ïåðåìåùåíèå ðîáîòà
èç íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè è íàëè÷èÿ ïðå-
ïÿòñòâèé òðåáóåò ñî÷åòàíèÿ òî÷íîãî ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè, ó÷¼òà äèíàìèêè
ñèñòåìû è óñòîé÷èâîñòè ê îøèáêàì èçìåðåíèé.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è
íàâèãàöèè. Ñðåäè íèõ � ñïóòíèêîâûå ñèñòåìû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ (GPS), ðàäèî-
ìàÿêè, îäîìåòðèÿ, ëèäàðû è ìåòîäû îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è ïîñòðîåíèÿ
êàðòû (SLAM). Îäíàêî êàæäûé èç ýòèõ ìåòîäîâ èìååò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ. Íà-
ïðèìåð, GPS íåäîñòóïåí â ïîìåùåíèÿõ è õàðàêòåðèçóåòñÿ íåâûñîêîé òî÷íîñòüþ
(â ñðåäíåì 15 ì), à âèçóàëüíàÿ îäîìåòðèÿ è SLAM-ñèñòåìû, òàêèå êàê ORB-
SLAM2 [232], ÷óâñòâèòåëüíû ê óñëîâèÿì îñâåùåíèÿ è îòñóòñòâèþ õàðàêòåðíûõ
îðèåíòèðîâ [180, 181]. Àëüòåðíàòèâíûå ðåøåíèÿ, âêëþ÷àÿ èíåðöèàëüíûå è òåï-
ëîâûå ñèñòåìû [182, 183], à òàêæå ðàäèîëîêàöèîííûå äàò÷èêè [184], ðàçâèâàþò-
ñÿ, íî òàêæå ñòàëêèâàþòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ.

Â äàííîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì, äâèæóùèìñÿ â ïëîñêîñòè R2 îò çàäàííîé
íà÷àëüíîé òî÷êè ê òåðìèíàëüíîé, ñ ó÷¼òîì ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé è íàëè÷èÿ
êðóãîâûõ ïðåïÿòñòâèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðîáîò ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ î ñâî-
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¼ì ïîëîæåíèè îò ñèñòåìû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ ε > 0,
ïðè÷¼ì èçìåðåíèÿ ïîñòóïàþò ñ ôèêñèðîâàííûì èíòåðâàëîì τ . Âàæíî ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî íåòî÷íîñòü èçìåðåíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêëîíåíèþ îò ðàññ÷èòàííîé
òðàåêòîðèè è, êàê ñëåäñòâèå, ê ïðîìàõó ïî öåëè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ïî âðåìåíè òðàåêòîðèè èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï
ðàçäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé, ïðåäëîæåííûé Â.À. Áåðåçíåâûì [185]. Ñî-
ãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, îïòèìàëüíûé ïóòü ñîñòîèò èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ è äóã
îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ãðàíèö ïðåïÿòñòâèé. Íà îñíîâå ýòèõ ýëåìåíòîâ ñòðî-
èòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ñòàðòà, ôèíèøà
è êàñàíèÿ, à ð¼áðà � âîçìîæíûì ó÷àñòêàì äâèæåíèÿ. Êðàò÷àéøèé ïóòü íà ýòîì
ãðàôå, îïðåäåëÿåìûé, íàïðèìåð, àëãîðèòìîì Äåéêñòðû [121], äà¼ò îïòèìàëüíóþ
òðàåêòîðèþ â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé.

Îäíàêî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ äâèæåíèå ðîáîòà ñîïðîâîæäàåòñÿ âíåøíèìè è
âíóòðåííèìè âîçìóùåíèÿìè, èç-çà êîòîðûõ îí ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò çàäàííîé
òðàåêòîðèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé àëãîðèòì êîððåêöèè
òðàåêòîðèè, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå êîíå÷íîé òî÷êè ñ ïîãðåøíîñòüþ,
íå ïðåâûøàþùåé 2ε, ïðè ëþáûõ îøèáêàõ èçìåðåíèé, îãðàíè÷åííûõ ε. Äàííûé
ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûì è ïîäòâåðæä¼í äîêàçàòåëüñòâîì
â ðàçäåëå 3.2.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé âêëàä ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå è îáîñ-
íîâàíèè àëãîðèòìà êîððåêöèè, ñî÷åòàþùåãî ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè ñ ãàðàíòèåé
òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ê öåëåâîé òî÷êå â óñëîâèÿõ íåòî÷íîé íàâèãàöèè.

3.1 Ââåäåíèå

Ðàçäåëåíèå òðàåêòîðèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà íà ó÷àñòêè äâèæåíèÿ ïî ïðÿìûì îò-
ðåçêàì è äóãàì îêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ïðåäëàãàåìîãî ïîä-
õîäà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äàííûé ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷å-
ñêèì ïðè¼ìîì, à îïèðàåòñÿ íà ñòðîãèå òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû, âêëþ÷àÿ ïðèíöèï
ðàçäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé [185] è òåîðèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà [10, 18].

Ðåàëüíûé ìîáèëüíûé ðîáîò, îñîáåííî ñ àâòîìîáèëüíûì èëè äèôôåðåíöèàëü-
íûì ïðèâîäîì, íå ñïîñîáåí âûïîëíÿòü ïðîèçâîëüíûå ìàíåâðû. Åãî äâèæåíèå
îãðàíè÷åíî ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì ïîâîðîòà, ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ è óñêî-
ðåíèåì. Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé è ïî äóãå îêðóæíîñòè ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ðåæèìû äâèæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü òî÷íî âîñïðîèçâåäåíû ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíèå
òðàåêòîðèè èç òàêèõ ýëåìåíòîâ ãàðàíòèðóåò å¼ èñïîëíèìîñòü íà ïðàêòèêå.
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Ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé [185] óòâåðæäàåò, ÷òî â çàäà÷å
äâèæåíèÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ ïðè íàëè÷èè êðóãîâûõ ïðåïÿòñòâèé
îïòèìàëüíàÿ ïî âðåìåíè òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç

� ïðÿìûõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè êàñàíèÿ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè;
� äóã îêðóæíîñòåé, ñîâïàäàþùèõ ñ ãðàíèöàìè ïðåïÿòñòâèé.
Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü ñâÿçíûé ãðàô Γ(S, V ), âåðøèíû V êîòîðîãî

ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàì, à òàêæå òî÷êàì êàñàíèÿ ïðÿìûõ
ñ îêðóæíîñòÿìè-ïðåïÿòñòâèÿìè.

Ðåáðà S ãðàôà � ýòî ëèáî ïðÿìûå ó÷àñòêè, ëèáî äóãè îêðóæíîñòåé. Äëèíà
êàæäîãî ðåáðà îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ïðîõîæäåíèÿ, âû÷èñëåííûì ñ ó÷¼òîì äè-
íàìèêè ðîáîòà (óñêîðåíèå, îãðàíè÷åíèå ñêîðîñòè). Íà ðèñ. 3.1 ïðèâåäåí ïðèìåð
ãðàôà.

Ðèñ. 3.1: Ïðèìåð ãðàôà ïîñëå ðàçáèåíèÿ ïóòè íà ó÷àñòêè

Â èòîãå çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé çà-
äà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîãóò áûòü ïðè-
ìåíåíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû, òàêèå êàê àëãîðèòì Äåéêñòðû [121].

Ïîñêîëüêó êàæäûé ýëåìåíò òðàåêòîðèè (ïðÿìàÿ èëè äóãà) ñîîòâåòñòâóåò îï-
òèìàëüíîìó ðåæèìó óïðàâëåíèÿ â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé, ïîñòðîåííàÿ òðàåê-
òîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîé ïî âðåìåíè ïðè çàäàííûõ ôàçîâûõ îãðà-
íè÷åíèÿõ. Ýòî îñîáåííî âàæíî äëÿ ñèñòåì ðåàëüíîãî âðåìåíè, ãäå òðåáóåòñÿ íå
ïðîñòî äîñòèæåíèå öåëè, à äîñòèæåíèå å¼ çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.
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Îäíèì èç ãëàâíûõ âêëàäîâ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì êîððåêöèè
òðàåêòîðèè, ó÷èòûâàþùèé ïîãðåøíîñòü ñèñòåìû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ. Ðàçäåëå-
íèå òðàåêòîðèè íà ïðîñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ýëåìåíòû äåëàåò âîçìîæíûì ýô-
ôåêòèâíûé ìîíèòîðèíã îòêëîíåíèÿ ðîáîòà îò çàäàííîãî ïóòè.

Íà ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ áîêîâîå îòêëîíåíèå z2(t) ëåãêî êîíòðîëèðóåòñÿ.
Ïðè ïîëó÷åíèè äàííûõ îò ñèñòåìû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíî-
ñòüþ ε, àëãîðèòì ïðèíèìàåò ðåøåíèå î íåîáõîäèìîñòè êîððåêöèè (ñì. àëãîðèòì
â ðàçäåëå 3.2). Åñëè òåêóùåå èçìåðåíèå y(ti) è ïðîãíîç äâèæåíèÿ çà èíòåðâàë τ
óêàçûâàþò íà âîçìîæíûé âûõîä çà ïðåäåëû äîïóñòèìîé ïîëîñû, àêòèâèðóåòñÿ
êîððåêòèðóþùåå óïðàâëåíèå.

Êàê ïîêàçàíî â Òåîðåìå 4, òàêîé ïîäõîä ãàðàíòèðóåò, ÷òî èñòèííîå ïîëî-
æåíèå ðîáîòà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ |z2(t)| < 2ε íà âñ¼ì ïðîòÿæåíèè
äâèæåíèÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò íàä¼æíîå ïîïàäàíèå â îêðåñòíîñòü êîíå÷íîé òî÷-
êè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçäåëåíèå òðàåêòîðèè íà ïðÿìûå è äóãè îêðóæíîñòåé ñîîò-
âåòñòâóåò ôèçè÷åñêèì âîçìîæíîñòÿì ðîáîòà, ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê ïîèñêó
êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå, ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòü ïî âðåìåíè, îáåñïå÷è-
âàåò îñíîâó äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà êîððåêöèè, äàåò òåîðåòè-
÷åñêóþ âîçìîæíîñòü äîêàçàòü äîñòèæåíèå öåëè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Áåç òàêîãî ñòðóêòóðèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðàåêòîðèè íåâîçìîæíî áûëî
áû ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå, ñî÷åòàþùåå îïòèìàëüíîñòü, ðåàëèçóåìîñòü è óñòîé-
÷èâîñòü ê îøèáêàì èçìåðåíèé.

3.2 Ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé

Òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòî-
äîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíò-
ðÿãèíà (ñì. [10, 18]).

Ïîâåäåíèå ðîáîòà, êîòîðûé äîëæåí ïåðåìåñòèòüñÿ èç íåêîòîðîé òî÷êè x(0) =
x0 â òåðìèíàëüíóþ òî÷êó x(T ) = x̂ çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ T , îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà

ẍ(t) = f(t, x(t), ẋ(t), u(t)), (3.1)

ãäå x(t) ∈ R2 - èñêîìàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, à u(t) ∈ R2 - äîïóñòèìûé
óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, êîòîðûé ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

u− ≤ u(t) ≤ u+, u−, u+ ∈ R2. (3.2)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòà u1(t) çàäà¼ò óñêîðåíèå (ïîëîæèòåëüíîå ïðè íà-
áîðå ñêîðîñòè è îòðèöàòåëüíîå ïðè òîðìîæåíèè), à u2(t) - ïîëîæåíèå ðóëÿ ðî-
áîòà. Åñòåñòâåííî òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðîáîòà îãðàíè÷åíà, ò.å. äëÿ
ëþáîãî t âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 ≤ ẋ(t) ≤ v̂. (3.3)

Óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ðîáîòà ñ êðóãîâûìè ïðåïÿòñòâèÿìè îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ t êðèâàÿ x(t) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

∥x(t)− Ck∥ ≥ r+k , k ∈ 1, K, (3.4)

ãäå K - îáùåå ÷èñëî ïðåïÿòñòâèé, Ck - êîîðäèíàòû öåíòðà k-ãî ïðåïÿòñòâèÿ. 1

Ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ðîáîòà íå ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ, à òàêæå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [118],
[178]) ñòàíîâèòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì.

Ïðåäëàãàåìûå ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà õîðîøî èçâåñòíîé òåîðèè ñèíòåçà îï-
òèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ñèñòåìàõ âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [18]), à
òàêæå íà ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ñâÿçíîì ãðàôå. Â ÷àñòíîñòè,
ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Îêðóæíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè êðóãîâûõ ïðåïÿòñòâèé, ñíàáæå-
íû íåêîòîðûìè òî÷êàìè, îáúÿâëåííûìè âåðøèíàìè vi, i ∈ 1, n ñâÿçíîãî ãðàôà
Γ(S, V ), ãäå V = {vi} - ìíîæåñòâî âåðøèíû ãðàôà, è S = {sij} - ìíîæåñòâî ðåáåð
i, j ∈ 1, n. Äëèíà ðåáðà sij ∈ S îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ïðîõîæäåíèÿ ðîáîòà èç
âåðøèíû vi â âåðøèíó vj.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ëèíåéíûé ñëó÷àé, êîãäà ẍ(t) = u1(t).
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà îòðåçêå [vi, vj] ïðåïÿòñòâèé íåò. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî äëèíà ðåáðà ãðàôà sij = +∞. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî â òî÷êå vi îáúåêò íà÷èíàåò äâèæåíèå ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ ẋ = qi > 0,
à â êîíå÷íîé òî÷êå vj äîëæåí äîñòè÷ü ñêîðîñòè ẋt = qj > 0. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ, êàê
ñëåäóåò èç [18], óïðàâëÿåìûé îáúåêò ïðèíàäëåæèò êëàññó, äëÿ êîòîðîãî ïðèíöèï
ìàêñèìóìà îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îï-
òèìàëüíîñòè è, êðîìå òîãî, âåðíî óòâåðæäåíèå, ÷òî (ñì. [18], ñòð. 282) êàæäûé
ýëåìåíò óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé âûïîëíÿåò ïåðåõîä îò ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè ê
ëþáîé êîíå÷íîé òî÷êå, ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ u1(t) = u−1 èëè u1(t) = u+1 è
èìååò íå áîëåå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ.

1ìû äîïóñêàåì â (3.4) íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî, ïîñêîëüêó â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷¼òàõ ïîëàãàåì
k r+k = rk+ρ, ãäå rk - ôàêòè÷åñêèé ðàäèóñ k-ãî êðóãîâîãî ïðåïÿòñòâèÿ, à ρ > 0 - ìèíèìàëüíàÿ
âåëè÷èíà, îáåñïå÷èâàþùàÿ äâèæåíèå ðîáîòà áåç êàñàíèÿ ïðåïÿòñòâèÿ ñ ó÷åòîì åãî ãàáàðèòîâ.
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Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî ñäåëàòü îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå î êîëè-
÷åñòâå ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ, ñäåëàíî ïðè îòñóòñòâèè êàêèõ-ëèáî îãðàíè-
÷åíèé ñâåðõó íà ẋ(t). Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åíèå (3.3),
òî â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ u+1 è äëèíû ðåáðà sij âîçìîæíû îäíî èëè äâà
ïåðåêëþ÷åíèÿ ñî çíà÷åíèÿìè u+1 , 0, u

−
1 .

Îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó î íàçíà÷åíèè âåðøèí. Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè òðàåêòîðèè ðîáîòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
áõîä ðîáîòîì êðóãîâîãî ïðåïÿòñòâèÿ äîëæåí íà÷èíàòüñÿ è çàêàí÷èâàòüñÿ â òî÷-
êàõ êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ãðàíèöàìè ïðåïÿòñòâèé. Ê ÷èñëó
âåðøèí (îòëè÷íûõ îò òî÷åê êàñàíèÿ) åñòåñòâåííî äîëæíû áûòü äîáàâëåíû íà-
÷àëüíàÿ v0 = x0 è êîíå÷íàÿ vn = x̂ òî÷êè òðàåêòîðèè.

Ïóñòü A(x01, x02) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè, à C(xj1, xj2) - çàäàííàÿ
òî÷êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì j-ãî êðóãîâîãî ïðåïÿòñòâèÿ (ðèñ. 3.2). Òîãäà
î÷åâèäíî, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê êàñàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåëèíåéíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé{

(x01 − x1)(xj2 − x2) + (x02 − x2)(xj1 − x1) = 0,
(x1 − xj1)2 + (x2 − xj2)2 = r2j ,

(3.5)

ãäå rj - ðàäèóñ j-ãî êðóãîâîãî ïðåïÿòñòâèÿ.

Ðèñ. 3.2: Ðàñïîëîæåíèå òî÷åê A è C.

Èñêëþ÷èì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.5) ïåðåìåííóþ x2 ñ öåëüþ ïîëó÷èòü óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî x1. Ðàñêðîåì ïåðâîå óðàâíåíèå â (3.5)

(x01 − x1)(xj2 − x2) = x01xj2 − x01x2 − x1xj2 + x1x2,

(x02 − x2)(xj1 − x1) = x02xj1 − x02x1 − x2xj1 + x2x1.
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Ñëîæèì è ïðèðàâíÿåì íóëþ

x01xj2 + x02xj1−
− x01x2 − x2xj1−
− x1xj2 − x02x1+
+ x1x2 + x2x1 = 0.

Çàìåòèâ, ÷òî x1x2 + x2x1 = 2x1x2, ñðóïïèðóåì

x01xj2 + x02xj1 − (xj2 + x02)x1 − (x01 + xj1)x2 + 2x1x2 = 0.

Îáîçíà÷èì
A = x01xj2 + x02xj1,

B = −(xj2 + x02),

C = −(x01 + xj1),

òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå â (3.5) ïðèíèìåò âèä

A+Bx1 + Cx2 + 2x1x2 = 0. (3.6)

Ðàñêðîåì âòîðîå óðàâíåíèå â (3.5)

(x1 − xj1)2 + (x2 − xj2)2 = r2j

x21 − 2xj1x1 + x2j1 + x22 − 2xj2x2 + x2j2 = r2j

x21 + x22 − 2xj1x1 − 2xj2x2 + x2j1 + x2j2 − r2j︸ ︷︷ ︸
E

= 0, (3.7)

ãäå E = x2j1 + x2j2 − r2j .
Èç óðàâíåíèÿ (3.6) ïîëó÷àåì

A+Bx1 + x2(C + 2x1) = 0 ⇒ x2 = −
A+Bx1
C + 2x1

. (3.8)

Ïîäñòàâèì (3.8) â (3.7)

x21 +

(
−A+Bx1
C + 2x1

)2

− 2xj1x1 − 2xj2

(
−A+Bx1
C + 2x1

)
+ E = 0.

è óïðîñòèì

x21 +
(A+Bx1)

2

(C + 2x1)2
− 2xj1x1 +

2xj2(A+Bx1)

C + 2x1
+ E = 0.
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà (C + 2x1)
2, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò çíàìåíàòåëåé

x21(C + 2x1)
2

+(A+Bx1)
2

−2xj1x1(C + 2x1)
2

+2xj2(A+Bx1)(C + 2x1)

+E(C + 2x1)
2 = 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè

1. x21(C + 2x1)
2:

(C + 2x1)
2 = C2 + 4Cx1 + 4x21,

x21(C
2 + 4Cx1 + 4x21) = C2x21 + 4Cx31 + 4x41.

2. (A+Bx1)
2:

= A2 + 2ABx1 +B2x21.

3. −2xj1x1(C + 2x1)
2:

= −2xj1x1(C2 + 4Cx1 + 4x21) = −2xj1C2x1 − 8xj1Cx
2
1 − 8xj1x

3
1.

4. 2xj2(A+Bx1)(C + 2x1):

(A+Bx1)(C + 2x1) = AC + 2Ax1 +BCx1 + 2Bx21 = AC + (2A+BC)x1 + 2Bx21,

óìíîæàåì íà 2xj2 : 2xj2AC + 2xj2(2A+BC)x1 + 4xj2Bx
2
1.

5. E(C + 2x1)
2:

= E(C2 + 4Cx1 + 4x21) = EC2 + 4ECx1 + 4Ex21.

Ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ x1

Ïðè x41:
4

Ïðè x31:
4C − 8xj1
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Ïðè x21:
C2 +B2 − 8xj1C + 4xj2B + 4E

Ïðè x1:
2AB − 2xj1C

2 + 2xj2(2A+BC) + 4EC

Ñâîáîäíûé ÷ëåí:
A2 + 2xj2AC + EC2

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïîäñòàíîâêè è óïðîùåíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ÷åòâ¼ð-
òîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x1

ax41 + bx31 + cx21 + dx1 + e = 0,

ãäå:
a = 4,

b = 4C − 8xj1,

c = C2 +B2 − 8xj1C + 4xj2B + 4E,

d = 2AB − 2xj1C
2 + 2xj2(2A+BC) + 4EC,

e = A2 + 2xj2AC + EC2,

(3.9)

è
A = x01xj2 + x02xj1,

B = −(xj2 + x02),

C = −(x01 + xj1),

E = x2j1 + x2j2 − r2j .

(3.10)

Èç ïðèâåäåííûõ âû÷èñëåíèé âèäíî, ÷òî â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, êîãäà x01 ̸=
xj1 è x02 ̸= xj2 ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (3.5) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè (x1, x2), ãäå ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ x1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ax41+bx

3
1+cx

2
1+dx1+e =

0, ñ êîýôôèöèåíòàìè, íàéäåííûìè ïî ôîðìóëàì (3.9) è (3.10).
Çàäà÷à çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé

x02 = xj2.

Ïîäñòàâèì óñëîâèå x02 = xj2 â ñèñòåìó (3.5). Îáîçíà÷èì

x02 = xj2 = α.

Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå â (3.5) èìååò âèä

(x01 − x1)(α− x2) + (α− x2)(xj1 − x1) = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ ñîäåðæàò ìíîæèòåëü α − x2. Âûíåñåì åãî çà
ñêîáêè

(α− x2) [(x01 − x1) + (xj1 − x1)] = 0.

Óïðîñòèì âûðàæåíèå â ñêîáêå

x01 − x1 + xj1 − x1 = x01 + xj1 − 2x1.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óðàâíåíèå â (3.5) ïðèíèìàåò âèä

(α− x2)(x01 + xj1 − 2x1) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ

α− x2 = 0 èëè x01 + xj1 − 2x1 = 0,

òî åñòü

x2 = α = xj2 èëè x1 =
x01 + xj1

2
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàæäûé ñëó÷àé îòäåëüíî è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå îêðóæ-
íîñòè � âòîðîå óðàâíåíèå â (3.5)

(x1 − xj1)2 + (x2 − xj2)2 = r2j . (2)

Ñëó÷àé 1: x2 = xj2 Òîãäà x2− xj2 = 0, è âòîðîå óðàâíåíèå â (3.5) óïðîùàåòñÿ

(x1 − xj1)2 = r2j ⇒ x1 − xj1 = ±rj ⇒ x1 = xj1 ± rj.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ

x1 = xj1 + rj èëè x1 = xj1 − rj,

ïðè óñëîâèè x2 = xj2.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ãîðèçîíòàëüíûì òî÷êàì íà îêðóæíîñòè (òî÷êè íà îäíîì

óðîâíå ñ öåíòðîì ïî êîîðäèíàòå x2).

Ñëó÷àé 2: x1 =
x01 + xj1

2
Îáîçíà÷èì

x1 =
x01 + xj1

2
=: x̄1.
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Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå â (3.5)

(x̄1 − xj1)2 + (x2 − xj2)2 = r2j .

Âûðàçèì x2
(x2 − xj2)2 = r2j − (x̄1 − xj1)2.

Îáîçíà÷èì ∆ = r2j − (x̄1 − xj1)2. Òîãäà
åñëè ∆ > 0, äâà ðåøåíèÿ: x2 = xj2 ±

√
∆,

åñëè ∆ = 0, îäíî ðåøåíèå,
åñëè ∆ < 0, ðåøåíèé íåò.
Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå

x1 = x̄1 =
x01 + xj1

2
, x2 = xj2 ±

√
r2j −

(
x01 + xj1

2
− xj1

)2

.

Óïðîñòèì âûðàæåíèå â ñêîáêå

x01 + xj1
2

− xj1 =
x01 − xj1

2
.

Òîãäà

x2 = xj2 ±

√
r2j −

(
x01 − xj1

2

)2

.

Âñåãî ìîæåò áûòü äî ÷åòûð¼õ ðåøåíèé, íî îíè ðàñïàäàþòñÿ íà äâà íåçàâè-
ñèìûõ ìíîæåñòâà

1.
x2 = xj2, x1 = xj1 ± rj

2.

x1 =
x01 + xj1

2
, x2 = xj2 ±

√
r2j −

(
x01 − xj1

2

)2

,

ïðè óñëîâèè, ÷òî âûðàæåíèå ïîä êîðíåì íåîòðèöàòåëüíî.

Ïðè ïîñòðîåíèè êàñàòåëüíûõ ê äâóì îêðóæíîñòÿì ëåãêî âû÷èñëèòü íåêîòî-
ðóþ òî÷êó A, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ è
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû îêðóæíîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âû÷èñëèòü
êîîðäèíàòû òî÷êè A, ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé âûøå.
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ó÷àñòêîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìûå
ó÷àñòêè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ãðàôà áåç ïðåïÿòñòâèé, à äðóãèå � ó÷àñòêè
äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî äóãå îêðóæíîñòè. Äëÿ ëþáîãî ðîáîòà òà-
êèå òðàåêòîðèè îáðàçóþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, èç êîòîðîãî ìîæíî
ñäåëàòü âûáîð, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ â ïóòè. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, àëãîðèòì Äåéêñòðû [121] ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè
íà ãðàôå. Îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ, ïîëó÷åííóþ ýòèì ìåòîäîì, ìîæíî óâèäåòü
íà 3.3.

Ðèñ. 3.3: Òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 3.4 ïðèâåäåí ïðèìåð òðàåêòîðèè, íàéäåííîé òîëüêî
ìåòîäîì Äåéêñòðû, áåç ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé, à òàêæå (ðèñ. 3.5) ìåòîä Äåéêñ-
òðû ñ ïðîöåäóðîé ñãëàæèâàíèÿ ïðè äâèæåíèè ïî ãðàíèöå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðÿìîëèíåéíûé ôðàãìåíò ïîëó÷åííîé òðàåêòî-
ðèè x(t). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôðàãìåíò íà÷èíàåòñÿ â
òî÷êå x0 = (0, 0) è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå x̂ = (x̂1, 0). Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðîáîòà â òî÷êå x0 èçâåñòíî òî÷íî è íà âñåì èíòåðâàëå [x0, x̂]
ñêîðîñòü ðîáîòà ïîñòîÿííà, ò.å. ẋ(t) = v = const. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû ïîçèöèîíèðî-
âàíèÿ, êîòîðàÿ ÷åðåç êàæäûé èíòåðâàë âðåìåíè τ ïåðåäàåò íà óïðàâëÿåìûé
îáúåêò åãî êîîðäèíàòû y(ti) = (y1(ti), y2(ti)) ñ íåêîòîðîé ìàëîé îøèáêîé δi, ïðè-
÷åì |δi| < ε, ãäå ε > 0 � èçâåñòíàÿ òî÷íîñòü ïîçèöèîíèðîâàíèÿ.

×åðåç z(t) = (z1(t), z2(t)) áóäåì îáîçíà÷àòü íåèçâåñòíûå òåêóùèå êîîðäèíàòû
ðîáîòà, ò.å. z(ti) = y(ti) + δi. Êîîðäèíàòû z(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèçâåñòíûìè â
ñèëó ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí. Ýòî ìîãóò áûòü êàê âñåâîçìîæíûå âíåøíèå âîç-
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Ðèñ. 3.4: Òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì Äåéêñòðû

Ðèñ. 3.5: Òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì Äåéêñòðû ñ ïðîöåäóðîé ñãëàæèâàíèÿ
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äåéñòâèÿ íà óïðàâëÿåìûé îáúåêò (ïîãîäíûå óñëîâèÿ, ñîñòîÿíèå ïîâåðõíîñòè, ïî
êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ ðîáîò è ò.ï.), òàê è òåõíè÷åñêèå (êîíñòðóêòèâíûå) îñî-
áåííîñòè ñàìîãî ðîáîòà. Èíûìè ñëîâàìè, ðîáîò ìîæåò îòêëîíèòüñÿ îò òðàåêòî-
ðèè x(t) è äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè, ïðè êîòîðîì îí íå ñìîæåò äîñòè÷ü òåðìè-
íàëüíîé òî÷êè x̂. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàêîé-òî ìîìåíò åãî äâèæåíèå äîëæíî áûòü
ñêîððåêòèðîâàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî ãàðàíòèðîâàòü ïîïàäàíèå
ïî êðàéíåé ìåðå â íåêîòîðóþ ïðèåìëåìóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè

Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ñ ýòîé öåëüþ àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñ-
ëè ïåðåäàâàåìûå ñèñòåìîé ïîçèöèîíèðîâàíèÿ êîîðäèíàòû y(ti) íå âûõîäÿò çà
ãðàíèöû ε�ïîëîñû ñ îáåèõ ñòîðîí òåîðåòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ðîáîòà x(t), íåò
íåîáõîäèìîñòè â êîððåêòèðîâêå åãî äâèæåíèÿ òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå åñòü âåðîÿò-
íîñòü, ÷òî îáúåêò íå îòêëîíèëñÿ îò çàäàííîé òðàåêòîðèè, à óêëîíåíèå y(ti)−x(ti)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîãðåøíîñòè ñèñòåìû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ. Åñëè æå ñ ó÷å-
òîì ñêîðîñòè v è èíòåðâàëà âðåìåíè τ âîçìîæåí âûõîä òî÷êè y(ti+1) çà ïðåäåëû
óêàçàííîé ïîëîñû, òî ñëåäóåò âíåñòè êîððåêòèðóþùåå òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ
óïðàâëåíèå u = x̂ − y(ti). Òàêèì îáðàçîì, ïîøàãîâûé àëãîðèòì ïðèíèìàåò ñëå-
äóþùèé âèä.

Àëãîðèòì

Øàã 1. Ïîëîæèòü i = 0, ti = 0. Ïåðåéòè ê øàãó 2.
Øàã 2. Ïîëîæèòü i := i + 1, ti := ti−1 + τ , ïðèíÿòü äàííûå ñèñòåìû ïîçè-

öèîíèðîâàíèÿ y(ti). Ïåðåéòè ê øàãó 3.
Øàã 3. Åñëè |y2(ti)| + vτ < ε, òî ïåðåéòè ê øàãó 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïåðåéòè ê øàãó 4.
Øàã 4. Ïåðåíàñòðîèòü óïðàâëåíèå ðîáîòîì íà äâèæåíèå âäîëü âåêòîðà u =

x̂− y(ti). Ïåðåéòè ê øàãó 5.
Øàã 5. Åñëè |y1(ti) − x̂1| < ε, òî îñòàíîâèòüñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè

ê øàãó 2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4 Ïóñòü óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèò-
ìîì. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |z2(t)| < 2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |z2(tk)| ≥ 2ε äëÿ íåêîòîðîãî k, à äëÿ
âñåõ i < k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |y2(ti)|+ vτ < ε. Òîãäà

|z2(tk)| ≤ |z2(tk−1)|+ vτ = |y2(tk−1) + δk−1|+ vτ ≤
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≤ |y2(tk−1)|+ |δk−1|+ vτ < |y2(tk−1)|+ ε+ vτ < 2ε.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàí ïðèìåð îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), ïî-

ñòðîåííîé ñ ó÷¼òîì êðóãîâîãî ïðåïÿòñòâèÿ. Òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç
� ïðÿìîãî ó÷àñòêà îò ñòàðòà äî òî÷êè êàñàíèÿ,
� äóãè îêðóæíîñòè âäîëü ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ,
� ïðÿìîãî ó÷àñòêà äî êîíå÷íîé òî÷êè.
Òàêæå íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ïðîöåññ êîððåêöèè ïðè íåòî÷íûõ èçìåðåíèÿõ.

Ðîáîò äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîìó ó÷àñòêó, è êàæäûå τ ñåêóíä ïîëó÷àåò îöåíêó ñâîåãî
ïîëîæåíèÿ y(ti) ñ ïîãðåøíîñòüþ ∥δi∥ < ε. Ýòè èçìåðåíèÿ îòìå÷åíû êðåñòèêàìè.

Çîíà, â êîòîðîé îòêëîíåíèå ñ÷èòàåòñÿ äîïóñòèìûì (¾ε-ïîëîñà¿), çàøòðèõî-
âàíà ñåðûì. Ïîêà èçìåðåíèÿ îñòàþòñÿ âíóòðè ïîëîñû, êîððåêöèÿ íå òðåáóåò-
ñÿ. Îäíàêî, êîãäà ïðîãíîçèðóåìîå ïîëîæåíèå (ó÷èòûâàÿ ñêîðîñòü v è èíòåðâàë
τ) ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû ïîëîñû, àêòèâèðóåòñÿ êîððåêòèðóþùåå óïðàâëåíèå
u = x̂− y(ti), è ðîáîò íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïðÿìî ê öåëè.

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 4, òàêîé àëãîðèòì ãàðàíòèðóåò, ÷òî èñòèííîå ïîëîæåíèå
ðîáîòà z(t) âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |z2(t)| < 2ε, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïîïàäà-
íèå â îêðåñòíîñòü öåëè.

Ðèñ. 3.6: Ïðèìåð îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ïðè íàëè÷èè îäíîãî ôàçîâîãî îãðà-
íè÷åíèÿ
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Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìåòîäîì ðàçäåëå-

íèÿ òðàåêòîðèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ìåòîäà ðàç-
äåëåíèÿ òðàåêòîðèé. Íà ðèñ.3.7�3.9 âèäíî èçìåíåíèå òðàåêòîðèè â çàâèñèìîñòè
îò ðàñïîëîæåíèÿ ïðåïÿòñòâèé è âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè.

Ðèñ. 3.7: Òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé

Ðèñ. 3.8: Òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé ïðè ïðèáëè-
æåíèè îäíîé èç îêðóæíîñòåé ñ ìåíüøèì ðàäèóñîì ê îêðóæíîñòè ñ áîëüøèì
ðàäèóñîì



Ìåòîä ïîèñêà êàñàòåëüíûõ â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ 131

Ðèñ. 3.9: Òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé ïðè ïðèáëè-
æåíèè äðóãîé îêðóæíîñòè ñ ìåíüøèì ðàäèóñîì ê îêðóæíîñòè ñ áîëüøèì ðàäè-
óñîì

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå îïèñàí ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ìåòîä
ïîèñêà êàñàòåëüíûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðèíöèïà ðàçäåëåíèÿ òðàåêòîðèé.

3.3 Ìåòîä ïîèñêà êàñàòåëüíûõ â çàäà÷å áûñòðî-

äåéñòâèÿ äëÿ êîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà

Îïèñàíèå ìîäåëè ðîáîòà è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåñíîãî ðîáîòà Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ðîáîòà ñ äèôôåðåíöèàëü-
íûì ïðèâîäîì, ò.å. ñ äâóìÿ âåäóùèìè êîëåñàìè, êîòîðûå óïðàâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìî äðóã îò äðóãà. Ñõåìà ðîáîòà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.10, ãäå 1, 2 � ïðàâîå è
ëåâîå âåäóùèå êîëåñà ðîáîòà, 3 � êîðïóñ ðîáîòà, 4 � ïàññèâíîå ðîÿëüíîå êîëåñî,
âûïîëíÿþùåå ôóíêöèþ äîïîëíèòåëüíîé îïîðû äëÿ òîãî, ÷òîáû ðîáîò èìåë òðè
òî÷êè îïîðû. Êîîðäèíàòû x, y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû öåíòðà êîëåñíîé ïàðû
ðîáîòà, θ � êóðñîâîé óãîë ðîáîòà; ïåðåìåííûå x, y, θ îáðàçóþò ôàçîâûé âåêòîð
x = (x, y, θ)T ∈ R3. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 3.10, îïè-
ñûâàåòñÿ îäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðîì � ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåäóùèìè
êîëåñàìè ðîáîòà b. Çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà âëèÿåò íà ñîîòíîøåíèå óñèëèé,
êîòîðûå òðåáóåòñÿ ïðèëîæèòü ê ðîáîòó äëÿ åãî ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ è äëÿ
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θ
b

x

y

1

2

3

4

0

Ðèñ. 3.10: Ñõåìà äâóõêîëåñíîãî ðîáîòà: 1, 2 � êîëåñà ðîáîòà, 3 � êîðïóñ, 4 �
ïàññèâíîå (ðîÿëüíîå) êîëåñî-ïîäïîðêà. x è y � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû öåíòðà
êîëåñíîé ïàðû; θ � êóðñîâîé óãîë ðîáîòà.

åãî ïîâîðîòà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå òàêîãî ðîáîòà,
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ =
(u1 + u2)

2
cos(θ)

ẏ =
(u1 + u2)

2
sin(θ)

θ̇ =
(u1 − u2)

b

(3.11)

Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé u1 è u2 âûáðàíû ñêîðîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðàâîãî è ëåâîãî êîëåñ. Óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ îáðàçóþò óïðàâëÿ-
þùèé âåêòîð u = (u1, u2)

T ∈ U ⊆ R2, ïðèíàäëåæàùèé êîìïàêòíîé îáëàñòè äâó-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùèå âîç-
äåéñòâèÿ:

|ui| ≤ umax, i = 1, 2. (3.12)

Îïèñàííàÿ ìîäåëü ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì êî-
ëåñíûõ ðîáîòîâ, êîãäà íå òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, ñâÿçàííûå
ñ äèíàìèêîé ðîáîòà. Â êèíåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå êîðïóñ ðîáîòà è åãî êîëåñà
ñ÷èòàþòñÿ íåâåñîìûìè, è ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå î òîì, ÷òî ìîæíî íàïðÿìóþ
óïðàâëÿòü ñêîðîñòÿìè âðàùåíèÿ êîëåñ (ò.å. ëèíåéíûìè ñêîðîñòÿìè èõ öåíòðîâ).
Ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè ðîáîòà ïðåíåáðåãàåì, ñ÷èòàÿ ðîáîòà ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òî÷êîé.
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Çàìå÷àíèå 9 Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðåàëüíûå ðàçìåðû
ðîáîòà, ìîæíî äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî ðîáîò ñàì îãðàíè÷åí â ãîðèçîí-
òàëüíûõ ðàçìåðàõ îêðóæíîñòüþ íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî ðàäèóñà r. Âñå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â äàííîé ñòàòüå, îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè óâåëè÷èòü
ðàäèóñ ïðåïÿòñòâèé íà âåëè÷èíó r, à ðîáîòà ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü òî÷êîé.
Â ñëó÷àå íåêðóãîâûõ ïðåïÿòñòâèé ìîæíî ðàñøèðèòü ãðàíèöû ýòèõ ïðåïÿò-
ñòâèé òàêæå íà âåëè÷èíó r. Òàêîå ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ñëîæåíèÿ Ìèíêîâñêîãî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðåïÿò-
ñòâèÿ, è êðóãà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðîáîòà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà-
÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ. Ïóñòü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ðîáîòà çàäàíà êàê
(3.11) ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ (3.12).

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çàäàíû çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò
ðîáîòà:

x(0) = x0; y(0) = y0; θ(0) = θ0. (3.13)

Çàäàíî òåðìèíàëüíîå óñëîâèå:

x(tf ) = xf ; y(tf ) = yf ; θ(tf ) = θf , (3.14)

ãäå tf � íåèçâåñòíîå çàðàíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Äâèæåíèå ðîáîòà ïî ïëîñêîñòè ñ ïðåïÿòñòâèÿìè â îáùåì âèäå ìîæíî èñ-

ñëåäîâàòü òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðåïÿòñòâèÿ â
íàøåé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ êðóãîâûìè è íåïåðåñåêàþùèìèñÿ. Ýòî îïðåäåëÿåò ñëå-
äóþùèå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ:

∥(x(t), y(t))−Ck∥ ≤ rk, k = 1, . . . , K, (3.15)

ãäå K - êîëè÷åñòâî ïðåïÿòñòâèé. Îãðàíè÷åíèÿ (3.15), îïðåäåëÿþùèå îáëàñòü
íåäîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, îçíà÷àþò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ðîáîòà
íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè íå äîëæíà ïåðåñåêàòü êðóãè ðàäèóñîâ rk ñ öåíòðàìè
Ck = (xkc , y

k
c )

T .
Òðåáóåòñÿ äîñòè÷ü òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ çà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå âðå-

ìÿ ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé (3.15), ò.å. êðèòåðèé êà÷åñòâà èìååò âèä
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J =

tf∫
0

1dt = tf → min
u∈U

(3.16)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u = u(t) ∈ U, êîòîðàÿ ïðè åå ïîäñòàíîâêå â ñè-
ñòåìó (3.11) îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä ýòîé ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3.13)
â òåðìèíàëüíîå (3.14) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ tf ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé
(3.15).

Îãðàíè÷åíèÿ (3.15) îçíà÷àþò, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû
íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ÷òî ñèëüíî çàòðóäíÿåò ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èëè ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìåòîä ïîèñêà êàñàòåëüíûõ Â îïèñàííîé ïîñòàíîâêå âîçìîæíî àíàëèòè÷å-
ñêè íàéòè îïòèìàëüíóþ ïî áûñòðîäåéñòâèþ òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ, êàê áóäåò ïî-
êàçàíî íèæå, ñîâïàäàåò â äàííîì ñëó÷àå ñ êðàò÷àéøèì â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñ-
ëå ïóòåì èç íà÷àëüíîé òî÷êè â òåðìèíàëüíóþ ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè ðîáîòà â
íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè è çàäàííîé îðèåíòàöèåé ýòîãî ðîáîòà â òåðìèíàëüíîì
ïîëîæåíèè, ïðè÷åì ïðè îïòèìàëüíîì äâèæåíèè ðîáîò áóäåò ñîâåðøàòü ïîâîðî-
òû íà ìåñòå òîëüêî â íà÷àëüíîé è â òåðìèíàëüíîé òî÷êàõ. Äëÿ ïîèñêà òàêîé
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä, îïèñàííûé äàëåå. Äëÿ ðå-
àëèçàöèè ìåòîäà íåîáõîäèìî àâòîìàòèçèðîâàòü ïðèâåäåííûå íèæå âû÷èñëåíèÿ.
×òîáû íå çàãðîìîæäàòü ôîðìóëû, áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå îáîçíà÷å-
íèÿ äëÿ òî÷åê è èõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, A ìîæåò îáîçíà÷àòü òàêæå è
ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè A.

Â îïèñàííîé ïîñòàíîâêå âîçìîæíî àíàëèòè÷åñêè íàéòè îïòèìàëüíóþ ïî áûñò-
ðîäåéñòâèþ òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñîâïàäàåò â äàííîì
ñëó÷àå ñ êðàò÷àéøèì â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ïóòåì èç íà÷àëüíîé òî÷êè â
òåðìèíàëüíóþ ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè ðîáîòà â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè è çàäàííîé
îðèåíòàöèåé ýòîãî ðîáîòà â òåðìèíàëüíîì ïîëîæåíèè, ïðè÷åì ïðè îïòèìàëü-
íîì äâèæåíèè ðîáîò áóäåò ñîâåðøàòü ïîâîðîòû íà ìåñòå òîëüêî â íà÷àëüíîé è
â òåðìèíàëüíîé òî÷êàõ. Äëÿ ïîèñêà òàêîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä, îïèñàííûé äàëåå. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà íåîáõîäèìî àâòîìà-
òèçèðîâàòü ïðèâåäåííûå íèæå âû÷èñëåíèÿ. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü ôîðìóëû,
áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òî÷åê è èõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ.
Íàïðèìåð, A ìîæåò îáîçíà÷àòü òàêæå è ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè A.
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Íàõîæäåíèå îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ Äëÿ íàõîæäåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê
îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïî-
ñòðîåíèåì (ðèñ. 3.11). Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò âíå êðóãà ðàäèóñà r ñ öåí-
òðîì â òî÷êå C. Òîãäà ñóùåñòâóåò äâå êàñàòåëüíûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P è
êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé öåíòð êðóãà C è òî÷êó P . Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê PCA ïðÿìî-
óãîëüíûé, ìîæíî îïðåäåëèòü êîñèíóñ è ñèíóñ óãëà φ ïðè âåðøèíå C êàê:

cosφ =
r

d
, d = ∥PC∥

sinφ =
√

1− cos2 φ
(3.17)

P C

B

ϕ

A

e

Ðèñ. 3.11: Íàõîæäåíèå êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ
òî÷êó. Òî÷êè A è B íàõîäÿòñÿ êàê âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ PAC
è PBC.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó ïîâîðîòà:

M =

[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
Òîãäà òî÷êè A è B ìîæíî íàéòè êàê

A = C + rMT e⃗, B = C + rMe⃗,

ãäå âåêòîð e⃗ = P−C
d
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéäåì îáùèå êàñàòåëüíûå ê äâóì îêðóæíîñòÿì ñ
ðàäèóñàìè r1, r2 è öåíòðàìè â òî÷êàõ C1, C2. Ñ÷èòàåì, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè íå
ïåðåñåêàþòñÿ (ðèñ. 3.12). Èç ïîñòðîåíèé, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 3.12, âèäíî, ÷òî
êîñèíóñû è ñèíóñû óãëîâ φ1 è φ2 ìîæíî íàéòè êàê



Ìåòîä ïîèñêà êàñàòåëüíûõ â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ 136

cosφ1 =
r1 − r2
d

, d = ∥C1C2∥

cosφ2 =
r1 + r2
d

sinφi =
√

1− cos2 φi, i = 1, 2.

(3.18)

C1
C2

A1

B1
ϕ

 1

e1

ϕ 2

S1

S2

A3

A2

A4

B4

B3

B2

e2=-e1

Ðèñ. 3.12: Îáùèå êàñàòåëüíûå ê äâóì îêðóæíîñòÿì. Òî÷êè Ai è Bi íàõîäÿòñÿ
ïóòåì îïðåäåëåíèÿ óãëîâ φ1 è φ2

Ñîñòàâèì ìàòðèöû ïîâîðîòîâ:

Mi =

[
cosφi − sinφi

sinφi cosφi

]
è íàéäåì òî÷êè Aj, Bj êàê

A1 = C1 + r1M1e⃗1, B1 = C2 + r2M1e⃗1,

A2 = C1 + r1M
T
1 e⃗1, B2 = C2 + r2M

T
1 e⃗1,

A3 = C1 + r1M2e⃗1, B3 = C2 − r2M2e⃗1,

A4 = C1 + r1M
T
2 e⃗1, B4 = C2 − r2MT

2 e⃗1,

ãäå âåêòîð e⃗1 =
C2−C1

d
.

Èñêëþ÷åíèå çàáëîêèðîâàííûõ îòðåçêîâ Ïðè ïîñòðîåíèè ïóòè èñêëþ-
÷àþòñÿ òàêèå îòðåçêè ïðÿìûõ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ êàêèìè-ëèáî ïðåïÿòñòâè-
ÿìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà ïðÿìîé P1P2 c êðóãîì ðàäèóñà r ñ
öåíòðîì â òî÷êå C áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé (ðèñ. 3.13)
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P1

C

e

B

A

e P2

Ðèñ. 3.13: Îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà ñ êðóãîì. Ïðè ïîïàäàíèè öåíòðà
êðóãà C â çàøòðèõîâàííóþ îáëàñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ïåðåñå÷åíèåì çàøòðèõîâàí-
íûõ ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïîëîñ îòðåçîê P1P2 ñ÷èòàåòñÿ çàáëîêèðî-
âàííûì êðóãîì.

Íàéäåì åäèíè÷íûé âåêòîð e⃗ âäîëü îòðåçêà P1P2 è îðòîãîíàëüíûé åìó âåêòîð
e⃗⊥ êàê

e⃗ = (e1, e2)
T =

−−−−−→
P2 − P1

∥
−−−−−→
P2 − P1∥

, e⃗⊥ = (−e2, e1)T

Óñëîâèåì òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êðóãà äî ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé
òî÷êè P1 è P2, ìåíüøå èëè ðàâíî ðàäèóñó êðóãà r, ÿâëÿåòñÿ

d = ∥
−−−−−−→
(C − P1) · e⃗⊥∥ ≤ r, (3.19)

ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà C ëåæèò âíóòðè ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû øèðè-
íîé 2r (ðèñ. 3.13). Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿ öåíòðà êðóãà C íà îòðåçîê P1P2 äîëæíà
ëåæàòü íà îòðåçêå P1P2, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

(−−−−−−→
(C − P1) · e⃗

)
·
(−−−−−−→
(C − P2) · e⃗

)
≤ 0, (3.20)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà C ëåæèò âíóòðè âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, øèðèíà êîòîðîé
ðàâíà äëèíå îòðåçêà P1P2 (ðèñ. 3.13). Òàê äëÿ òî÷êè A îáà óãëà � ìåæäó e⃗ è P1A
è ìåæäó e⃗ è P2A � ÿâëÿþòñÿ òóïûìè, ïîýòîìó îáà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â
(3.20) îòðèöàòåëüíû. Äëÿ òî÷êè B óãëû ìåæäó e⃗ è P1B è ìåæäó e⃗ è P2B îñòðûå,
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ïîýòîìó îáà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíû. Äëÿ òî÷êè C óãîë ìåæäó
e⃗ è P1C îñòðûé, à ìåæäó e⃗ è P2C � òóïîé, ïîýòîìó îäíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ïîëîæèòåëüíî, äðóãîå � îòðèöàòåëüíî.

Ðàâåíñòâî íóëþ äîïóñêàåòñÿ êàê â (3.19), òàê è â (3.20). Â ïåðâîì ñëó÷àå îíî
îçíà÷àåò êàñàíèå êðóãà è ïðÿìîé P1P2, âî âòîðîì � òî, ÷òî öåíòð êðóãà C ëåæèò
íà ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé P1P2 è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êîíåö îòðåçêà.

Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îòðåçîê è êðóã íå ïåðåñåêàþòñÿ â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, åñëè öåíòð êðóãà ëåæèò çà ïðåäåëàìè îáëàñòè, çàøòðèõîâàííîé íà
ðèñ. 3.14, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñû øèðèíîé 2r è äâóõ ïîëó-
êðóãîâ ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè â êîíöàõ îòðåçêà. Ýòà îáëàñòü ïîðîæäàåò äîïîëíè-
òåëüíóþ ïðîâåðêó ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà êðóãà äî íà÷àëà è êîíöà îòðåçêà P1P2.
Îäíàêî, â íàøåé çàäà÷å P1P2 � ýòî îòðåçîê êàñàòåëüíîé ê îäíîìó èç êðóãîâ, îáî-
çíà÷àþùèõ ïðåïÿòñòâèÿ, ïîýòîìó, åñëè öåíòð êðóãà C íàõîäèòñÿ âíóòðè îäíîãî
èç ïîëóêðóãîâ (âêëþ÷àÿ åãî âíåøíþþ ãðàíèöó), çíà÷èò, êðóãîâûå ïðåïÿòñòâèÿ
ïåðåñåêàþòñÿ (ðèñ. 3.14), ÷òî ïî óñëîâèþ íå äîïóñêàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà óñëîâèé (3.19) è (3.20) â íàøåé çàäà÷å äîñòàòî÷íà.

P1

C

NM

e P2

R

S

e

C'

Ðèñ. 3.14: Óñëîâèå çàáëîêèðîâàííîñòè îòðåçêà êðóãîì. Ïðè ïîïàäàíèè öåíòðà
êðóãà â çàøòðèõîâàííóþ îáëàñòü êðóã ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì P1P2, è îòðåçîê
ÿâëÿåòñÿ çàáëîêèðîâàííûì.

Âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè íà ó÷àñòêàõ ïóòè Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ìîäåëüþ, íà ïðÿìûõ ó÷àñòêàõ ïóòè ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
vmax = umax. Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó îòðåçêó ñîñòàâëÿåò

tmin =
l

umax

(3.21)
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Íà äóãàõ îêðóæíîñòåé ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ïóñòü ðîáîò äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ u1 ðàâíî umax. Ïðè ýòîì óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü ðîáîòà ðàâíà óãëîâîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ åãî öåíòðà ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îêðóæíîñòè, ïðè ýòîì

v =
(u1 + u2)

2

ω =
(u1 − u2)

b
v = ωr

(3.22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè u1 = umax

u2 = umax
2r − b
2r + b

è ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðè äâèæåíèè ïî äóãå ñîñòàâëÿåò

vmax = umax
2r

2r + b
.

Ñîîòâåòñòâåííî, âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ óãëîì φ
ñîñòàâèò

tmin =
l

vmax

=
rφ

vmax

=
rφ(2r + b)

2rumax

=
φ(2r + b)

2umax

(3.23)

Âðåìÿ, êîòîðîå ðîáîò òðàòèò äëÿ ïîâîðîòà íà ìåñòå íà óãîë φ, ìîæíî îïðå-
äåëèòü èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ â (3.22). Ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ïîâîðîòà

ωmax =
2umax

b

è, òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå âðåìÿ òàêîãî ïîâîðîòà ñîñòàâèò

tmin =
φb

2umax

, (3.24)
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÷òî, åñëè ñðàâíèòü ñ (3.23), ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî îêðóæíîñòè íóëåâîãî
ðàäèóñà.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî ðåáðàì
ãðàôà.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âðåìÿ
äâèæåíèÿ êàê ïî ïðÿìûì ó÷àñòêàì, òàê è ïî äóãàì îêðóæíîñòåé ïðÿìî ïðîïîð-
öèîíàëüíî äëèíå ïóòè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ,
îãðàíè÷èâàþùåìó óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ â ñèñòåìå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, çà
èñêëþ÷åíèåì ïîâîðîòîâ íà ìåñòå, ñàìûé áûñòðûé ïóòü èç íà÷àëüíîé òî÷êè â êî-
íå÷íóþ â ñëó÷àå, åñëè òî÷êè ëåæàò íà ãðàíèöàõ ïðåïÿòñòâèé, áóäåò ñîâïàäàòü ñ
îäíèì èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãåîìåòðè-
÷åñêîì ñìûñëå. Âûáîð òàêîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïàðàìåòðà b. Äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 4 Äëÿ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ äâóõêîëåñíîãî ðîáî-
òà îïòèìàëüíûì ïî áûñòðîäåéñòâèþ ïóòåì áóäåò ëîêàëüíî êðàò÷àéøèé â
ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ïóòü ñ äîáàâëåíèåì ïîâîðîòîâ â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè 1 è 2 ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ C1

è C2 è ðàäèóñàìè r1 è r2, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ïóòü èç òî÷êè D, ïðè-
íàäëåæàùåé îêðóæíîñòè 1, äî òî÷êè B, ïðèíàäëåæàùåé îêðóæíîñòè 2. Ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè òî÷êè C1 è C2 ëåæàò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Ýòîò ïóòü
ïðîõîäèò îò òî÷êè D ïî äóãå ïåðâîé îêðóæíîñòè äî òî÷êè A, â êîòîðîé îáùàÿ
êàñàòåëüíàÿ ê äâóì îêðóæíîñòÿì AB êàñàåòñÿ ïåðâîé èç íèõ, à çàòåì � ïî îò-
ðåçêó AB äî êàñàíèÿ ñî âòîðîé îêðóæíîñòüþ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè òî÷êè
C1 è C2 ëåæàò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ðàññòîÿíèå ìåæó öåíòðàìè îêðóæíî-
ñòåé ∥C1C2∥ ðàâíî d, à óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòè 1 â òî÷êå D è
â òî÷êå A ðàâåí ψ (ðèñ. 3.15).

Òàêîé ïóòü ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Êàê áûëî
îòìå÷åíî âûøå, ýòîò ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî äóãå îêðóæíîñòè è îòðåçêó ïðÿìîé,
òàêæå ÿâëÿåòñÿ è áûñòðåéøèì, ïîñêîëüêó ñðåäè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïî äëèíå
ïóòè âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ýòîò ïóòü, ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè, ïðîõî-
äèìîé ïî îêðóæíîñòè 1. Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî òàêîìó ïóòè ðàâíî ñóììå âðåìåí
äâèæåíèÿ ïî äóãå ta è ïî îòðåçêó tl è ñîñòàâëÿåò, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.23) è (3.21),

t = ta + tl =
ψ(2r1 + b)

2umax

+

√
d2 − (r2 − r1)2

umax

(3.25)
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C1 C2

E B

ϕ

D A

r2

r1

Ðèñ. 3.15: Ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà r1 ê íóëþ
âðåìÿ äâèæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìîìó íà ïîâîðîò è íà ïðÿìî-
ëèíåéíîå äâèæåíèå ê òî÷êå êàñàíèÿ.

Âåëè÷èíà
√
d2 − (r2 − r1)2 ÿâëÿåòñÿ äëèíîé îòðåçêà AB; äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî

âûðàæåíèÿ îáðàòèìñÿ ê ðèñ. 3.12. Óãîë äóãè DA ðàâåí ψ.
Â âûðàæåíèè (3.25) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè r1 → 0. Òî÷êè A è D ïðè ýòîì

áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷êå C1, òî÷êà B � ê òî÷êå E, ãäå C1E � êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòè 2, à óãîë ψ � ê óãëó φ (ðèñ. 3.15) ìåæäó íà÷àëüíûì íàïðàâëåíèåì
è íàïðàâëåíèåì BE. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðè ýòîì îáðàòèòñÿ â

ta →
φb

2umax

, (3.26)

à âòîðîå � â

tl →
√
l2 − r22
umax

(3.27)

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñóììàðíîå âðåìÿ t = ta+ tl ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïðè
ëþáîì ðàäèóñå r1, òî â ïðåäåëå ïðè r1 = 0 îíî òàêæå îñòàíåòñÿ ìèíèìàëüíûì
äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ äâèæåíèé.

Âðåìÿ (3.26) ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì ïîâîðîòà íà ìåñòå â òî÷êå C1 íà óãîë φ,
à âðåìÿ (3.27) � âðåìåíåì äâèæåíèÿ ïî êàñàòåëüíîé èç òî÷êè C1 äî òî÷êè E,
ïðèíàäëåæàùåé îêðóæíîñòè 2. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî îïòèìàëüíûì
ïî áûñòðîäåéñòâèþ äâèæåíèåì èç òî÷êè ñ ïðîèçâîëüííîé îðèåíòàöèåé êîðïóñà
ðîáîòà äî òî÷êè êàñàíèÿ íà îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîò íà ìåñòå äî íàïðàâëå-
íèÿ äâèæåíèÿ ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, à çàòåì ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå
ïî ýòîé êàñàòåëüíîé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü ñîñòàâíîãî äâèæåíèÿ,
êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîâîðîòû íà ìåñòå è ïðÿìîëèíåéíûé ó÷àñòîê, äëÿ äâè-
æåíèÿ èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ áåç ïðåïÿòñòâèé ìåæäó íèìè, ïåðåéäÿ â âûðà-
æåíèè (3.25) ê ïðåäåëó ïðè r1, r2 → 0.
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а) б�

Ðèñ. 3.16: Êðàò÷àéøèé ïóòü, îáõîäÿùèé ïîëèãîíàëüíîå ïðåïÿòñòâèå. Âðåìÿ äâè-
æåíèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî ëåâîìó ó÷àñòêó, ïî ïðàâîìó ó÷àñò-
êó è âðåìåíè ïîâîðîòà.

Â ñëó÷àå, åñëè äîïóñêàþòñÿ ïîëèãîíàëüíûå ïðåïÿòñòâèÿ íà ïóòè ðîáîòà, ïðè
ýòîì ãåîìåòðè÷åñêè êðàò÷àéøèé ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç óãîë ïîëèãîíà (ðèñ. 3.16,
à) èëè ïî ãðàíè ïîëèãîíà (ðèñ. 3.16, á), âåðíî ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 3 Â ñëó÷àå ïîëèãîíàëüíûõ ïðåïÿòñòâèé êðàò÷àéøèé ïóòü òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â çàäà÷å ïîèñêà êðàò-
÷àéøåãî ïóòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàçáèòü ïóòü íà ó÷àñòêè, ïðîõîäÿùèå ìåæ-
äó óãëàìè ïîëèãîíàëüíûõ ïðåïÿòñòâèé, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò êðàò÷àéøèé
ïóòü. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ, êàæäûé òàêîé ó÷àñòîê áóäåò îïòè-
ìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè äâèæåíèè ðîáîòà îò íà÷àëà ó÷àñò-
êà ê åãî êîíöó, ïðè ýòîì â êîíå÷íîé òî÷êå ïðîèçâîäèòñÿ ïîâîðîò íà òàêîé óãîë,
ïðè êîòîðîì íîâîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ðîáîòà ñîâïàäàåò ñ ïðîäîëæåíèåì
äâèæåíèÿ ïî ñëåäóþùåìó ó÷àñòêó. Ýòîò ïîâîðîò ïðîèçâîäèòñÿ âîêðóã âåðøèíû
ïîëèãîíàëüíîãî ïðåïÿòñòâèÿ.

а) б�

Ðèñ. 3.17: Êðàò÷àéøèé ïóòü, îáõîäÿùèé ãëàäêîå âûïóêëîå ïðåïÿòñòâèå. Âðå-
ìÿ åãî îáõîäà ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó,
äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ó÷àñòêà ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ, è âðåìåíè ïîâîðîòà
èç íà÷àëüíîé îðèåíòàöèè ê êîíå÷íîé.
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Ñëåäñòâèå 4 Â ñëó÷àå ïðåïÿòñòâèé, çàäàííûõ â âèäå ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ
âûïóêëûõ ôèãóð, êðàò÷àéøèé ïóòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ëîêàëüíûõ ìè-
íèìóìîâ â çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëåäñòâèÿ ðàññìîòðèì ïîëèãîíàëüíîå ïðèáëèæå-
íèå ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ïðåïÿòñòâèÿ. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò ïðî-
õîäèòü ïî óãëàì è ðåáðàì òàêîé ôèãóðû (ðèñ. 3.17, à). Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà
óãëîâ ïîëèãîíà, ïðèáëèæàþùåãî ãëàäêîå ïðåïÿòñòâèå, òàêàÿ òðàåêòîðèÿ îñòà-
åòñÿ îïòèìàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïðè êîëè÷åñòâå óãëîâ
ïðèáëèæàþùåãî ïîëèãîíà, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, îïòèìàëüíàÿ òðàåê-
òîðèÿ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêè êðàò÷àéøåé òðàåêòîðèè, îáõîäÿùåé
ãëàäêîå ïðåïÿòñòâèå (ðèñ. 3.17, á).

A B

Ðèñ. 3.18: Êðàò÷àéøèé ïóòü, îáõîäÿùèé íåâûïóêëîå ïðåïÿòñòâèå. Âðåìÿ îáõîäà
ñ÷èòàåòñÿ òàê æå, êàê åñëè áû ýòî ïðåïÿòñòâèå áûëî çàìåíåíî íà åãî âûïóêëóþ
îáîëî÷êó.

×òî êàñàåòñÿ íåâûïóêëûõ ïðåïÿòñòâèé, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ëîêàëüíî êðàò-
÷àéøèé ãåîìåòðè÷åñêèé ïóòü, îáõîäÿùèé íåâûïóêëóþ ÷àñòü ïðåïÿòñòâèÿ íà
ðèñ. 3.18. Òî÷êè A è B � êðàéíèå òî÷êè ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ, ìåæäó êîòî-
ðûìè ïóòü èäåò ïî ïðÿìîé. Â îòñóòñòâèå ïðåïÿòñòâèÿ ýòîò ó÷àñòîê, êàê áûëî
îòìå÷åíî, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ. Íàëîæåíèå
ëþáûõ äîïîëíèòåëüíûõ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé íå óëó÷øàåò îïòèìàëüíûõ òðà-
åêòîðèé, ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè ïðåïÿòñòâèÿ ó÷àñòîê AB îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, è â ñëó÷àå íåâûïóêëûõ ïðåïÿòñòâèé êðàò÷àéøèé ïóòü ÿâëÿ-
åòñÿ áûñòðåéøèì, à âñå íåâûïóêëûå ïðåïÿòñòâèÿ ìîæíî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè çàìåíèòü íà èõ âûïóêëûå îáîëî÷êè. Òàêàÿ
çàìåíà îäíàêî, íåâîçìîæíà, åñëè ñóùåñòâóþò ïðåïÿòñòâèÿ, êîòîðûå íå ïåðåñåêà-
þòñÿ äðóã ñ äðóãîì, ïðè ýòîì èõ âûïóêëûå îáîëî÷êè ïåðåñåêàþòñÿ. Òèïè÷íûì
ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ëàáèðèíò.
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ðîáî-
òà ïðè íàëè÷èè ïðîèçâîëüíûõ ïðåïÿòñòâèé îïòèìàëüíûì ïî áûñòðîäåéñòâèþ
ÿâëÿåòñÿ îäèí èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè,
ïðè ýòîì â òî÷êàõ ïåðåãèáà ïóòè îïòèìàëüíûì äâèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîò íà
ìåñòå âîêðóã òî÷êè ïåðåãèáà. Âûáîð ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàâèñèò îò ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà b ðîáîòà, ïðè ýòîì áûñòðåéøèé ïóòü ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ
ãåîìåòðè÷åñêè êðàò÷àéøèì, îäíàêî ïðèíöèï ïîèñêà òàêîãî îïòèìàëüíîãî ïóòè
ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü áûñòðåéøèé ïóòü ìåòîäîì
ïåðåáîðà âîçìîæíûõ ïóòåé íà ãðàôå.

Ïîñòðîåíèå ãðàôà ïåðåõîäîâ Îïòèìàëüíûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâå çà-
äàííûå òî÷êè è îáõîäÿùèé íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðóãîâûå ïðåïÿòñòâèÿ, ñîñòîèò
èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ è äóã îêðóæíîñòåé, ïðè ýòîì îòðåçêè è äóãè ÷åðåäóþòñÿ.
Â íà÷àëå è â êîíöå òðàåêòîðèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïîâîðîòû íà ìåñòå.

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè ñîñòàâèì ãðàô Γ ïåðåõîäîâ ìåæäó òî÷êàìè,
ëåæàùèìè íà âîçìîæíûõ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ. Ýòèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ
íà÷àëî ïóòè è êîíåö ïóòè, à òàêæå òî÷êè, ëåæàùèå íà îêðóæíîñòÿõ, êîòîðûå
îãðàíè÷èâàþò ïðåïÿòñòâèÿ.

Âñå ïåðåõîäû ñëåäóåò äîáàâëÿòü ñ ïðîâåðêîé, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ïåðåõîä
ñâîáîäíûì èëè çàáëîêèðîâàííûì êàêèì-ëèáî ïðåïÿòñòâèåì.

Ïåðåõîä ìåæäó òî÷êîé ñòàðòà è òî÷êîé ôèíèøà ñ ó÷åòîì ïîâîðîòà ðîáîòà äî
íåîáõîäèìîãî íàïðàâëåíèÿ èç èçíà÷àëüíî çàäàííîãî, à òàêæå êîíå÷íîãî ïîâîðî-
òà â òî÷êå ôèíèøà äî çàäàííîé òåðìèíàëüíîé îðèåíòàöèè äîáàâèì êàê ïóòü èç
òðåõ âåðøèí. Îáîçíà÷èì òî÷êó ñòàðòà ÷åðåç S; òî÷êó ôèíèøà � ÷åðåç F ; âåðøè-
íó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå ñòàðòà ïîñëå ïîâîðîòà äî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ê
ôèíèøó � ÷åðåç SF ; âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíöó ýòîé ïðÿìîé äî ïîâîðîòà
ê òåðìèíàëüíîìó íàïðàâëåíèþ � ÷åðåç FS (ðèñ. 3.19).

Ðåáðà ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâîðîòàì íà ìåñòå, èìåþò íóëåâóþ äëèíó,
îäíàêî âðåìÿ, òðåáóþùååñÿ äëÿ èõ ïðîõîæäåíèÿ (âåñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.24). Ïðè ýòîì ñàìûì áûñòðûì áóäåò òàêîé ïî-
âîðîò â òîì íàïðàâëåíèè èç äâóõ âîçìîæíûõ � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, � äëÿ êîòîðîãî óãîë ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé îðèåíòàöèåé
ìåíüøå.
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AjiLL

AjiRR

AjiLR

AjiRL

AjSL

AjSR

SjL

SjR
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AiFR

AjFL

AjFR

F

SiL

SiR

SiL

SiR

Круг №i

Круг №j

SF

FS

Ðèñ. 3.19: Ãðàô ïåðåõîäîâ ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êîé è îêðóæíîñòÿìè.
Ïîêàçàíû óçëû ãðàôîâ, ñõåìàòè÷íî îòìå÷åíû ñîåäèíåíèÿ âåðøèí, îòíîñÿùèåñÿ
ê îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè, à òàêæå ñîåäèíåíèÿ ìåæäó îêðóæíîñòÿìè.

AijLL

AijRR

AijLR

AijRL

AjiLL

AjiRR

AjiLR

AjiRL

Круг №i Круг №j

Ðèñ. 3.20: Ó÷àñòêè ãðàôà ïåðåõîäîâ ìåæäó äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè.

Ïåðåõîäû ìåæäó íà÷àëîì ïóòè è îêðóæíîñòÿìè îïðåäåëèì êàê ïðÿìûå, ñî-
åäèíÿþùèå òî÷êó ñòàðòà è òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
êðóãó è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó ñòàðòà, êàñàþòñÿ ýòîãî êðóãà. Îáîçíà÷èì ñîîò-
âåòñòâóþùèå òî÷êè íà îêðóæíîñòÿõ ÷åðåç AiSL è AiSR è çàäàäèì îäíîèìåííûå
âåðøèíû ãðàôà. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ i çàäàåò íîìåð îêðóæíîñòè, èíäåêñ S îáî-
çíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ñîåäèíÿåòñÿ ñ òî÷êîé ñòàðòà, èíäåêñû L è R � ÷òî ïðÿìûå
ïîäõîäÿò ê îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà, åñëè ñìîòðåòü ñî ñòî-
ðîíû îêðóæíîñòè íà òî÷êó ñòàðòà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì ïðÿìûå,
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ñîåäèíÿþùèå îêðóæíîñòè è òî÷êó ôèíèøà, îáîçíà÷èâ èõ AiFL è AiFR. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïîâîðîò ðîáîòà äî åãî äâèæåíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïðÿìîé, à òàêæå âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ýòîò ïîâîðîò, çàâèñèò îò íàïðàâ-
ëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ýòîé ïðÿìîé, ïîýòîìó íåîáõîäèìî äîáàâèòü âåðøèíû ãðàôà
Γ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâîðîòàì èç íà÷àëüíîé îðèåíòàöèè ðîáîòà äî ñîîòâåòñòâó-
þùåãî íàïðàâëåíèÿ (ðèñ. 3.19). Ýòè âåðøèíû îáîçíà÷èì ÷åðåç SiL è SiR äëÿ
òî÷êè ñòàðòà, è ÷åðåç FiL è FiR äëÿ òî÷êè ôèíèøà. Áóäåì îáîçíà÷àòü ëåâóþ è
ïðàâóþ ñòîðîíó äëÿ òî÷êè ñòàðòà è òî÷êè ôèíèøà, ñìîòðÿ íà òî÷êó ñî ñòîðîíû
îêðóæíîñòè.

Ïåðåõîäû ìåæäó òî÷êàìè äâóõ ðàçëè÷íûõ îêðóæíîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ îá-
ùèìè êàñàòåëüíûìè ê ýòèì îêðóæíîñòÿì. Áåç èñêëþ÷åíèÿ çàáëîêèðîâàííûõ
îòðåçêîâ, êàæäàÿ ïàðà îêðóæíîñòåé äîáàâëÿåò ÷åòûðå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ òî÷êàì êàñàíèÿ íà îäíîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé, è ÷åòûðå � íà äðóãîé.
Òî÷êè êàñàíèÿ (è âåðøèíû ãðàôà Γ) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê AijLL, AijRR, AijLR,
AijRL, ãäå èíäåêñû i, j îáîçíà÷àþò ïîðÿäêîâûå íîìåðà îêðóæíîñòåé â ñïèñêå, à
L è R � ñòîðîíû (ëåâóþ è ïðàâóþ), ñ êîòîðîé êàñàòåëüíûå ïîäõîäÿò ê îäíîé è
ê äðóãîé îêðóæíîñòè. Ýòè òî÷êè ñîåäèíåíû ÷åòûðüìÿ îòðåçêàìè êàñàòåëüíûõ,
êîòîðûå çàäàþò ðåáðà ãðàôà Γ (ðèñ. 3.20).

1:  1
2:  2

4:  13:  2

Ðèñ. 3.21: Äâà òèïà òî÷åê êàñàíèÿ íà îêðóæíîñòè: Òèï 1 - êàñàòåëüíàÿ ïîäõîäèò
¾ñëåâà¿, òèï 2 - êàñàòåëüíàÿ ïîäõîäèò ¾ñïðàâà¿.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ âñåõ òî÷åê êàñàíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ îêðóæíîñòÿì, äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé çàäàäèì ïåðåõîäû ìåæäó âñåìè òàêèìè òî÷êà-
ìè. Òî÷êè íà êàæäîé îêðóæíîñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà (ðèñ. 3.21).
Â òî÷êàõ ïåðâîãî òèïà êàñàòåëüíàÿ ïîäõîäèò ñëåâà, åñëè ñìîòðåòü èç öåíòðà
îêðóæíîñòè (òî÷êè ñ íîìåðàìè 1 è 4 íà ðèñ. 3.21). Â òî÷êàõ âòîðîãî òèïà (2 è
3) êàñàòåëüíàÿ ïîäõîäèò ñïðàâà. Ïðè ýòîì, åñëè òðàåêòîðèÿ ðîáîòà ïðèõîäèò íà
îêðóæíîñòü â òî÷êå òèïà 1, òî îíà äîëæíà âûéòè ñ îêðóæíîñòè â òî÷êå òèïà
2, è íàîáîðîò. Òðàåêòîðèè, ñîäåðæàùèå ïåðåõîä èç îäíîé òî÷êè â äðóãóþ òî÷êó
òàêîãî æå òèïà çàâåäîìî íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, ïîñêîëüêó ñîäåðæàò òî÷-
êè ðàçâîðîòà (ðèñ. 3.22, ïóòü 3). Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå äîëæíà ñîäåðæàòü
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ðàçâîðîòîâ, ïîýòîìó äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè èç òî÷êè òèïà 1 â òî÷êó òèïà 2
äîëæíî ïðîèçâîäèòüñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à èç òî÷êè òèïà 2 â òî÷êó òèïà 1
� ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 3.22, ïóòü 2). Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, à
èìåííî, êîãäà óãîë äóãè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðîéòè ïî îêðóæíîñòè, áîëüøå
π, íåîïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñ ðàçâîðîòîì îêàçûâàåòñÿ êîðî÷å (è áûñòðåå), ñì.
ïóòü 1 íà ðèñ. 3.22. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè îò òî÷êè âõîäà íà îêðóæíîñòü äî
òî÷êè âûõîäà ñ íåå íåîáõîäèìî ïðîéòè óãîë, áîëüøèé π, òî òàêàÿ òðàåêòîðèÿ
çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, è ïðè ñîñòàâëåíèè ãðàôà ïåðåõîäîâ òàêèå
äóãè ìîæíî íå âêëþ÷àòü â ãðàô.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ òî÷êàìè òèïà 1 ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷-
êè, ïðèíàäëåæàùèå îêðóæíîñòÿì, êîòîðûå èìåþò â òðåòüåé ïîçèöèè èíäåêñà
ëèòåðó R, à òî÷êàìè òèïà 2 � òå, êîòîðûå â ýòîì èíäåêñå èìåþò ëèòåðó L.

1

2

3

3

Ðèñ. 3.22: Âîçìîæíûå ó÷àñòêè òðàåêòîðèè, çàâåäîìî íå ÿâëÿþùèåñÿ îïòèìàëü-
íûìè. Òðàåêòîðèÿ ïîäõîäèò èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà è óõîäèò â ëåâîì íèæíåì
óãëó. Ïóòü 1 ÷åðåç òî÷êè A è C è ïóòü 3 ÷åðåç òî÷êè A è B ñîäåðæàò ðàçâîðîòû,
ïóòü 2 äëèííåå, ÷åì ïóòü 1.

Èòàê, îïèøåì îáùèé âèä àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ïåðåõîäîâ.

Àëãîðèòì

Øàã 1. Ïðîâåðèòü, çàáëîêèðîâàí ëè îòðåçîê SF .

Åñëè îòðåçîê SF íå çàáëîêèðîâàí:

- Äîáàâèòü òî÷êè SF è FS.

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïîâîðîò¿ îò S äî SF .

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïðÿìàÿ¿ îò SF äî FS.

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïîâîðîò¿ îò FS äî F .

■ Êîíåö.
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Èíà÷å ïåðåéòè ê Øàãó 2.

Øàã 2. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè �i èç ñïèñêà:

� Íàéòè êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè �i, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó S.

� Äëÿ êàæäîãî èç îòðåçêîâ SAiSR, SAiSL íàéäåííûõ ëåâîé è ïðàâîé
êàñàòåëüíûõ ïðîâåðèòü, çàáëîêèðîâàí ëè ýòîò îòðåçîê.

Åñëè îòðåçîê íå çàáëîêèðîâàí:

- Äîáàâèòü ê ãðàôó âåðøèíó SiR èëè SiL äëÿ ëåâîé èëè ïðàâîé
êàñàòåëüíîé, ñîîòâåòñòâåííî

- Äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó AiSR èëè AiSL.

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïîâîðîò¿ îò S äî SiR èëè SiL

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïðÿìàÿ¿ îò SiR äî AiSR èëè îò SiL äî
AiSL, ñîîòâåòñòâåííî.

Øàã 3. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè �i èç ñïèñêà:

� Íàéòè êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè �i, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó F .

� Äëÿ êàæäîãî èç îòðåçêîâ AiSRF , AiSLF íàéäåííûõ ëåâîé è ïðàâîé
êàñàòåëüíûõ ïðîâåðèòü, çàáëîêèðîâàí ëè ýòîò îòðåçîê.

Åñëè îòðåçîê íå çàáëîêèðîâàí:

- Äîáàâèòü ê ãðàôó âåðøèíó FiR èëè FiL äëÿ ëåâîé èëè ïðàâîé
êàñàòåëüíîé, ñîîòâåòñòâåííî.

- Äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó AiFR èëè AiFL.

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïîâîðîò¿ îò FiR èëè FiL äî F .

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïðÿìàÿ¿ îò AiFR äî FiR èëè îò AiFL äî
FiL, ñîîòâåòñòâåííî.

Øàã 4. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè �i èç ñïèñêà:

Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè �j èç ñïèñêà, j > i:

• Íàéòè âñå îáùèå êàñàòåëüíûå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè �i è �j.

• Äëÿ êàæäîé íàéäåííîé êàñàòåëüíîé ïðîâåðèòü, çàáëîêèðîâàí ëè
îòðåçîê ýòîé êàñàòåëüíîé ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòÿ-
ìè.
Åñëè îòðåçîê íå çàáëîêèðîâàí:
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- Äîáàâèòü â ãðàô âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå êàñàíèÿ
íà îêðóæíîñòè �i: AijLL, AijRR, AijLR èëè AijRL.

- Äîáàâèòü â ãðàô âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå êàñàíèÿ
íà îêðóæíîñòè �j: AjiRR, AjiLL, AjiLR, AjiRL.

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾ïðÿìàÿ¿ ìåæäó äîáàâëåííûìè òî÷-
êàìè.

Øàã 5. Äëÿ êàæäîé îêðóæíîñòè �i èç ñïèñêà:

� Íàéòè â ñïèñêå âåðøèí ãðàôà âñå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì
íà äàííîé îêðóæíîñòè (ò.å. ó êîòîðûõ ïåðâûé èíäåêñ ðàâåí i).

� Ðàçäåëèòü íàéäåííûå òî÷êè íà äâà òèïà � òèï 1 è òèï 2. Ê ïåðâîìó
òèïó îòíåñòè âñå òî÷êè ñî çíà÷åíèåì èíäåêñà R (RR, RL), êî âòîðîìó
� ñî çíà÷åíèåì èíäåêñà L (LR, LL).

� Äëÿ êàæäîé òî÷êè A èç ìíîæåñòâà òî÷åê ïåðâîãî òèïà:

Äëÿ êàæäîé òî÷êè B èç ìíîæåñòâà òî÷åê âòîðîãî òèïà ïðîâåðèòü
óãîë ïðè äâèæåíèè ïî äóãå AB ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Åñëè ýòîò óãîë
ìåíüøå π:

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾äóãà¿ èç òî÷êè A â òî÷êó B ñ äâèæå-
íèåì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

- Äîáàâèòü ïåðåõîä òèïà ¾äóãà¿ èç òî÷êè B â òî÷êó A ñ äâèæå-
íèåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

■ Êîíåö.

Â àëãîðèòìå â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîâåðÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåéòè èç òî÷-
êè ñòàðòà íåïîñðåäñòâåííî â òî÷êó ôèíèöà. Åñëè ýòîò ó÷àñòîê ïóòè íå çàáëî-
êèðîâàí ïðåïÿòñòâèÿìè, çíà÷èò, ýòî è áóäåò êðàò÷àéøèé ïóòü, è äàëüíåéøèõ
ïîñòðîåíèé íå òðåáóåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé
òðàåêòîðèè íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü âåñü ãðàô.

Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé
òðàåêòîðèè ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîãî ãðàôà Γ áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì
Äåéêñòðû ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ãðàôå èç çàäàííîé íà÷àëüíîé âåðøè-
íû â åãî ìîäèôèêàöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êðàò÷àéøèé ïóòü äî äðóãîé
çàäàííîé âåðøèíû.

Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå àëãîðèòìà [121]. Äëÿ âñåõ âåðøèí vi, êðîìå ñòàð-
òîâîé, äëèíû ïóòè óñòàíàâëèâàþòñÿ â +∞ èëè áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
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çàâåäîìî áîëüøåå ëþáîé âîçìîæíîé äëèíû ïóòè. Âåðøèíàì ïðèñâàèâàåòñÿ îò-
ìåòêà ¾ïîñåùåííàÿ¿ èëè ¾íåïîñåùåííàÿ¿, ïðè÷åì â íà÷àëå ðàáîòû âñå âåðøèíû
èìåþò îòìåòêó ¾íåïîñåùåííàÿ¿. Èç âñåõ íåïîñåùåííûõ âåðøèí âûáèðàåòñÿ òà
vi, äëÿ êîòîðîé äëèíà ðàññ÷èòàííîãî ïóòè íàèìåíüøàÿ, è äëÿ êàæäîé ñîñåäíåé ñ
íåé âåðøèíû vj ðàññ÷èòûâàåòñÿ äëèíà ïóòè, ñêëàäûâàþùàÿñÿ èç ðàññ÷èòàííîé
äëèíû äëÿ äàííîé âåðøèíû l(vi) è âåñà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî
vi è vj. Åñëè äëÿ vj ðàññ÷èòàííàÿ òàêèì îáðàçîì äëèíà ìåíüøå, ÷åì ñîõðàíåííàÿ,
òî ñîõðàíÿåòñÿ íîâàÿ äëèíà, à ¾ïðåäøåñòâóþùåé¿ vj âåðøèíîé íàçíà÷àåòñÿ vi.
Âåðøèíà ïîëó÷àåò îòìåòêó ¾ïîñåùåííàÿ¿, êîãäà äëÿ íåå ïðîâåðåíû òàêèì îá-
ðàçîì âñå åå ñîñåäíèå íåïîñåùåííûå âåðøèíû. Àëãîðèòì ïðåðûâàåòñÿ, êîãäà
çàäàííàÿ ôèíèøíàÿ âåðøèíà ñòàíîâèòñÿ ïîñåùåííîé.

Êðàò÷àéøèé ïóòü ïðè ýòîì ìîæíî âîññòàíîâèòü, ïðîéäÿ îò ôèíèøíîé âåð-
øèíû ê ñòàðòîâîé â îáðàòíîì ïîðÿäêå, èñïîëüçóÿ çàïèñàííûå èíäåêñû ïðåä-
øåñòâóþùèõ âåðøèí. Â êà÷åñòâå äëèí ìîæíî âûáðàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ äëèíó
ñîîòâåòñòâóþùåãî ó÷àñòêà, ëèáî âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ïðîõîæäåíèå ýòîãî
ó÷àñòêà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷èì êðàò÷àéøóþ òðàåêòîðèþ, ñîåäèíÿþùóþ íà-
÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè, è åå äëèíó; âî âòîðîì � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, íåîá-
õîäèìîå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè â êîíå÷íóþ.

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà äëÿ ãðàôà Γ, èìåþùåãî N
âåðøèí, îöåíèâàåòñÿ â O(N2) îïåðàöèé. Äëÿ ãðàôà, ïîñòðîåííîãî â íàøåì ñëó-
÷àå, ïðè ÷èñëå îêðóæíîñòåé M ÷èñëî âåðøèí ãðàôà áóäåò ðàâíî (áåç ó÷åòà
áëîêèðîâàíèÿ îòðåçêîâ, ïðè êîòîðîì âåðøèíû íå äîáàâëÿþòñÿ â ãðàô) 2 + 2
(òî÷êà ñòàðòà è òî÷êà ôèíèøà, à òàêæå òî÷êè ïîâîðîòà), + 2M + 2M òî÷åê
êàñàíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó ñòàðòà, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè
ïîâîðîòà + 2M+2M àíàëîãè÷íûõ òî÷åê äëÿ ôèíèøà, + 4M(M−1) îáùèõ òî÷åê
êàñàíèÿ ïîïàðíî äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ïàðàì îêðóæíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì,
ãðàô Γ èìååò ìàêñèìóì

N = 4 + 8M + 4M(M − 1) = O(4M2)

âåðøèí, à âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà O(16M4).
Ïðîâåðêà äîñòèæèìîñòè çàäàííîé êîíå÷íîé òî÷êè ãðàôà ïðîèçâîäèòñÿ ïà-

ðàëëåëüíî ñ îïðåäåëåíèåì êðàò÷àéøåãî ïóòè. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ äëèíà äëÿ íåïîñåùåííîé âåðøèíû ðàâíà +∞, çíà÷èò, âñå
äîñòèæèìûå èç òî÷êè ñòàðòà âåðøèíû óæå ïîñåùåíû, è çàäàííàÿ òî÷êà ôèíèøà
íåäîñòèæèìà. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè ïðè íàõîæäåíèè êðàò÷àéøå-
ãî ïóòè íà ãðàôå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû äëèíà ïóòè äî çà-
äàííîé òî÷êè ðàâíà +∞, çíà÷èò, çàäàííàÿ òî÷êà íåäîñòèæèìà. Ïðè îïèñàííîì
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ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ãðàôà ïåðåõîäîâ äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðåïÿòñòâèé è åñëè
íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè íå íàõîäÿòñÿ âíóòðè ïðåïÿòñòâèÿ, òàêàÿ ñèòóàöèÿ
íåâîçìîæíà.

Äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå, ïîìèìî àëãîðèòìà Äåéêñòðû, ìîæ-
íî ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, íàáèðàþùèì ïîïóëÿðíîñòü ìå-
òîäîì A* [122], êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòü êðàò÷àéøèé ïóòü íåñêîëüêî áûñòðåå,
÷åì ìåòîä Äåéêñòðû.

3.4 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ ìåòîäîì êà-

ñàòåëüíûõ

Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî àëãîðèòìà ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè áûëà íàïèñà-
íà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python, àâòîìàòè÷åñêè ñ÷èòûâàþùàÿ çàäàâàåìûé ôàéë
íàñòðîåê ñ çàäàíèåì íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê, à òàêæå îêðóæíîñòåé, îãðàíè-
÷èâàþùèõ ïðåïÿòñòâèÿ. Â ôàéëå íàñòðîåê òàêæå ìîæíî çàäàâàòü îãðàíè÷åíèå
íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ umax. Ïðîãðàììà àâòîìàòè÷åñêè ðàññ÷èòûâàåò âñå
íåîáõîäèìûå êàñàòåëüíûå, îïðåäåëÿåò çàáëîêèðîâàííûå îòðåçêè è ñòðîèò ãðàô
ïåðåõîäîâ, äîáàâëÿÿ â íåãî íåîáõîäèìûå âåðøèíû è ðåáðà.

Âñå òî÷êè â ïðîãðàììå çàäàþòñÿ òðåìÿ çíà÷åíèÿìè. Ïåðâûå äâà ñîîòâåòñòâó-
þò äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì òî÷êè íà ïëîñêîñòè. Òðåòüå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåò
óãîë îðèåíòàöèè ðîáîòà ïðè åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Òàê, òî÷êà
ñòàðòà â êà÷åñòâå òðåòüåãî çíà÷åíèÿ áóäåò èìåòü íà÷àëüíóþ îðèåíòàöèþ ðîáîòà,
òî÷êà ôèíèøà � êîíå÷íóþ îðèåíòàöèþ.

Íà âûõîäå ïðîãðàììà ñîõðàíÿåò ôàéë, â êîòîðîì îïèñûâàåòñÿ ïóòü â âèäå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, à òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ ðàñøèôðîâêà � óêàçûâàåòñÿ òèï
ðåáðà (ïîâîðîò, äóãà îêðóæíîñòè, îòðåçîê ïðÿìîé), íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû,
îïðåäåëÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ðåáðó ãåîìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó (äëÿ ïî-
âîðîòà � íà÷àëüíàÿ òî÷êà, óãîë è íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà; äëÿ äóãè � êîîðäèíàòû
öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê, óãëîâîå
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ; äëÿ îòðåçêà ïðÿìîé � êîîðäèíàòû íà÷àëà è êîíöà îò-
ðåçêà), à òàêæå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî êàæäîìó ðåáðó. Âû÷èñëÿåòñÿ è ñîõðàíÿåòñÿ
òàêæå îáùåå (îïòèìàëüíîå) âðåìÿ äâèæåíèÿ èç òî÷êè ñòàðòà â òî÷êó ôèíèùà.

Â ïðîãðàììå òàêæå ìîæíî óêàçàòü ðåæèì ïîèñêà � êðàò÷àéøåãî ïóòè èëè
áûñòðåéøåãî ïóòè. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ýòè ïóòè ñîâïàäàþò, çà èñêëþ-
÷åíèåì íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïîâîðîòà, êîòîðûå ïðè îïðåäåëåíèè äëèíû äàþò
íóëåâîé âêëàä. Â ðåæèìå ïîèñêà îïòèìàëüíîé äëèíû âûäàåòñÿ äëèíà ïóòè áåç
ó÷åòà îãðàíè÷åíèé umax.
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Ïðè èíäåêñàöèè òî÷åê â êà÷åñòâå îáîçíà÷åíèé èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòàðòó è ôèíèøó, ëèòåðû S è F ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû äëèíû òåêñòîâûõ
èäåíòèôèêàòîðîâ òî÷åê áûëè îäèíàêîâûìè.

Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.23. Çàäàíû ñëåäóþùèå íà-
ñòðîéêè:

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = 0, y = 0, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 5, y = 5, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 1.5, yc = 1.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 3.5, yc = 3.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 1, yc = 4, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 4, yc = 1, r = 1.5)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.23: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ÷åòûðåõ ïðåïÿòñòâèé.
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Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîé òðà-
åêòîðèè:

Îïòèìàëüíûé ïóòü îïðåäåëåí êàê S → S0L → A0SL → A02LR → A20LR →
A21RL → A12RL → A1FL → F1L → F . Ó÷àñòêè äâèæåíèÿ ïðè æòîì ñëåäóþùèå:

1. Ïîâîðîò èç òî÷êè (0, 0, 0) íà óãîë 1,172 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, âðåìÿ
äâèæåíèÿ 0, 586;

2. Ïðÿìàÿ èç òî÷êè (0; 0; 1, 172) â òî÷êó (0, 762; 1, 810; 1, 172), âðåìÿ äâè-
æåíèÿ 1, 964;

3. Äóãà îêðóæíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè (1, 5; 1, 5, 0, 8) èç òî÷êè (0, 762; 1, 810; 1.172)
â òî÷êó (1, 02; 2, 14; 0, 643), ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, âðåìÿ äâèæåíèÿ 0, 687;

4. Ïðÿìàÿ èç òî÷êè (1, 02; 2, 14; 0, 643) â òî÷êó (1, 9; 2, 8; 0, 643), âðåìÿ äâè-
æåíèÿ 1, 1;

5. Äóãà îêðóæíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè (1, 0, 4, 0, 1, 5) èç òî÷êè (1, 9; 2, 8; 0, 643)
â òî÷êó (2, 2; 3, 1; 0, 927), ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, âðåìÿ äâèæåíèÿ 0, 567;

6. Ïðÿìàÿ èç òî÷êè (2, 2; 3, 1; 0, 927) â òî÷êó (2, 86; 3, 98; 0. 927), âðåìÿ äâè-
æåíèÿ 1, 1;

7. Äóãà îêðóæíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè (3, 5; 3, 5; 0, 8) èç òî÷êè (2, 86; 3, 98; 0, 927)
â òî÷êó (3, 189; 4, 237; 0, 398), ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, âðåìÿ äâèæåíèÿ 0, 687;

8. Ïðÿìàÿ èç òî÷êè (3, 189; 4, 237; 0, 398) â òî÷êó (5, 0; 5, 0; 0, 398), âðåìÿ
äâèæåíèÿ 1, 964;

9. Ïîâîðîò èç òî÷êè (5, 0; 5, 0; 0, 398) íà óãîë 0,398 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, âðåìÿ
äâèæåíèÿ 0, 199;

Îáùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ � 8, 856 åäèíèö.
Òàêæå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïóòè äëÿ áîëü-

øåãî êîëè÷åñòâà ïðåïÿòñòâèé. Íàéäåííûé îïòèìàëüíûé ïóòü ïðèâåäåí íà ðèñ.
3.24.
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Ðèñ. 3.24: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ 23 ïðåïÿòñòâèé.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûì êîëè-
÷åñòâîì ïðåïÿòñòâèé è ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè òî÷êàìè.

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ äâóõ ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1.5, y = 0.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 8, y = −3, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = −1.5, r = 1.2)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 5, yc = −1, r = 0.8)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.25: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ äâóõ ïðåïÿòñòâèé.

Äàëåå, ïîëîæåíèå ïðåïÿòñòâèé íå ìåíÿåòñÿ, à ìåíÿþòñÿ íà÷àëüíàÿ è êîíå÷-
íàÿ òî÷êè.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = −1, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 8, y = −1, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = −1.5, r = 1.2)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 5, yc = −1, r = 0.8)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1

Ðèñ. 3.26: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ äâóõ ïðåïÿòñòâèé.



Ìåòîä ïîèñêà êàñàòåëüíûõ â çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ 156

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ òðåõ ïðåïÿòñòâèé. Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ
ñ òðåìÿ ïðåïÿòñòâèÿìè òî÷êè ñòàðòà è ôèíèøà áóäóò îäèíàêîâûìè.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 8, y = −3, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 4.2, yc = −2.2, r = 1.2)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 6, yc = 1, r = 0.8)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1

Ðèñ. 3.27: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ òðåõ ïðåïÿòñòâèé.

Èçìåíèì ïîëîæåíèå äâóõ îêðóæíîñòåé ñ ìåíüøèì ðàäèóñîì.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)
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� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 8, y = −3, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 3, yc = −2.2, r = 1.2)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 6, yc = −2, r = 0.8)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1

Ðèñ. 3.28: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ òðåõ ïðåïÿòñòâèé.

È, íàêîíåö, ïåðåäâèíåì îêðóæíîñòü ñ ñàìûì ìàëåíüêèì ðàäèóñîì.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 8, y = −3, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 3, yc = −2.2, r = 1.2)
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� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 6, yc = 0, r = 0.8) )

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1

Ðèñ. 3.29: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ òðåõ ïðåïÿòñòâèé.

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ ÷åòûðåõ ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 10, y = 0, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 7, yc = 1.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 9, yc = 0, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 3, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 6.5, yc = −1, r = 1.5)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1
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� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1

Ðèñ. 3.30: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ÷åòûðåõ ïðåïÿòñòâèé.

Èçìåíèì êîíå÷íóþ òî÷êó, ïîäíÿâ åå íà 1 åäèíèöó ââåðõ.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 10, y = 1, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 7, yc = 1.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 9, yc = 0, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 3, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 6.5, yc = −1, r = 1.5)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.31: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ÷åòûðåõ ïðåïÿòñòâèé.

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ ïÿòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 10, y = −3, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 3, yc = −2, r = 1.0)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 6.5, yc = 0.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 5, yc = −0, 5, r = 0.6)

� Îêðóæíîñòü 5: (xc = 8, yc = −0.8, r = 0.4)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.32: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ïÿòè ïðåïÿòñòâèé.

Ìåíÿåì ïîëîæåíèå îêðóæíîñòè ñ ñàìûì ìàëåíüêèì ðàäèóñîì.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 10, y = −3, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 3, yc = −2, r = 1.0)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 6.5, yc = 0.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 5, yc = −0, 5, r = 0.6)

� Îêðóæíîñòü 5: (xc = 8, yc = −2, r = 0.4)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.33: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ïÿòè ïðåïÿòñòâèé.

Òåïåðü ìåíÿåì íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = −2, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 10, y = 2, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 3, yc = −2, r = 1.0)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 6.5, yc = 0.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 5, yc = −0, 5, r = 0.6)

� Îêðóæíîñòü 5: (xc = 8, yc = −2, r = 0.4)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.34: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ïÿòè ïðåïÿòñòâèé.

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ øåñòè ïðåïÿòñòâèé. Âî âñåõ ýêñïåðèìåí-
òàõ ñ òðåìÿ ïðåïÿòñòâèÿìè òî÷êè ñòàðòà è ôèíèøà áóäóò îäèíàêîâûìè.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 0, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 13, y = 0, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 11, yc = 2, r = 1.2)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 3, yc = −2, r = 1.0)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 7, yc = 0.5, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 5: (xc = 5, yc = −0.5, r = 0.6)

� Îêðóæíîñòü 6: (xc = 8, yc = −0.7, r = 0.4)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.35: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòè ïðåïÿòñòâèé.

Ïîäíèìåì âûøå íà 0, 5 åäèíèö îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì 0, 8.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 0, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 13, y = 0, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 11, yc = 2, r = 1.2)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 3, yc = −2, r = 1.0)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 7, yc = 1, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 5: (xc = 5, yc = −0.5, r = 0.6)

� Îêðóæíîñòü 6: (xc = 8, yc = −0.7, r = 0.4)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.36: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòè ïðåïÿòñòâèé.

Òåïåðü îïóñòèì íà 1 åäèíèöó îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì 1, 2.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 0, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 13, y = 0, φ = 0)

� Îêðóæíîñòü 1: (xc = 2, yc = 1, r = 1.5)

� Îêðóæíîñòü 2: (xc = 11, yc = 2, r = 1.2)

� Îêðóæíîñòü 3: (xc = 3, yc = −2, r = 1.0)

� Îêðóæíîñòü 4: (xc = 7, yc = 1, r = 0.8)

� Îêðóæíîñòü 5: (xc = 5, yc = −0.5, r = 0.6)

� Îêðóæíîñòü 6: (xc = 8, yc = −0.7, r = 0.4)

� Îãðàíè÷åíèå umax = 1

� Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîëåñàìè b = 1
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Ðèñ. 3.37: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòè ïðåïÿòñòâèé.

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ äâåíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé. Â ñâÿçè ñ áîëü-
øèì êîëè÷åñòâîì ïðåïÿòñòâèé çäåñü è äàëåå ïðèâåäåì òîëüêî êîîðäèíàòû íà-
÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ òî÷åê.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = 0, y = 0, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 20, y = 0, φ = 0)

Ðèñ. 3.38: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ äâåíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = 0, y = −1, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 20, y = 1, φ = 0)
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Ðèñ. 3.39: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ äâåíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = −1, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 20, y = 1, φ = 0)

Ðèñ. 3.40: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ äâåíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 20, y = −1, φ = 0)
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Ðèñ. 3.41: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ äâåíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äëÿ øåñòíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 3, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 20, y = −3, φ = 0)

Ðèñ. 3.42: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 2.5, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 20, y = −3, φ = 0)
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Ðèñ. 3.43: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = 1, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 22, y = −1, φ = 0)

Ðèñ. 3.44: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = −1, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 23, y = 4, φ = 0)
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Ðèñ. 3.45: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

� Òî÷êà ñòàðòà: (x = −1, y = −1, φ = 0)

� Òî÷êà ôèíèøà: (x = 22, y = 3, φ = 0)

Ðèñ. 3.46: Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ øåñòíàäöàòè ïðåïÿòñòâèé.

3.5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðî-
áîòîì ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ êîîðäèíàòâ ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðîáîò ïåðèîäè÷å-
ñêè ïîëó÷àåò äàííûå î ìåñòîïîëîæåíèè îò ñèñòåìû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ â ïðåäå-
ëàõ çàäàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè êîîðäèíàòû ïîäâåð-
æåíû ïîãðåøíîñòÿì àïïðîêñèìàöèè ñ èçâåñòíûìè ãðàíèöàìè. Îñíîâûâàÿñü íà
òåîðèè ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà è ìåòîäå
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íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé íà ñâÿçíîì ãðàôå, ïðåäëîæåí àëãîðèòì êîððåê-
öèè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðîáîòà â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Ýòîò àëãîðèòì
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ðîáîò äîñòèãíåò çàäàííîé òî÷êè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ðåàëè-
çàöèÿ è àíàëèç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñíîâàííûõ íà ýòîì ïîäõîäå, òàêæå
ðàññìîòåíû â äàííîì ðàçäåëå.

Òàêæå â äàííîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïèñàí ñîçäàííûé àâòîðîì
è ðåàëèçîâàííûé â âèäå çàêîí÷åííîé ïðîãðàììû àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî ïî-
èñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè òî÷êàìè ñ íàáîðîì ôàçîâûõ
îãðàíè÷åíèé â âèäå êðóãîâ ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó
ñîáîé.

Èññëåäîâàíèå êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîêàçûâàåò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
â îáùåì âèäå êðàò÷àéøèé ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïóòü íå ñîâïàäàåò
ñ áûñòðåéøèì ïóòåì ïðè äâèæåíèè èç îäíîé çàäàííîé òî÷êè â äðóãóþ, òåì
íå ìåíåå, îí ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â ìóëüòèìîäàëüíîé
(èìåþùåé íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ) çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîèñêà áûñòðåéøåãî äâèæåíèÿ çäåñü ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè, à èìåííî, ïîèñêîì îïòè-
ìàëüíîãî ïóòè íà ãðàôå âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî äëÿ îöåíêè
¾äëèíû¿ ýòîãî ïóòè íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì îòðåçêàì.

Äàííîå ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñî ñòðóêòóðîé ìîäåëè è îïðåäåëåíèåì óïðàâëÿþ-
ùèõ âîçäåéñòâèé â íåé. Òàêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíî óïðîùåííîé,
ïîñêîëüêó èñïîëüçóåò óïðàâëåíèå ñêîðîñòÿìè êîëåñ è íå ó÷èòûâàåò äèíàìèêó
ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, à óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííû. Òåì íå
ìåíåå, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ðîáîòîòåõíèêè òàêàÿ óïðîùåííàÿ ìîäåëü îêàçûâàåò-
ñÿ ïîëåçíîé, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ è ïëàíèðîâàíèè ïóòè äëÿ
ãóñåíè÷íûõ ðîáîòîâ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àëãîðèòìà ïîçâîëèò ó÷èòûâàòü ïðåïÿòñòâèÿ ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìû, â òîì ÷èñëå ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé è íåâûïóêëûå. Ïîõîæèå àë-
ãîðèòìû â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ â êîìïüþòåðíûõ èãðàõ, îäíàêî, òàì
èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê êðàò÷àéøåãî ïóòè (â òîì ÷èñëå ñ îáõîäîì ïîëèãîíàëüíûõ
ïðåïÿòñòâèé), è íå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèÿ áûñòðîäåéñòâèþ.

Êðîìå òîãî, â ñâÿçè ñ âîçðîñøèì èíòåðåñîì ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ ÷èñëåííîé
îïòèìèçàöèè ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû
ìîãóò áûòü èíòåðåñíû ñ òî÷êè çðåíèÿ îöåíêè êà÷åñòâà òåõ èëè èíûõ ìåòîäîâ îï-
òèìèçàöèè, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿþò íàéòè àáñîëþòíûé ìèíèìóì âðåìåíè äâèæå-
íèÿ è ñðàâíèòü åãî ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àåìûìè ÷èñëåííî, íà òàêîé ìîäåëüíîé
çàäà÷å.



Ãëàâà 4

Îïðåäåëåíèå óïðàâëåíèÿ

ìîáèëüíûì ðîáîòîì ïðè äâèæåíèè

â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû óïðàâëåíèÿ ðåàëüíûì ìîáèëüíûì ðîáîòîì â
ðåàëüíîì âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàê ñòàòè÷åñêèå,
òàê è äèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ðåøåíèå òîëüêî êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, çà-
òðóäíåíî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âû÷èñëåíèé, êîòîðûå òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü íà
áîðòó ðîáîòà, ïîýòîìó îíè íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íà áåñïèëîòíîì îáúåêòå
â ïðîöåññå åãî ýêñïëóàòàöèè. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñîâ-
ìåñòíî ñ ýâðèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èëè íåéðîñåòÿìè ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó
ïîèñêà óïðàâëåíèÿ è òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðîáîòà ê çàäà÷å, òðåáóþùåé ìåíü-
øåãî ÷èñëà âû÷èñëåíèé, è ðåàëèçîâàòü ïîèñê ðåøåíèÿ â ðåæèìå îíëàéí.

Äðóãèì âàæíûì âîïðîñîì, ñâÿçàííûì ñ ðåàëüíûìè ðîáîòàìè, ÿâëÿåòñÿ âî-
ïðîñ íàâèãàöèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Ýòîò âîïðîñ òàêæå ðàññìîòðåí â äàííîé
ðàáîòå, ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â äàëüíåéøèõ ðàçäåëàõ.

Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ìåòîäû ïîèñêà óïðàâëåíèÿ è òðàåêòîðèè,
à òàêæå íàâèãàöèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

4.1 Î ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðîáîòîòåõíèêè

Ïðîöåññ ïîèñêà óïðàâëåíèÿ íà ðåàëüíîì ìîáèëüíîì ðîáîòå âêëþ÷àåò íåñêîëüêî
ýòàïîâ, îò ñáîðà äàííûõ äî ôèíàëüíîãî èñïîëíåíèÿ êîìàíä. Ýòîò ïðîöåññ äîë-
æåí ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ äèíàìèêè, íåîïðåäåëåííîñòü â ñîñòîÿíèè è îêðóæà-
þùåé ñðåäå, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè àïïàðàòíîé ñèñòåìû. Ïîèñê
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óïðàâëåíèÿ íà ðåàëüíîì ðîáîòå � ýòî êîìïëåêñíàÿ çàäà÷à, òðåáóþùàÿ èíòåãðà-
öèè ñåíñîðîâ, ëîêàëèçàöèè, ïëàíèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñîâðå-
ìåííûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìîäåëü ïðîãíîñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ (Model predictive
control, MPC) [176, 186�196], ìîäåëü ïðîãíîñòè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ (Model Predictive Path Integral, MPPI) [197�199] è àëãîðèòì áûñòðîðàñòóùå-
ãî ñëó÷àéíîãî äåðåâà (Rapidly exploring random tree, RRT) [200�202], ïîçâîëÿþò
ýôôåêòèâíî ðåøàòü ýòó çàäà÷ó, íî òðåáóþò êîððåêòíîé ìîäåëè äèíàìèêè è íà-
ä¼æíîé àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè.

Îñíîâíûå ýòàïû ïîèñêà óïðàâëåíèÿ íà ðåàëüíîì ðîáîòå ñëåäóþùèå:

1. ñáîð äàííûõ ñ ñåíñîðîâ;

2. ëîêàëèçàöèÿ è ïîñòðîåíèå êàðòû;

3. ïëàíèðîâàíèå ïóòè;

4. ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèè;

5. âû÷èñëåíèå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé;

6. ïîäà÷à óïðàâëåíèÿ íà ïðèâîäû.

Íà ðåàëüíîì ðîáîòå óïðàâëåíèå ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� íà áîðòîâîé êîìïüþòåð (íàïðèìåð, Jetson Nano, Raspberry Pi, NVIDIA
Orin) ïîñòóïàþò äàííûå îò äàò÷èêîâ;

� óïðàâëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ìåòîäîâ (íàïðèìåð, MPC,
MPPI, ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà è ò.ä.);

� êîìàíäû óïðàâëåíèÿ îòïðàâëÿþòñÿ íà íèçêîóðîâíåâûé êîíòðîëëåð (íà-
ïðèìåð, Teensy, ESC è äð.);

� êîíòðîëëåð ïðåîáðàçóåò êîìàíäû â ñèãíàëû äëÿ äâèãàòåëåé è ðóëÿ.

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà (ÁÒÑ) ÿâëÿåòñÿ åãî
ïåðåâîä èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå èëè îñóùåñòâ-
ëåíèå (îòñëåæèâàíèå) çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ÁÒÑ. Ãåíåðèðóåìûå
çàêîíû óïðàâëåíèÿ äîëæíû îáåñïå÷èâàòü òðåáóåìûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà (òî÷-
íîñòü, áûñòðîäåéñòâèå è ò.ï.) ïî âñåì óïðàâëÿåìûì êîîðäèíàòàì ñ ó÷¼òîì çà-
äàííûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ è ñîñòîÿíèÿ ÁÒÑ. Êðîìå òîãî, ïðàêòè÷å-
ñêè âàæíî, ÷òîáû ýòè çàêîíû óïðàâëåíèÿ áûëè îïòèìàëüíûìè ïî îòíîøåíèþ
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ê çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòîãî íåäîñòàòî÷-
íî è òðåáóåòñÿ ãåíåðèðîâàòü çàêîíû óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå äîñòèæåíèå
öåëè óïðàâëåíèÿ â øèðîêîì êëàññå íåîïðåäåë¼ííîñòè ìîäåëè äèíàìèêè ÁÒÑ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ äîëæíà îáåñïå÷èòü óïðàâëåíèå ñ ó÷åòîì
äèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé â ðåàëüíîì âðåìåíè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ çàðàíåå íå
èçâåñòíû.

Àâòîìàòèçàöèÿ êîëåñíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ áûëà ïðåäìåòîì ìíîãèõ èñ-
ñëåäîâàíèé [203�205]. Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî ïëàíèðîâàíèþ òðàåêòîðèé äëÿ
ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Ñðåäè íèõ ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ íà îñíî-
âå òåîðèè ãðàôîâ [206�209], ìåòîäû íà îñíîâå îïòèìèçàöèè [210�214], ìåòîäû ñ
èñïîëüçîâàíèåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà [215�218], ìåòîäû íà îñíîâå ïîòåí-
öèàëüíûõ ïîëåé [156, 212]. Íî, íåñìîòðÿ íà ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå
èññëåäîâàíèÿ, çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ èìè äî êîíöà íå ðåøåíû. Çàäà÷è èçó÷å-
íèÿ òðàåêòîðèé ìîáèëüíîãî ðîáîòà è ðàñ÷åòà óïðàâëåíèÿ àêòóàëüíû â ñâÿçè
ñ âîçðàñòàþùèìè òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íîñòè òàêèõ ñèñòåì, íåîáõîäèìîñòüþ íà-
õîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷åíèÿ ïëàâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðå-
ìåùåíèé.

×òîáû äîáðàòüñÿ äî ïóíêòà íàçíà÷åíèÿ, èçáåãàÿ ïðåïÿòñòâèé, òðàíñïîðòíîå
ñðåäñòâî � ìîáèëüíûé ðîáîò äîëæåí äâèãàòüñÿ ê êîíå÷íîé òî÷êå ïîä îïðåäåëåí-
íûì óãëîì â ñèñòåìå ãëîáàëüíîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîëåçíûõ
äåéñòâèé, íàïðèìåð, ïðîâåäåíèÿ îáñëåäîâàíèÿ, ðàçìåùåíèÿ ãðóçà è ò. ä. Ðàñ÷åò
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñëîæíûõ ñðåäàõ ñî ñòàòè÷åñêèìè è äèíàìè÷åñêè-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè òðåáóåò îöåíêè âñåãî ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé è
ïîèñêà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðî-
áîòîì â ðåàëüíîì âðåìåíè. Îáû÷íî óïðàâëåíèå â ðåàëüíîì âðåìåíè èñïîëüçóåò
ïîäõîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè. Ñðàâíåíèå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ íà êîíêðåò-
íîé çàäà÷å ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.5. Ðåøàþòñÿ òåðìèíàëüíûå çàäà÷è è ïîëó÷à-
þòñÿ òðàåêòîðèè íà íåáîëüøèõ ó÷àñòêàõ, ñðåäè êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ íàèáîëåå
ïîäõîäÿùèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîöåññå íàõîæäå-
íèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî íå èçâåñòíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
ïàðàìåòðû, îáåñïå÷èâàþùèå îïòèìàëüíîå êà÷åñòâî ïðîõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè. Â
ðåçóëüòàòå ó÷åòà ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïðè
àâòîíîìíîé ðàáîòå îáúåêòà, ðàñ÷åòíàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, êàê ïðàâèëî,
íå ñîâïàäàåò ñ ðåàëüíîé. Äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ââîäèò-
ñÿ âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ îáúåê-
òîì óïðàâëåíèÿ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ. Íà îñíîâå ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðà-
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ìåòðîâ ôîðìèðóþòñÿ øòðàôíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå âûáîð òðàåêòîðèé èç
íåñêîëüêèõ ðåøàåìûõ òåðìèíàëüíûõ çàäà÷. Äëÿ âûáîðà ïàðàìåòðîâ èñïîëüçó-
åòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ âûáîðà.

Íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðåäñêàçàíèÿ òðàåêòîðèè, îáåñïå÷èâàþùåé
âîçìîæíîñòü äîáèòüñÿ ïðîãðåññà íà ïóòè äîñòèæåíèÿ öåëè [220]. Îñíîâíàÿ ïðî-
áëåìà ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåîáõî-
äèìî çíàòü íå òîëüêî èíôîðìàöèþ î ìîäåëè, íî è èíôîðìàöèþ îá îêðóæàþùåé
ñðåäå. Â ðàáîòå [221] ïðåäëàãàåòñÿ ãåíåðèðîâàòü ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ñ ðàç-
ëè÷íûì óïðàâëåíèåì è âûáèðàòü èõ ïî äîïîëíèòåëüíîìó ôóíêöèîíàëó, êîòîðûé
ó÷èòûâàåò âíåøíèå ôàêòîðû, â òîì ÷èñëå è äèíàìè÷åñêèå ôàçîâûå îãðàíè÷å-
íèÿ. Äàííûé ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàçðàáîò÷èêîì ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è
ñòàâèòñÿ íà áîðò îáúåêòà äî ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ. Ïîñòðîåíèå òà-
êîé ôóíêöèè òðåáóåò ñóùåñòâåííîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà âíåøíåé ñðåäû
è ñîïðÿæåíî ñ âîçìîæíîñòüþ âíåñåíèÿ êîððåêòèðîâêè ïðè âûáîðå òðàåêòîðèè.
Â ðåçóëüòàòå ó÷åòà ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ îãðàíè-
÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïðè àâòîíîìíîé ýêñïëóàòàöèè îáúåêòà,
ðàññ÷èòàííàÿ òðàåêòîðèÿ îïòèìèçàöèè, êàê ïðàâèëî, íå ñîâïàäàåò ñ ðåàëüíîé.

Èçâåñòíûå ïîäõîäû ê ïðåäîòâðàùåíèþ ñòîëêíîâåíèé äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ
ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè: ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå. Ïðåèìó-
ùåñòâî ãëîáàëüíûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê äîðîæíàÿ êàðòà, äåêîìïîçèöèÿ êëåòîê
è ìåòîäîâ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ [222] çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî ïîëíàÿ òðàåêòî-
ðèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè äî öåëåâîé òî÷êè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ðåàëüíîì
âðåìåíè, íî îíè íå ïîäõîäÿò äëÿ áûñòðîãî ïðåäîòâðàùåíèÿ ïðåïÿòñòâèé.

Ëîêàëüíûå èëè ðåàêòèâíûå ïîäõîäû [221, 223�226], èñïîëüçóþò ëèøü íåáîëü-
øóþ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê î÷åâèäíîìó íåäîñòàòêó, ÷òî
îíè íå ìîãóò âû÷èñëÿòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âñåé òðàåêòîðèè. Áîëüøèí-
ñòâî ýòèõ ëîêàëüíûõ ïîäõîäîâ ãåíåðèðóþò êîìàíäû äâèæåíèÿ äëÿ ðîáîòà íà
äâóõ îòäåëüíûõ ýòàïàõ [223], [226]. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ æåëàåìîå íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Íà âòîðîì ýòàïå ãåíåðèðóþòñÿ êîìàíäû óïðàâëåíèÿ, ïðè-
âîäÿùèå ê äâèæåíèþ â íóæíîì íàïðàâëåíèè. Âû÷èñëåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ãëîáàëüíîìó íàïðàâëåíèþ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé.
Ïðè ñèíòåçå óïðàâëåíèÿ ÁÒÑ ïðè òàêîì ïîäõîäå, íåîáõîäèìî ðåøèòü, íà ñêîëü-
êî äîñòàòî÷íû ðåñóðñû ïî óïðàâëåíèþ äëÿ äîñòèæåíèÿ òåõ èëè èíûõ îáëàñòåé
ïðîñòðàíñòâà èç òåêóùåãî èëè çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ, è êàêîé âèä èìååò òðàåêòî-
ðèÿ äâèæåíèÿ, åñëè òàêèå îáëàñòè äîñòèæèìû.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ
äëÿ îòáîðà òðàåêòîðèé îïðåäåëÿåòñÿ ýâîëþöèîííûìè ìåòîäàìè ñèìâîëüíîé ðå-
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ãðåññèè [227�229]. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ðàññ÷èòàíà íà ñâîé ñîáñòâåííûé
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ è ðåøàåò çàäà÷ó äîñòèæåíèÿ ñâîåé öåëè óïðàâëåíèÿ, îáåñïå-
÷èâàÿ îáùóþ öåëü è îáùèé êðèòåðèé êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå íåîá-
õîäèìî âûáðàòü ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì íîâûõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð,
äèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé (äðóãîãî ðîáîòà), ðàññ÷èòûâàåìûõ â ðåæèìå ðåàëü-
íîãî âðåìåíè íà áîðòó ðîáîòà. Äëÿ óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ãëóáîêîå ñâåðòî÷-
íîå è òðàíñôåðíîå îáó÷åíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äîðîãè è ïðèíÿòèÿ
ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé ïî óïðàâëåíèþ. Ñâåðòî÷íàÿ ñåòü, îáúåäèíåííàÿ ñ ñåòüþ
ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, îòîáðàæàåò õàðàêòåðèñòèêè äîðîãè è õàðàêòåðèñòè-
êè ìàíåâðîâ, â ðåçóëüòàòå âûõîä íåéðîñåòåâîãî àëãîðèòìà, ïîëó÷àåò ðåøåíèå
ïî óïðàâëåíèþ ïî âñåì óïðàâëÿåìûì êîîðäèíàòàì ñ ó÷¼òîì çàäàííûõ îãðàíè-
÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ è ñîñòîÿíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè ñ ó÷åòîì îïòèìàëüíîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà.

Òåì íå ìåíåå, âñå ýòè ïîäõîäû îñíîâàíû íà î÷åíü òî÷íîé ïîçèöèè èç âíåø-
íåãî èñòî÷íèêà (ëèáî GPS, ëèáî çàõâàò äâèæåíèÿ). Ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîíîì-
íîå âîæäåíèå â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ ñ àêòèâíûì âîæäåíèåì, èñïîëüçóÿ òîëüêî
âíóòðåííèå äàò÷èêè, òàêèå êàê êàìåðû è èíåðöèàëüíûé èçìåðèòåëüíûé áëîê.
Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïîäõîäîâ,
â êîòîðûõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òî÷íîãî ïîëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êàìåðû [179, 231],
LIDAR [230] èëè äðóãèå êîìáèíàöèè äàò÷èêîâ [233]. Ýòè ñèñòåìû îáû÷íî îáåñ-
ïå÷èâàþò ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ñãåíåðèðîâàííîé êàðòû. Ýòè ìåòîäû èìåþò
òåíäåíöèþ áûòü âû÷èñëèòåëüíî äîðîãèìè. Àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä îáåñïå÷åíèÿ
àáñîëþòíîé ïîçèöèè èñïîëüçóåò ãëóáîêèå íåéðîííûå ñåòè äëÿ ïðÿìîé ðåãðåññèè
ïîçèöèè îöåíêè â ðàéîíå, ïîñåùåííîì ðàíåå [234]. Îäíàêî ýòîò ìåòîä ëîêàëè-
çàöèè åùå íåäîñòàòî÷íî òî÷åí, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü
äëÿ êîíòðîëÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü ïðîãíîñòè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ. Ìåòîä îñíîâàí íà îïòèìèçàöèè ôóíêöèè ñòîèìîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò,
ãäå íà ïîâåðõíîñòè ïóòè äîëæíî äâèãàòüñÿ òðàíñïîðòíîìó ñðåäñòâó. Ïîýòîìó
ïîâåðõíîñòü äîëæíà êîäèðîâàòü òåêóùåå è áóäóùåå ïîëîæåíèå äîðîãè, ïðåïÿò-
ñòâèé, ïåøåõîäîâ, è äðóãèå òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà. Ñåòü îáó÷åíà òàê, ÷òîáû
ñòîèìîñòü áûëà ñàìàÿ íèçêàÿ â öåíòðå äîðîæêè, è âûøå îò öåíòðà. Ýòà êàð-
òà ñòîèìîñòè ìîæåò çàòåì íåïîñðåäñòâåííî ââîäèòüñÿ â àëãîðèòì ïðîãíîçíîãî
óïðàâëåíèÿ ìîäåëüþ. Ïðîãíîçíîå óïðàâëåíèå ìîäåëüþ ðàáîòàåò ïóòåì ÷åðåäî-
âàíèÿ îïòèìèçàöèè è âûïîëíåíèÿ: ñíà÷àëà îïòèìèçèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óïðàâëåíèÿ ñ ðàçîìêíóòûì êîíòóðîì (ãåíåðèðóþòñÿ òûñÿ÷è òðàåêòîðèé ïîñëå
÷åãî ñ÷èòàåòñÿ èõ ñòîèìîñòü íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà, êîíêðåòíûé âèä è ïàðà-
ìåòðû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ðó÷íîé íàñòðîéêè è ëè÷íîãî îïûòà ðàçðàáîò÷èêà),
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çàòåì ïåðâîå óïðàâëåíèå â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ òðàíñïîðòíûì
ñðåäñòâîì, è çàòåì ïðèíèìàåòñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü î ñîñòîÿíèè, è âåñü ïðîöåññ ïî-
âòîðÿåòñÿ.

Ïàðàìåòðû îïåðàòîðà ñòîèìîñòè â àëãîðèòìå MPPI íàñòðàèâàþòñÿ âðó÷íóþ,
à ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåï-
ëåíèåì. Áîëüøèíñòâî ïðåäûäóùèõ ðàáîò ñ MPC [146, 176, 186�196] ôîêóñèðóåò-
ñÿ íà çàäà÷àõ ñòàáèëèçàöèè èëè îòñëåæèâàíèÿ òðàåêòîðèè. Êëþ÷åâàÿ ðàçíèöà
ìåæäó êëàññè÷åñêèìè MPC è MPC äëÿ îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì, ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî çàäà÷è îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè çàäà÷àìè. Ñëîæ-
íîñòü öåëåé â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óâå-
ëè÷èâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà îïòèìèçàöèþ, òàê êàê îïòèìèçàöèÿ
äîëæíà ïðîèñõîäèòü òàêæå â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Â îñíîâíîì îáó÷åíèå
ñ ïîäêðåïëåíèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè ýêñïåðèìåíòàõ â âèðòóàëüíîé ñðåäå [235�238].

Àëãîðèòì MPPI ïîçâîëÿåò â ðåàëüíîì âðåìåíè îáðàáàòûâàòü ñëîæíûå íåëè-
íåéíûå ôóíêöèè äèíàìèêè è ñòîèìîñòè (òûñÿ÷è òðàåêòîðèé), íî, êàê è êëàñ-
ñè÷åñêèå MPC àëãîðèòì ñòðàäàåò îò óõóäøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè, êîãäà ìîäåëè-
ðóåìàÿ äèíàìèêà îòëè÷àåòñÿ îò èñòèííîé äèíàìèêè òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà.
Ñòðàòåãèåé áîðüáû ñ ýòîé ïðîáëåìîé ìîæåò áûòü íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñ ïîìîùüþ ýâîëþöèîííî-
ãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì, à òàêæå ïðèìåíåíèÿ ãëóáîêîé ñâåðòî÷íîé
íåéðîííîé ñåòè äëÿ ïîíèìàíèÿ ñöåíû â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [17] ñîñòî-
èò íå òîëüêî â òîì, ÷òî åå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ âðåìåíè è
íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ â ðåàëüíîì îáúåêòå ïðèâîäèò ê
ðàçîìêíóòîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ, íî è â òîì, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ, ÷àñòî ñ öåëüþ îáëåã÷åíèÿ ïðîöåññà îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóþò-
ñÿ óïðîùåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà
èñïîëüçîâàíèÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé çàêëþ÷àåòñÿ â æåëàíèè óìåíüøèòü ðàçìåð-
íîñòü çàäà÷è è ñíèçèòü òðóäîåìêîñòè âûâîäà è ó÷åòà âñåõ îñîáåííîñòåé îáúåêòà
óïðàâëåíèÿ. Ê òîìó æå î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íå îïè-
ñûâàåò òî÷íî ðåàëüíûé îáúåêò óïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
àâòîìîáèëåïîäîáíîãî ðîáîòà ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå ó÷èòûâàþò ïðîáóêñîâêó
êîëåñ, ðàçëè÷íîå òðåíèå ó êîëåñ, äâèæåíèå þçîì è ò.ï., à ýòè îñîáåííîñòè äâè-
æåíèÿ äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíîãî
îáúåêòà.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê ïî-
ëó÷åíèþ ïðîãðàììíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ïðîãðàììíîé îïòèìàëüíîé
òðàåêòîðèè. Äëÿ ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
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ñèñòåìó ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ îáúåêòà ïî ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè. Ýòà ñè-
ñòåìà óïðàâëåíèÿ çà ñ÷åò îáðàòíîé ñâÿçè è äîëæíà êîìïåíñèðîâàòü íåòî÷íîñòè
ìîäåëè è îñîáåííîñòè åå äâèæåíèÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, èñïîëüçóåìîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íå ó÷èòûâàëàñü ñèñòåìà ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ îáú-
åêòà ïî ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè, ïîýòîìó îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå äîëæíà
ÿâëÿòüñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ îáúåêòà ñ ñèñòåìîé ñòàáèëèçàöèè. Èç ñêàçàííîãî ñëå-
äóåò, ÷òî òî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé
îñîáåííîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè è ðàñïîçíàâàíèÿ èñ-
ïîëüçóþòñÿ èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè (ÈÍÑ). Îí ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óíè-
âåðñàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íåêîòîðîé ôóíêöèè, ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé
è áîëüøèì êîëè÷åñòâîì íàñòðàèâàåìûõ (îáó÷àåìûõ) ïàðàìåòðîâ [239]. Ðàçëè÷-
íûå òèïû ÈÍÑ ñïîñîáíû àïïðîêñèìèðîâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ ïî ìíîæåñòâó åå
çíà÷åíèé è çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ îáó÷àþùåé
âûáîðêîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îáúåêòà, îïèñûâàåìîé èñêóññòâåííîé
íåéðîííîé ñåòüþ.

Èñïîëüçîâàíèå íåéðîííûõ ñåòåé â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáú-
åêòîâ óïðàâëåíèÿ ñåãîäíÿ öåëåñîîáðàçíî èç-çà áóðíîãî ðàçâèòèÿ ðîáîòîòåõíè-
÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Ðàçíîîáðàçèå êîíñòðóêöèé âñåâîçìîæíûõ ðîáîòîâ òðåáóåò
íåïðåðûâíîé ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ íèõ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü
òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ çàòðàò âðåìåíè. Ïðèìåíåíèå ÈÍÑ ïîçâîëèò àâòîìàòè-
çèðîâàòü ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðîáîòà. Â äàííîì ñëó÷àå
ìîäåëü íà îñíîâå ÈÍÑ â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ çàìåíÿåò ðåàëüíûé îáúåêò, ïîýòî-
ìó åå ïðèìåíåíèå èçáàâëÿåò ðàçðàáîò÷èêîâ îò ñóáúåêòèâíûõ ðåøåíèé ïî âûáîðó
ìîäåëè îáúåêòà è âîçìîæíîñòè âíåñåíèÿ îøèáîê ïðè àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ.

Äðóãîé íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ÈÍÑ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëè îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íàâèãàöèè. Â íàñòîÿùèé ïåðèîä
îñíîâíûå íàâèãàöèîííûå ñèñòåìû àâòîíîìíûõ ðîáîòîâ ïîñòðîåíû íà îñíîâå äàí-
íûõ, ïîëó÷àåìûõ ñ äàò÷èêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà áîðòó ðîáîòà, ýòî óëüòðàçâóêî-
âîé äàëüíîìåð, ëàçåðíûé äàò÷èê ëèäàð è ñîâîêóïíîñòü âèäåîêàìåð. Ïðîâåðêà
íàâèãàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ íà áîðòó íå ïðîèçâîäèòñÿ, à ìîæåò òîëüêî êîððåêòèðî-
âàòüñÿ âíåøíèì îáîðóäîâàíèåì. Ê ñîæàëåíèþ, äàííàÿ ñèñòåìà äàò÷èêîâ î÷åíü
÷óâñòâèòåëüíà ê øóìàì è íå çàâèñèò îò ðàáîòîñïîñîáíîñòè óñòðîéñòâ, ïîýòîìó
ñèñòåìû äóáëèðîâàíèÿ íå èìåþò ñìûñëà. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íà áîðòó àâòîíîìíîãî ðîáîòà åãî òî÷íîé ìàòåìàòè÷å-
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ñêîé ìîäåëè. Òîãäà ñóùåñòâåííîå ðàçíîãëàñèå ìåæäó äàííûìè íàâèãàöèîííîé
ñèñòåìû è ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü íàëè÷èå îøèáîê
íàâèãàöèè. Ïðè òî÷íîé ìîäåëè, ïîëó÷åííîé íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, àâòîíîìíûé ðîáîò ìîæåò èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó íàâèãàöèè
(äàò÷èêè) äëÿ àíàëèçà âíåøíåé îêðóæàþùåé ñðåäû è óòî÷íåíèÿ îäîìåòðèè îò
ìîäåëè.

Èäåíòèôèêàöèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà � ýòî ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ åãî ñîñòîÿ-
íèÿ, ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ îò ñåíñîðîâ è
äðóãèõ èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ îáåñïå÷å-
íèÿ àâòîíîìíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ðîáîòîâ â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ.

Èäåíòèôèêàöèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé
è ðàçðàáîòîê â ðîáîòîòåõíèêå. Ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãèé ñåíñîðîâ è àëãîðèòìîâ
îáðàáîòêè äàííûõ âîçìîæíîñòè èäåíòèôèêàöèè ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå òî÷íûìè
è ýôôåêòèâíûìè. Ýòî îòêðûâàåò íîâûå ãîðèçîíòû äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìîáèëüíûõ
ðîáîòîâ â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ, îò ïðîìûøëåííîñòè äî ïîâñåäíåâíîé æèçíè.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ, ñðåäè
êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü:

� â ìîäåëÿõ íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ èñïîëüçóþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ìî-
äåëè äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðîáîòà, îíè ó÷èòûâàþò ôèçè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû, òàêèå êàê ìàññà, èíåðöèÿ è ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ðîáîò;

� ìåòîäû ôèëüòðàöèè, íàïðèìåð, ôèëüòð Êàëìàíà [240] è åãî ðàñøèðåííûå
âåðñèè, ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íà îñíîâå íàáëþäàåìûõ
äàííûõ ñ ó÷åòîì øóìà è íåîïðåäåëåííîñòè;

� ñåíñîðíûå äàííûå [241] èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ îò ðàçëè÷íûõ ñåíñîðîâ
(ëèäàðîâ, êàìåð, óëüòðàçâóêîâûõ äàò÷èêîâ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ è
îðèåíòàöèè ðîáîòà â ïðîñòðàíñòâå;

� ñèñòåìû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [242] ïðèìåíÿþò àëãîðèòìû ìàøèííîãî îáó-
÷åíèÿ äëÿ àíàëèçà äàííûõ è ïðåäñêàçàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðîáîòà, îíè âêëþ÷à-
þò â ñåáÿ íåéðîííûå ñåòè èëè ìåòîäû îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì.

Äëÿ ðåàëèçàöèè èäåíòèôèêàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òåõíîëîãèè è èí-
ñòðóìåíòû:

� ëèäàðû, êàìåðû, èíåðöèàëüíûå èçìåðèòåëüíûå óñòðîéñòâà (IMU), GPS è
äðóãèå ñåíñîðû, êîòîðûå ñîáèðàþò äàííûå î ïîëîæåíèè è îêðóæàþùåé
ñðåäå;
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� ïëàòôîðìû äëÿ ðàçðàáîòêè, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿþò èíñòðóìåíòû è áèá-
ëèîòåêè äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ è ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè,
íàïðèìåð, Robot Operating System (ROS) � øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ ïëàòôîð-
ìà äëÿ ðàçðàáîòêè ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, âêëþ÷àÿ íàâèãàöèþ,
èëè Gazebo � ñèìóëÿòîð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò òåñòèðîâàòü íàâèãàöèîííûå
àëãîðèòìû â âèðòóàëüíîé ñðåäå;

� ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ äëÿ ôèëüòðàöèè, îáðàáîòêè è àíàëèçà äàííûõ, ïî-
ëó÷àåìûõ îò ñåíñîðîâ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü, ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà èäåí-
òèôèêàöèè, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ è òåõíîëîãèé.

Íàâèãàöèÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåòîäû è òåõíîëîãèè, ïîçâî-
ëÿþùèå ðîáîòàì ïåðåìåùàòüñÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå. Íàâèãàöèÿ äîëæíà áûòü
èíòåãðèðîâàíà ñ ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïëàâíîãî è
ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ çàäà÷. Îñíîâíûå àñïåêòû íàâèãàöèè ìîáèëüíûõ ðî-
áîòîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ: ëîêàëèçàöèþ íà êàðòå, ïëàíèðîâàíèå ïóòè, èçáåæàíèå
ïðåïÿòñòâèé, èíòåãðàöèÿ ñ ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ ñëåäîâàíèÿ òðàåêòîðèè, ïðî-
ãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è ïëàòôîðìû.

Ëîêàëèçàöèÿ � ýòî ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ïîçèöèè ðîáîòà îòíîñèòåëüíî îêðó-
æàþùåé ñðåäû. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ëîêàëèçàöèè, íàïðèìåð, îäî-
ìåòðèÿ � èñïîëüçóþòñÿ äàííûå îò êîëåñíûõ äàò÷èêîâ äëÿ îöåíêè ïåðåìåùåíèÿ
ðîáîòà; ôèëüòð Êàëìàíà � ýòî ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä, êîòîðûé êîìáèíèðóåò
äàííûå îò ðàçëè÷íûõ ñåíñîðîâ äëÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè ïîëîæåíèÿ;ìåòîä îä-
íîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ (Simultaneous Localization and
Mapping, SLAM) ïîçâîëÿåò ðîáîòó îäíîâðåìåííî ñòðîèòü êàðòó îêðóæàþùåé
ñðåäû è îïðåäåëÿòü ñâîå ìåñòîïîëîæåíèå íà ýòîé êàðòå.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä íà îñíîâå ìåòîäà ASLAM
(ðàçäåë 1.6). Â äàííîì ìåòîäå ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîé óáèðàþòñÿ ïðåäñêàçàííûå òðàåêòîðèè íà îñíîâå ëó÷øåé âåðîÿòíîñòè ëî-
êàëèçàöèè ðîáîòà ñ ïîìîùüþ äàò÷èêîâ íà áîðòó è áëèçîñòè ê öåëåâîé òî÷êå,
äàëåå âûáèðàåòñÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå öåëè è ëîêàëè-
çàöèþ ìîáèëüíîãî ðîáîòà íà êàðòå. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ îäíîâðåìåííî ðåøàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ è çàäà÷à
íàâèãàöèè.

Ïëàíèðîâàíèå ïóòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà îò
íà÷àëüíîé òî÷êè äî öåëåâîé ñ ó÷åòîì ïðåïÿòñòâèé è äðóãèõ ôàêòîðîâ. Çäåñü
ìîæíî îòìåòèòü àëãîðèòìû ïîèñêà (A* [122, 243], Dijkstra [121] è äðóãèå àëãî-
ðèòìû, êîòîðûå ïîìîãàþò íàõîäèòü êðàò÷àéøèé ïóòü) è ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî
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ïëàíèðîâàíèÿ, êîòîðûé ó÷èòûâàåò èçìåíåíèÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå â ðåàëüíîì
âðåìåíè (íàïðèìåð, ïåðåìåùåíèå ïðåïÿòñòâèé).

Äëÿ îáó÷åíèÿ ðîáîòîâ îáíàðóæèâàòü è èçáåãàòü ïðåïÿòñòâèé íà ñâîåì ïóòè
èñïîëüçóþò óëüòðàçâóêîâûå, èíôðàêðàñíûå èëè ëàçåðíûå äàò÷èêîâ äëÿ îáíà-
ðóæåíèÿ îáúåêòîâ, à òàêæå ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû èçáåãàíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîä
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé èëè àëãîðèòìû íà îñíîâå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèé äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ � ýòî âàæíûé àñïåêò íàâè-
ãàöèè, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñîçäàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèé, ïîç-
âîëÿþùåé ðîáîòó äîñòè÷ü çàäàííîé öåëè. Âûáîð ìåòîäà ãåíåðàöèè òðàåêòîðèè
çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, õàðàêòåðèñòèê ñðåäû è òðåáîâàíèé ê ðîáîòó.
Êîìáèíèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ òàêæå ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëåå ýôôåêòèâ-
íûì è àäàïòèâíûì ðåøåíèÿì â îáëàñòè íàâèãàöèè ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Ñóùå-
ñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ñâîè
ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè. Âîò íåêîòîðûå èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïî-
ñîáîâ:

1. Àëãîðèòìû ïîèñêà ïóòè (èñïîëüçóþòñÿ ãðàôû èëè ñåòêè):

� Àëãîðèòì A* èñïîëüçóåò ýâðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ
êðàò÷àéøåãî ïóòè. Îí ýôôåêòèâåí äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ìàðøðóòà â
ñòàòè÷åñêèõ ñðåäàõ.

� Àëãîðèòì Äåéêñòðû íàõîäèò êðàò÷àéøèé ïóòü îò íà÷àëüíîé òî÷êè
äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà. Îí ìåíåå ýôôåêòèâåí, ÷åì A*, íî
ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

� RRT ñòðîèò äåðåâî âîçìîæíûõ ïóòåé, èññëåäóÿ ïðîñòðàíñòâî. Õîðîøî
ïîäõîäèò äëÿ âûñîêîðàçìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

2. Ìåòîäû íà îñíîâå ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé (èñïîëüçóþò êîíöåïöèþ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà ðîáîòà). Ðîáîò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåêò, ïîäâåðæåííûé
âëèÿíèþ ñèë ïðèòÿæåíèÿ (ê öåëè) è îòòàëêèâàíèÿ (îò ïðåïÿòñòâèé). Òðà-
åêòîðèÿ ãåíåðèðóåòñÿ êàê ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ñèë.

3. Ïîëèíîìèàëüíûå è ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè (èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ãëàä-
êèõ òðàåêòîðèé):

� Êóáè÷åñêèå ñïëàéíû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èíòåðïîëÿöèè ìåæäó êîíòðîëü-
íûìè òî÷êàìè, ñîçäàâàÿ ïëàâíûå êðèâûå.

� Ïîëèíîìèàëüíûå òðàåêòîðèè ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ,
êîòîðûå ó÷èòûâàþò íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå óñëîâèÿ (ïîçèöèÿ, ñêî-
ðîñòü, óñêîðåíèå).
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4. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè (ïîçâîëÿþò íàõîäèòü òðàåêòîðèè, ìèíèìèçèðóþùèå
îïðåäåëåííûå ôóíêöèè (íàïðèìåð, âðåìÿ, ðàññòîÿíèå èëè ïîòðåáëåíèå ýíåð-
ãèè)):

� ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò ýâîëþöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ïî-
èñêà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé;

� ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà îïòèìèçèðóþò òðàåêòîðèþ, ìèíèìèçè-
ðóÿ çàäàííóþ ôóíêöèþ ñòîèìîñòè;

5. Äèíàìè÷åñêîå ïëàíèðîâàíèå (ó÷èòûâàþò èçìåíåíèÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå
â ðåàëüíîì âðåìåíè):

� Ïîäõîä DWA (Dynamic Window Approach) ãåíåðèðóåò òðàåêòîðèè íà
îñíîâå äèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé ðîáîòà è ïðåïÿòñòâèé â îêðóæàþ-
ùåé ñðåäå.

� Ìåòîä Teb (Timed Elastic Band) èñïîëüçóåò âðåìåííûå ïàðàìåòðû äëÿ
ãåíåðàöèè ãèáêèõ è àäàïòèâíûõ òðàåêòîðèé.

6. Ìàøèííîå îáó÷åíèå (ìîæíî ãåíåðèðîâàòü òðàåêòîðèè íà îñíîâå áîëüøèõ
îáúåìîâ äàííûõ):

� íåéðîííûå ñåòè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåê-
òîðèé íà îñíîâå îáó÷àþùèõ äàííûõ;

� îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì ïîçâîëÿåò ðîáîòó îáó÷àòüñÿ âûáèðàòü äåé-
ñòâèÿ, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò íàãðàäó â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ çàäà÷.

Ôóíêöèÿ âûáîðà îïðåäåëÿåò, êàêèå äåéñòâèÿ äîëæåí ïðåäïðèíÿòü ðîáîò â çà-
âèñèìîñòè îò òåêóùåé ñèòóàöèè è ñîñòîÿíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Ýòà ôóíêöèÿ
âêëþ÷àåò: îïðåäåëåíèå ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðîáîòà (íàïðèìåð, ¾ïîèñê ïóòè¿,
¾èçáåæàíèå ïðåïÿòñòâèé¿, ¾âûïîëíåíèå çàäà÷è¿), ðåàêöèþ íà ñîáûòèÿ (íàïðè-
ìåð, îáíàðóæåíèå ïðåïÿòñòâèÿ, äîñòèæåíèå öåëè), ëîãèêó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
(èñïîëüçîâàíèå äåðåâüåâ ðåøåíèé äëÿ âûáîðà äåéñòâèé â çàâèñèìîñòè îò ñî-
ñòîÿíèÿ, èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ äëÿ óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿìè ðîáî-
òà, êîìáèíèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ óðîâíåé óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, ñòðàòåãè÷åñêèé,
òàêòè÷åñêèé è îïåðàòèâíûé óðîâíè), îïðåäåëåíèå ïðèîðèòåòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷ (íàïðèìåð, èçáåãàíèå ïðåïÿòñòâèé ìîæåò èìåòü áîëåå âûñîêèé ïðèîðèòåò,
÷åì âûïîëíåíèå çàäà÷è), èíòåãðàöèþ (ïîñëå ðàçðàáîòêè ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ è
âûáîðà íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü èõ â åäèíóþ ñèñòåìó), à òàêæå ïðîâåäåíèå
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òåñòèðîâàíèÿ â ðåàëüíûõ èëè ñèìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïðîâåðêè ýôôåê-
òèâíîñòè ðàçðàáîòàííûõ ôóíêöèé è îïòèìèçàöèþ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ïîëó-
÷åííûõ äàííûõ. Äëÿ èíòåãðàöèè òðåáóåòñÿ òåñòèðîâàíèå â ðàçëè÷íûõ ñöåíàðè-
ÿõ, íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîé ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòè, îáåñïå÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ê èçìåíåíèÿì â îêðóæàþùåé
ñðåäå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà â ðåàëüíîì âðå-
ìåíè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èäåíòèôèêàöèþ ìîäåëè, ñãåíåðèðîâàòü òðàåêòîðèè,
âûáðàòü îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ è íàñòðîèòü ðîáîò äâèæåíèþ ïî îïòèìàëü-
íîé òðàåêòîðèè.

4.2 Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà

Äëÿ ïðîâåðêè òåîðåòè÷åñêèõ äàííûõ ïðîâîäèëèñü ýêñïåðèìåíòû íà ñèìóëÿòîðå,
à òàêæå íà ðåàëüíîì ðîáîòå (ñì. ðèñ. 4.1) â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ
ÐÀÍ (ñì. ðèñ. 4.2).

Ðèñ. 4.1: Ìîáèëüíûé ðîáîò

Ðîáîò èìååò øàññè ãåîìåòðèè Àêêåðìàíà [226].
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Ðèñ. 4.2: Ðîáîòîòåõíè÷åñêèé öåíòð ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ

Øàññè ñ ãåîìåòðèåé Àêêåðìàíà � ýòî êîíñòðóêöèÿ ïåðåäíåé ïîäâåñêè è ðó-
ëåâîãî óïðàâëåíèÿ àâòîìîáèëåé, îáåñïå÷èâàþùàÿ îïòèìàëüíûé ïîâîðîò êîë¼ñ
ïðè äâèæåíèè ïî äóãå. Ýòà ãåîìåòðèÿ íàçâàíà â ÷åñòü àíãëèéñêîãî èçîáðåòàòå-
ëÿ Ðóäîëüôà Àêêåðìàíà, õîòÿ èäåÿ áûëà ðàçðàáîòàíà ðàíåå èíæåíåðàìè, à Ð.
Àêêåðìàí çàïàòåíòîâàë åå ïðèìåíåíèå â XIX âåêå. Îñîáåííîñòü òàêîãî øàññè
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äâà ïåðåäíèõ êîëåñà ñëóæàò äëÿ ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ,
à äâà çàäíèõ êîëåñà � äëÿ îòñëåæèâàíèÿ.

Ñóòü ãåîìåòðèè Àêêåðìàíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðè ïîâîðîòå àâòî-
ìîáèëÿ âíóòðåííåå ïåðåäíåå êîëåñî (áëèæå ê öåíòðó ïîâîðîòà) äîëæíî ïîâî-
ðà÷èâàòüñÿ ïîä áîëüøèì óãëîì, ÷åì âíåøíåå ïåðåäíåå êîëåñî. Ýòî íåîáõîäèìî
äëÿ òîãî, ÷òîáû îáà êîëåñà êàòèëèñü ïî êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì ñ îáùèì
öåíòðîì ïîâîðîòà, ìèíèìèçèðóÿ áîêîâîå ñêîëüæåíèå è èçíîñ øèí (ðèñ. 4.3).

Ðèñ. 4.3: Ñõåìàòè÷íîå ðàñïîëîæåíèå êîëåñ ó øàññè ãåîìåòðèè Àêêåðìàíà

Ïóñòü ðîáîò ïîâîðà÷èâàåò âîêðóã öåíòðà O. Îáîçíà÷èì:

� d � êîë¼ñíàÿ áàçà (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåäíåé è çàäíåé îñÿìè);



Êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà 185

� l � êîëåÿ (ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ïåðåäíèõ êîë¼ñ);

� R � ðàäèóñ ïîâîðîòà îò öåíòðà O äî öåíòðà çàäíåé îñè;

� αR � óãîë ïîâîðîòà âíóòðåííåãî êîëåñà;

� αL � óãîë ïîâîðîòà âíåøíåãî êîëåñà.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ øàññè
ãåîìåòðèè Àêêåðìàíà ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.4.

Ðèñ. 4.4: Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì

Ñîãëàñíî ãåîìåòðèè Àêêåðìàíà, ïðîäîëæåíèÿ îñåé ïåðåäíèõ êîë¼ñ äîëæíû
ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå � öåíòðå ïîâîðîòà ICR. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ

ctg δi =
R− l/2

d

ctg δo =
R + l/2

d

Èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò êëþ÷åâîå ñîîòíîøåíèå Àêêåðìàíà:

ctg δi − ctg δo =
l

d

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò èäåàëüíóþ ãåîìåòðèþ Àêêåðìàíà � ïðè çàäàííîé
êîëåå è áàçå, óãëû ïîâîðîòà êîë¼ñ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó ñîîòíîøåíèþ.
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Íàïðèìåð, ïóñòü: d = 2.7 ì, l = 1.5 ì, R = 10 ì. Òîãäà

ctg δi =
10− 0.75

2.7
=

9.25

2.7
≈ 3.426⇒ δi ≈ arcctg(3.426) ≈ 16.3◦

ctg δo =
10 + 0.75

2.7
=

10.75

2.7
≈ 3.981⇒ δo ≈ arcctg(3.981) ≈ 14.1◦

Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííåå êîëåñî äîëæíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïðèìåðíî íà 16.3◦,
à âíåøíåå � íà 14.1◦.

Ýëåìåíòû, ðåàëèçóþùèå ãåîìåòðèþ Àêêåðìàíà, � ýòî

1. ðóëåâàÿ òðàïåöèÿ � ñèñòåìà òÿã, ôîðìèðóþùàÿ íóæíûå óãëû ïîâîðîòà;

2. ïîâîðîòíûå êóëàêè ñ ðû÷àãàìè ïîä îïðåäåë¼ííûì óãëîì;

3. ðóëåâàÿ ðåéêà èëè ðóëåâîé ìåõàíèçì (÷åðâÿ÷íàÿ ïåðåäà÷à, øåñòåðíÿ-ðåéêà
è ïð.).

Â çàâèñèìîñòè îò íàñòðîéêè óãëîâ ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
øàññè Àêêåðìàíà. Îáçîð âàðèàíòîâ ïðèâåäåí â òàáëèöå 4.1.

Òàáëèöà 4.1: Òèïû ãåîìåòðèè ïîâîðîòà â çàâèñèìîñòè îò íàñòðîéêè

Òèï Îïèñàíèå
Èäåàëüíàÿ Àêêåðìàí Óãëû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ ctg δi −

ctg δo = l/d. Òåîðåòè÷åñêè îïòèìàëüíî.
Íåäîñòàòî÷íàÿ Àê-
êåðìàí (Reverse
Ackermann)

δo > δi � âíåøíåå êîëåñî ïîâîðà÷èâàåòñÿ
ñèëüíåå; èñïîëüçóåòñÿ â ãîíî÷íûõ àâòî äëÿ
êîìïåíñàöèè êðåíîâ è íàãðåâà øèí.

Ïîëíàÿ Àêêåðìàí Ðåàëèçîâàíà ìàêñèìàëüíî áëèçêî ê òåîðèè.
Ïàðàëëåëüíûé ïîâîðîò δi = δo � íåýôôåêòèâíî, âûçûâàåò ïðîñêàëü-

çûâàíèå.

Ïðèìåíÿåòñÿ øàññè â ðîáîòàõ, â ãðàæäàíñêèõ àâòîìîáèëÿõ äëÿ êîìôîðòà
è ýêîíîìè÷íîñòè, â ãîíî÷íûõ ìàøèíàõ äëÿ óëó÷øåíèÿ ñöåïëåíèÿ íà âûñîêèõ
ñêîðîñòÿõ, â ãðóçîâèêàõ, ñïåöòåõíèêå è ïð. [245, 246].

Â ýêñïåðèìåíòàõ ê äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëîñü äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðî-
áîòà (ðèñ. 4.1) ñ øàññè ãåîìåòðèè Àêåðìàííà, çàäàííîå ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = u1 cos θ,
ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u1

H
tg u2,

(4.1)
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ãäå x, y � êîîðäèíàòû öåíòðà çàäíåé îñè ìîáèëüíîãî ðîáîòà; u1 � åãî ëèíåéíàÿ
ñêîðîñòü; θ � óãîë åãî ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî îñè x; u2 � óãîë ïîâîðîòà (ïîëî-
æèòåëüíûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè); H � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåäíåé è çàäíåé
îñÿìè êîëåñ ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ìîáèëüíîãî ðîáîòà, èñïîëüçó-
åìîãî â íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.5.

Ðèñ. 4.5: Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì

Íà ðèñ. 4.5 α � óãîë ïîâîðîòà ðóëÿ, θ � óãîë åãî ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî îñè
x, H � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåäíåé è çàäíåé îñÿìè êîëåñ ìîáèëüíîãî ðîáîòà, x,
y � êîîðäèíàòû.

4.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâåäåííûõ â äàííîé ðàáîòå, ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Çàäàí îáúåêò èññëåäîâàíèÿ, ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé ñè-
ñòåìîé èç n îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x, u), (4.2)

ãäå x ∈ IRn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, u ∈ U ⊆ IRm � âåêòîð óïðàâ-
ëåíèÿ, x = [x1, x2, . . . , xn]

T ; u = [u1, u2, . . . , um]
T ; f(x, u) = [f1(x, u), . . . , fn(x, u)]

T ;
m ≤ n.



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 188

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé âðåìåíè t, ïðèíàäëåæà-
ùèõ èíòåðâàëó [0, t+], çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(0) = x0 ∈ IRn

è âðåìÿ tf ∈ [0, t+] ïîïàäàíèÿ â òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíî-
øåíèÿ

x(tf ) = xtf ∈ IRn. (4.3)

Çàäàíû ñòàòè÷åñêèå

φi(x
j) ≤ 0, i = 1, . . . , r, j = 1, n, r ≤ m,

è äèíàìè÷åñêèå

γ(xp, xs) ≤ 0, p = 1, . . . , K − 1, s = p+ 1, K, r ≤ m

ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ. Çäåñü r è K � ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé.
Â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü òàêîé

óïðàâëÿþùèé âåêòîð u(x) è ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò x(t),
êîòîðûå â òå÷åíèå âñåé ìèññèè äîñòèãàëè áû êîíå÷íûõ óñëîâèé (4.3) è îáåñïå-
÷èâàëè ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà,
êîíêðåòíîãî âèäà è ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðîäîé èññëå-
äóåìîãî îáúåêòà:

J =

∫ tf

0

f0(x, u)dt→ min . (4.4)

Â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèÿ f0(x, u) ïðåäïîëàãàëàñü òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1,
òî åñòü ðåøàëàñü çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
èìååò âèä

J =

∫ tf

0

dt = tf → min . (4.5)

Â íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ìîáèëüíûé ðîáîò ñ øàññè ãåîìåò-
ðèè Àêêåðìàíà. Íàïîìíèì åãî ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü

ẋ = u1 cos θ,
ẏ = u1 sin θ,

θ̇ = u1

H
tg u2,

(4.6)

ãäå x, y � êîîðäèíàòû öåíòðà çàäíåé îñè ìîáèëüíîãî ðîáîòà; u1 � åãî ëèíåéíàÿ
ñêîðîñòü; θ � óãîë åãî ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî îñè x; u2 � óãîë ïîâîðîòà (ïîëî-
æèòåëüíûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè); H � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðåäíåé è çàäíåé
îñÿìè êîëåñ ìîáèëüíîãî ðîáîòà.
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Ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿëèñü îêðóæ-
íîñòÿìè ðàäèóñîâ R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî:

� ñòàòè÷åñêèå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ

φi(x, y) = R2
1i − (x∗i − x)2 − (y∗i − y)2 ≤ 0, (4.7)

ãäå x∗i , y
∗
i � êîîðäèíàòû öåíòðà ïðåïÿòñòâèÿ;

� äèíàìè÷åñêèå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ

γ(xp, yp, x, y) = R2
2 − (x∗p − x)2 − (y∗p − y)2 ≤ 0, (4.8)

ãäå xp, yp � êîîðäèíàòû äðóãîãî ðîáîòà.

Çàäàâàëèñü òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ xf , yf è θf , à òàêæå ïðåäåëüíîå âðåìÿ
ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ t+.

Ïðèìåð ñòàòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.6.

Ðèñ. 4.6: Ðîáîòîòåõíè÷åñêèé öåíòð ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ ñî ñòàòè÷åñêèìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè â âèäå êîíóñîâ

Äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷åíèé äîáàâèì ê ôóíêöèîíàëó øòðàô çà íàðóøåíèå îãðà-
íè÷åíèé:

J̃ = tf +
r∑

i=1

αiϑ(φ(x, y)) +
K∑
i=1

βiϑ(η(x
p, x, y)).

Òðàññà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, ðàñïîëîæåííàÿ â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì
öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ (ðèñ. 4.2), èìååò ñëîæíóþ êîíñòðóêöèþ. Îíà ñîñòîèò èç
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ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ, ïîäúåìà, ñïóñêà è êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ, çàìûêà-
þùèõ òðàññó â åäèíûé íåðàçðûâíûé òðåê.

Òàêàÿ òðàññà ñëîæíà äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ðîáîòîì â ñâÿçè ñ ðàçíîïëàíîâîñòüþ
êîíñòðóêöèè, ïîýòîìó äëÿ ó÷åòà âñåõ ïðåïÿòñòâèé, âñòðå÷àþùèõñÿ íà òðåêå,
èñïîëüçóþòñÿ øòðàôíûå ôóíêöèè, êîòîðûå çàìåäëÿþò ïðîöåññ ïðîõîæäåíèÿ
ïî òðàññå, è ïîýòîìó îíè äîáàâëÿþòñÿ â ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà.

Â ðàáîòå ó÷èòûâàëèñü ñëåäóþùèå øòðàôíûå ôóíêöèè (σi � âåñîâûå êîýô-
ôèöèåíòû , i = 1, . . . , 3):

� îòêëîíåíèå îò ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè

y1 = σ1min
x̃,ỹ,θ̃
|Ω(x, y, θ)− Ω(x̃, ỹ, θ̃)|,

ãäå Ω(x) � ïåðâîå ïðèáëèæåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ñ ó÷åòîì çàäàííûõ
êîíå÷íîãî è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèé è ñòàòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé;

� øòðàô çà ïðåâûøåíèå äîïóñòèìîé ñêîðîñòè, íà ó÷àñòêàõ, ãäå ñêîðîñòü
îãðàíè÷åíà

y2 = σ2ϑ(|u1| − v+),

ãäå v+ � äîïóñòèìàÿ ñêîðîñòü íà äàííîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè, ϑ � ôóíêöèÿ Õå-
âèñàéäà

ϑ(a) =

{
0, a < 0,

1, a ≥ 0;

� ïîëîæåíèå âûñîòû ðîáîòà íàä ïëîñêîñòüþ

y3 = σ3 arctg(
zi+1 − zi

∆z
),

ãäå ∆z � øàã èçìåðåíèÿ.
Áàçîâîé ôóíêöèåé ïðè ñèíòåçå ôóíêöèîíàëà îòáîðà èñïîëüçîâàëàñü ñóììà

øòðàôîâ
F (Zk) = y1 + y2 + y3.

Íà ðèñ. 4.7 ïîêàçàí âèä íà òðàññó ñ êàìåðû ìîáèëüíîãî ðîáîòà.
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Ðèñ. 4.7: Âèä íà òðàññó ñ êàìåðû ðîáîòà â ÐÒÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ

4.4 Èäåíòèôèêàöèÿ ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà

Èäåíòèôèêàöèÿ ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà � ýòî ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ íàèáîëåå òî÷íî îïèñûâàåò äèíàìèêó è êèíåìàòè-
êó ïîâåäåíèÿ äàííîãî ðîáîòà íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ýòî ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ èëè óòî÷íåíèÿ ìîäåëè ðîáîòà, èñïîëüçóÿ
èçìåðåííûå âõîäû (íàïðèìåð, êîìàíäû óïðàâëåíèÿ) è âûõîäû (íàïðèìåð, ïî-
ëîæåíèå, ñêîðîñòü, îðèåíòàöèÿ).

Îñíîâíûå ýòàïû èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè âêëþ÷àþò â ñåáÿ [247]

- âûáîð ñòðóêòóðû ìîäåëè: êèíåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (íàïðèìåð, äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî ïðèâîäà) èëè äèíàìè÷åñêàÿ (ó÷èòûâàåò ìàññó, ìîìåíòû
èíåðöèè, ñèëû òðåíèÿ), ëèíåéíàÿ èëè íåëèíåéíàÿ, äåòåðìèíèðîâàííàÿ èëè
ñòîõàñòè÷åñêàÿ;

- ñáîð äàííûõ: ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðîáîòîì, èçìåðÿþòñÿ âõî-
äû (íàïðèìåð, íàïðÿæåíèÿ íà äâèãàòåëÿõ, çàäàííûå ñêîðîñòè) è âûõîäû
(íàïðèìåð, ðåàëüíûå êîîðäèíàòû, ïîêàçàíèÿ IMU, îäîìåòðèÿ);

- îáðàáîòêà äàííûõ: ôèëüòðàöèÿ øóìà, ñèíõðîíèçàöèÿ ñèãíàëîâ, ïîäãîòîâ-
êà âûáîðêè äëÿ îáó÷åíèÿ/èäåíòèôèêàöèè;

- îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ ñ öåëüþ íàéòè òàêèå ïàðà-
ìåòðû ìîäåëè (íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ, ðàäèóñ êîëåñ, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîëåñàìè), êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò îøèáêó ìåæäó ïðåäñêàçàííûì
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è ðåàëüíûì ïîâåäåíèåì ðîáîòà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè èñïîëüçóþòñÿ ìå-
òîäû ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè: ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðå-
êóððåíòíûå àëãîðèòìû, ôèëüòð Êàëìàíà, ìàøèííîå îáó÷åíèå è ò.ä.;

- âàëèäàöèþ ìîäåëè: ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè íà íîâûõ äàííûõ, àíà-
ëèç òî÷íîñòè ïðåäñêàçàíèÿ, óñòîé÷èâîñòè, îáîáùàåìîñòè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè íà ðåàëüíîì ìîáèëüíîì ðîáîòå èäåí-
òèôèêàöèè ïîäëåæàò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ðåàëüíûé ðàäèóñ êîëåñ
(ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïàñïîðòíûõ çíà÷åíèé), áàçà ìåæäó êîëåñàìè (ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì êîëåñîì), êîýôôèöèåíò ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ïàðàìåòðû
äâèãàòåëåé (ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè, ÊÏÄ), âëèÿíèå òðåíèÿ, èíåðöèè, íàêëîíà ïî-
âåðõíîñòè è ò.ï.

Ìåòîäû èäåíòèôèêàöèè äåëÿòñÿ íà ïàññèâíûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå äàí-
íûå, ñîáðàííûå ïðè íîðìàëüíîé ðàáîòå ðîáîòà, è àêòèâíûå, äëÿ êîòîðûõ ñïå-
öèàëüíî ôîðìèðóþòñÿ òåñòîâûå âîçäåéñòâèÿ (íàïðèìåð, ðîáîò äâèæåòñÿ ïî çà-
äàííîé òðàåêòîðèè).

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè îáû÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ ìîäåëè ñèñòåìû, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñóùåñòâåííûìè ïðèçíàêàìè ðåàëüíîé
ñèñòåìû è õàðàêòåðèçóåò åå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ñèí-
òåçà óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé
ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ, âêëþ÷àÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå, âåðîÿòíîñòíûå è ìàøèííî-îáó-
÷àþùèå ìåòîäû [248].

Ïóñòü ìîäåëü äâèæåíèÿ ðîáîòà èìååò âèä

ẋ = f(x, u; θ) + w,

ãäå x ∈ Rn � ñîñòîÿíèå ðîáîòà (êîîðäèíàòû, îðèåíòàöèÿ, ñêîðîñòü), u ∈ Rm �
óïðàâëåíèå, θ ∈ Rp � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè, w � øóì.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îöåíêó θ̂ ïî íàáëþäåíèÿì D = {(xi, ui)}Ni=1, ìèíèìèçèðóÿ
îøèáêó ìåæäó ìîäåëüþ è ðåàëüíûì äâèæåíèåì.

Îäèí èç ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè � ðåãðåññèÿ � ýòî ñòàòèñòè÷åñêèé
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó âõîäíûìè ïåðåìåííûìè (íà-
ïðèìåð, óïðàâëÿþùèå ñèãíàëû) è âûõîäíûìè (íàïðèìåð, ïîëîæåíèå, ñêîðîñòü
ðîáîòà).

Â êîíòåêñòå èäåíòèôèêàöèè ðîáîòà
- âõîäû � ýòî êîìàíäû óïðàâëåíèÿ (íàïðÿæåíèÿ äâèãàòåëåé, öåëåâûå ñêîðî-

ñòè),
- âûõîäû � ýòî èçìåðåííûå äàííûå (ñêîðîñòè, óñêîðåíèÿ, êîîðäèíàòû),
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- öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòîðûå ñâÿçûâàþò
âõîäû è âûõîäû.

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ïîäõîäèò, åñëè äèíàìèêà ðîáîòà ïðèáëèçèòåëüíî ëèíåé-
íà â èíòåðåñóþùåì äèàïàçîíå, íóæíà ïðîñòàÿ, èíòåðïðåòèðóåìàÿ ìîäåëü, íóæ-
íî áûñòðî îáó÷èòü ìîäåëü íà ðåàëüíûõ äàííûõ.

Ïóñòü èìååòñÿ ðîáîò ñ êîëåñîì, ïðèâîäèìûì â äâèæåíèå äâèãàòåëåì. Òðåáó-
åòñÿ ïîíÿòü, êàê íàïðÿæåíèå u(t) âëèÿåò íà óãëîâóþ ñêîðîñòü ω(t). Äëÿ ýòîãî
ïðåäïîëîæèì ïðîñòóþ ìîäåëü

ω(t) = a · ω(t− 1) + b · u(t− 1) + ε,

çäåñü ω(t) � òåêóùàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ω(t−1)� ñêîðîñòü â ïðåäûäóùèé ìîìåíò
âðåìåíè, u(t − 1) � óïðàâëÿþùåå íàïðÿæåíèå íà äâèãàòåëå, a, b � íåèçâåñòíûå
êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íóæíî èäåíòèôèöèðîâàòü, ε � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà (øóì
ìîäåëè).

Ýòî � ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïî ïàðàìåòðàì, è å¼ ìîæíî îáó÷èòü ñ ïîìîùüþ ëè-
íåéíîé ðåãðåññèè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

Àëãîðèòì

Øàã 1. Ñáîð äàííûõ

1. Ïîäàòü ðàçíûå íàïðÿæåíèÿ u(t) íà äâèãàòåëü.

2. Èçìåðèòü ñêîðîñòü ω(t) (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ýíêîäåðà).

3. Çàïèñàòü ïàðû äàííûõ:
(
ω(t− 1), u(t− 1)

)
→ ω(t).

Øàã 2. Ïîäãîòîâêà äàííûõ äëÿ ðåãðåññèè
Íà îñíîâå âðåìåííûõ ðÿäîâ

ω = [ω0, ω1, . . . , ωT ], u = [u0, u1, . . . , uT ].

Ñîçäàòü îáó÷àþùóþ âûáîðêó

X =


ω0 u0
ω1 u1
...

...
ωT−1 uT−1

 , y =


ω1

ω2
...
ωT


Øàã 3. Îáó÷åíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè
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Ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

min
a,b

T∑
t=1

(
ωt −

(
a · ωt−1 + b · ut−1

))2
Øàã 4. Ïîëó÷åíèå ìîäåëè

Ïîñëå îáó÷åíèÿ ìîäåëü ïðèíèìàåò âèä

ω̂(t) = a · ω(t− 1) + b · u(t− 1)

Òåïåðü ïîëó÷åííóþ ìîäåëü ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ êîëåñà íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà.

Åù¼ îäèí ìåòîä � ýòî ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [249, 250]. Îí òðåáóåò
ïîëíîãî íàáîðà äàííûõ (îôôëàéí), ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îøèáêè èìåþò íóëåâîå
ñðåäíåå è ïîñòîÿííóþ äèñïåðñèþ. Åãî ïðåèìóùåñòâà çàêëþ÷àþòñÿ â ïðîñòîòå
ðåàëèçàöèè è âûñîêîé ñêîðîñòè. Îäíàêî åñòü è íåäîñòàòêè � îí ÷óâñòâèòåëåí ê
øóìó è ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé.

Äëÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè y = Φθ+e, ãäå Φ � ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ, ðåøåíèå

θ̂ = (ΦTΦ)−1ΦTy.

Àëüòåðíàòèâíûì âàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ [249]. Îí ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà äàííûå ïîñòóïàþò ïîòîêîì (îíëàéí-èäåíòè-
ôèêàöèÿ)

θ̂(t) = θ̂(t− 1) +K(t)
[
y(t)−XT (t)θ̂(t− 1)

]
,

ãäå K(t) � ìàòðèöà óñèëåíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê.

Ôèëüòðû Êàëìàíà [240, 249] ïîçâîëÿþò îöåíèâàòü ïàðàìåòðû â óñëîâèÿõ
íåëèíåéíîñòè è ïîäõîäÿò äëÿ îáðàáîòêè øóìà è îáíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ â ðå-
àëüíîì âðåìåíè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

p(θ|D) ∝ p(D|θ)p(θ)
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Äëÿ ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ îáó÷åíèå íà îñíîâå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé [251, 252]

yt = fNN(ut−k:t, yt−k:t−1)

Òàêæå îáó÷åíèå ìîæíî ïðîâîäèòü íà áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ.

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè èñïîëüçóþò âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä [253]

yt ∼ GP(m(t), k(t, t′)),

ïðåèìóùåñòâà, êîòîðîãî çàêëþ÷àþòñÿ â âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè äîâåðè-
òåëüíûõ èíòåðâàëîâ è ó÷åòå íåîïðåäåëåííîñòè.

Âîçìîæíî ñî÷åòàòü ôèçè÷åñêèå çàêîíû è íåéðîñåòè:

L = Ldata + λLphysics

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ê âûáðîñàì èëè øóìó ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ: Lasso-ðåãðåññèÿ,
Ridge-ðåãðåññèÿ, M-îöåíêè.

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïàðû äàííûõ ¾óïðàâëåíèå � ñîñòî-
ÿíèå¿, ñîáðàííûå â õîäå ýêñïåðèìåíòà èëè ñèìóëÿöèè

min
θ
∥yreal − ysim(θ)∥ (4.9)

Ýòà çàäà÷à ìîæåò ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ, ýâîëþöèîííûõ
àëãîðèòìîâ èëè áàéåñîâñêèõ ïîäõîäîâ.

Â òàáëèöå 4.2 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè äëÿ
êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà.
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Òàáëèöà 4.2: Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà

Ìåòîä Òèï ìîäåëè Äàííûå Ñêîðîñòü Âðåìÿ
ÌÍÊ Ëèíåéíàÿ Âõîä/âûõîä Áûñòðî ðåàëüíîå
Ðåêóð. ÌÍÊ Íåëèíåéíàÿ Âõîä/âûõîä Ìåäëåííî íåò
Ôèëüòð Êàëìàíà Íåëèíåéíàÿ Âõîä/âûõîä + øóì Ñðåäíå ðåàëüíîå
Ðåãðåññèÿ Íåëèíåéíàÿ Âõîä/âûõîä Ñðåäíå íåò
Íåéðîñåòü Íåëèíåéíàÿ Ôèçèêà + äàííûå Äîëãî íåò

Íà ðèñ. 4.8 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçíûõ ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè. Ïðè ñðàâ-
íåíèè ó÷èòûâàëîñü ñíèæåíèå îøèáêè îòêëîíåíèÿ îò ðåàëüíîé ìîäåëè.
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Îøèáêà èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè

Ðåãðåññèÿ
ÌÍÊ

Íåéðîñåòü

Ðèñ. 4.8: Ñíèæåíèå îøèáêè èäåíòèôèêàöèè âî âðåìåíè äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ

Â ðàáîòå ïðèìåíåí òðàäèöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ
îáúåêòîâ � ðåàëèçàöèÿ ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãðåññè-
îííûõ ìîäåëüíûõ ñòðóêòóð â ñî÷åòàíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåéðîñåòåâîé ìîäåëè.
Ðåãðåññèÿ íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé ïðîãíîçèðîâàíèÿ âåëè÷èíû âûõîäíîãî
ñèãíàëà y(t) íà îñíîâå èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé ïóòåì èçìåðåíèÿ äðóãèõ âåëè-
÷èí φi, i = 1, d, ñîäåðæàùèõ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ñèñòåìû â ïðîøëîì.

Òàêèå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ èç-çà ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè, âîçìîæíîñòè ïðè-
ìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ áèáëèîòåê (NumPy, Scikit-learn, MATLAB). Îíè ïîäõîäÿò
äëÿ îíëàéí-èäåíòèôèêàöèè è ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû äî íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ
èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ ðåãðåññîðîâ.
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Îäíàêî ñóùåñòâóþò è íåäîñòàòêè: äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ðåáóåòñÿ òî÷íîå
èçìåðåíèå âñåõ íåîáõîäèìûõ ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, óñêîðåíèé), ìåòîä ÷óâ-
ñòâèòåëåí ê øóìó è íåòî÷íûì èçìåðåíèÿì, íå âñå ìîäåëè ëåãêî ïðåäñòàâèìû
â ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ôîðìå, äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ
áîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ.

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèè g(φ) òàêîé, ÷òîáû
îöåíêà ŷ = g(φ) óäîâëåòâîðÿëà íåêîòîðîìó êðèòåðèþ è áûëà ïðîãíîçîì âåëè÷è-
íû y(t). Ôóíêöèÿ g(φ) � ôóíêöèÿ ðåãðåññèè, äîëæíà áûòü íåêîòîðûì ìåòîäîì
îöåíåíà ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ò.å. g(φ) = g(φ,q), ãäå q � âåêòîð íà-
ñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â ñáîðå íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
âî âñåì ðàáî÷åì äèàïàçîíå ñèñòåìû ZL = {u(t),y(t)}, t = 1, L. Ïîëíîòà è äîñòî-
âåðíîñòü ïîëó÷åííûõ äàííûõ âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò êà÷åñòâî èäåíòèôèêàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêèé îáúåêò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì
âèäå

y(t|g) = g(φ(t,q),q). (4.10)

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä èäåðòèôèêàöèè ìîäåëè
ìîáèëüíîãî ðîáîòà � ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè è íåéðî-
ñåòè. Óïðàâëåíèå u1 îïðåäåëÿåòñÿ íåéðîñåòüþ, çàòåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîä-
ñòàâëÿþòñÿ â êíèåòè÷åñêóþ ìîäåëü (4.1), èç êîòîðîé íàõîäèëèñü êîîðäèíàòû
(x, y).

Ïðèìåð èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ðîáîòà ñ øàññè Àêêåð-

ìàíà íà îñíîâå ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð èäåíòèôèêàöèè êèíåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ðîáîòà ñ øàññè Àêêåðìàíà (ðèñ. 4.5) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ëèíåéíîé ðåãðåñ-
ñèè. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ñêîðîñòÿõ è óãëàõ ïîâîðîòà ðóëÿ
ñòðîèòñÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ïàðàìåòðû, òàêèå êàê áàçà
øàññè è êîýôôèöèåíòû ïåðåäà÷è.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω âûðàæàåòñÿ êàê

ω =
u1 · tg(α)

H

Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïî α, îäíàêî ïðè ìàëûõ óãëàõ α
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå tg(α) ≈ α, è ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé

ω ≈ u1 · α
H
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Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ D = {(vi, δi, ωi)}Ni=1, ãäå
êàæäîå íàáëþäåíèå ñîîòâåòñòâóåò èçìåðåííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòè, óãëó ðóëÿ è
óãëîâîé ñêîðîñòè.

Òàáëèöà 4.3: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå

i u1i (ì/ñ) αi (ðàä) ωi (ðàä/ñ)
1 1.0 0.1 0.252
2 1.5 0.1 0.378
3 1.0 0.2 0.498
4 2.0 0.1 0.504
5 1.5 0.2 0.745

Òðåáóåòñÿ îöåíèòü ïàðàìåòð H, èñïîëüçóÿ ìîäåëü

ωi = θ · (u1iαi) + εi,

ãäå θ = 1/H, à εi � îøèáêà èçìåðåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé ðåãðåññèè áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

y = Xθ + ε,

ãäå
� y = [ω1, ω2, . . . , ωN ]

⊤ � âåêòîð íàáëþäåíèé óãëîâîé ñêîðîñòè,
� X = [v1δ1, v2δ2, . . . , vNδN ]

⊤ � âåêòîð ïðèçíàêîâ,
� θ � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé îöåíêå.
Îöåíêó ïàðàìåòðà θ ïðîâåäåì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

θ̂ =
X⊤y

X⊤X

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ θ̂, îöåíêà áàçû øàññè íàõîäèòñÿ êàê:

Ĥ =
1

θ̂

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé âû÷èñëèì

X = [0.1, 0.15, 0.2, 0.2, 0.3]⊤, y = [0.252, 0.378, 0.498, 0.504, 0.745]⊤
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X⊤y = 0.5058, X⊤X = 0.2025

θ̂ =
0.5058

0.2025
≈ 0.476, Ĥ =

1

0.476
≈ 2.10 ì

X⊤y = 0.1 · 0.252 + 0.15 · 0.378 + 0.2 · 0.498 + 0.2 · 0.504 + 0.3 · 0.745
= 0.0252 + 0.0567 + 0.0996 + 0.1008 + 0.2235 = 0.5058

X⊤X = 0.12 + 0.152 + 0.22 + 0.22 + 0.32

= 0.01 + 0.0225 + 0.04 + 0.04 + 0.09 = 0.2025

Òîãäà:

θ̂ =
0.5058

0.2025
≈ 2.49(7), Ĥ =

1

0.2.49(7)
≈ 0.4004 ì

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà áàçû øàññè ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.4 ìåòðà.
Íà ðèñ. 4.9 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè ω îò ïðèçíàêà u1α. Òî÷-

êàìè îáîçíà÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, à ïðÿìûìè � ðåçóëüòàò ëèíåéíîé
ðåãðåññèè ñ íóëåâûì ñäâèãîì: ω = θ̂ · (u1α).
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Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ: ω = 2.5 · (u1α)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
Ìîäåëü: ω = 2.5 · (u1α)

Ðèñ. 4.9: Ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé ðåãðåññèè
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Íà ðèñ. 4.10 ïîêàçàíû îñòàòêè ìîäåëè � ðàçíèöà ìåæäó íàáëþäàåìûìè çíà-
÷åíèÿìè óãëîâîé ñêîðîñòè ωi è çíà÷åíèÿìè, ïðåäñêàçàííûìè ìîäåëüþ ω̂i =
θ̂ · (u1iαi).

Àíàëèç îñòàòêîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü êà÷åñòâî ïîäãîíêè è âûÿâèòü âîçìîæíûå
ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè.
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Îñòàòêè ìîäåëè: εi = ωi − ω̂i

Îñòàòêè εi
Íóëåâàÿ ëèíèÿ

Ðèñ. 4.10: Äèàãðàììà îñòàòêîâ ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà áàçû øàññè Ĥ ≈ 0.4004 ì áëèçêà ê ðåàëüíîìó çíà÷åíèþ
(H = 0.4 ì). Îñòàòêè ìîäåëè (ðèñ. 4.10) èìåþò ìàëóþ àìïëèòóäó (â ïðåäåëàõ
±0.005 ðàä/ñ), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î õîðîøåì êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè â äèàïà-
çîíå ìàëûõ óãëîâ. Îäíàêî çàìåòíà ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà â òî÷êå 4 (u1 = 2.0,
α = 0.1), ãäå ïðåäñêàçàííîå çíà÷åíèå íåñêîëüêî íèæå íàáëþäàåìîãî, ÷òî óêàçû-
âàåò íà íåëèíåéíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè ïîâûøåííîé ñêîðîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé, íî ìîùíûé
èíñòðóìåíò äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè è ïîñòðîåíèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ � ìåòîä, èñïîëüçóþùèé èñêóñcòâåííûå íåéðîñåòè. Îñíîâà ìåòîäà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èñêóññòâåííàÿ
íåéðîííàÿ ñåòü, îáó÷àÿ êîòîðóþ ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ íåéðîííûõ ñåòåé

Èñêóññòâåííûé íåéðîí � ýòî âû÷èñëèòåëüíàÿ åäèíèöà, ïðèíèìàþùàÿ âõîäíîé
âåêòîð x = (x1, x2, ..., xn)

T ∈ Rn, âçâåøèâàþùàÿ åãî ñ ïîìîùüþ âåñîâ w =
(w1, w2, ..., wn)

T ∈ Rn, äîáàâëÿþùàÿ ñìåùåíèå b ∈ R è ïðèìåíÿþùàÿ ôóíêöèþ
àêòèâàöèè f : R→ R.

Ðèñ. 4.11: Ñõåìàòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íåéðîíà

Âïåðâûå êîíöåïöèÿ èñêóññòâåííîãî íåéðîíà áûëà ïðåäëîæåíà â 1943 ãîäó Ó.
ÌàêÊàëëîêîì è Ó. Ïèòòñîì [254].

Ïåðâûé èñêóññòâåííûé íåéðîí èñïîëüçîâàë ñòóïåí÷àòóþ àêòèâàöèîííóþ ôóíê-
öèþ åäèíè÷íîãî ñêà÷êà � ôóíêöèþ Õåâèñàéäà.

Âûõîä íåéðîíà y = f (
∑n

i=1wixi + b) = f(wTx + b). Íåéðîííàÿ ñåòü ñîñòîèò
èç ñëî¼â: âõîäíîãî, îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñêðûòûõ è âûõîäíîãî.

Ðèñ. 4.12: Ñõåìàòè÷íîå ðàñïîëîæåíèå ñëîåâ íåéðîíà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

� N � êîëè÷åñòâî ñëîåâ,

� l[n] � ÷èñëî íåéðîíîâ íà ñëîå n,
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� a[n] ∈ Rl[n]
� àêòèâàöèè ñëîÿ n,

� z[n] ∈ Rl[n]
� ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âõîäîâ,

� W [n] ∈ Rl[n]×l[n−1]
� ìàòðèöà âåñîâ,

� b[n] ∈ Rl[n]
� âåêòîð ñìåùåíèé,

� f [n] � ôóíêöèÿ àêòèâàöèè.

Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé [255] êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò äâà ýòà-
ïà � ïðÿìîå ðàñïðîñòðàíåíèå (forward propagation) è îáðàòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå
îøèáêè (back propagation). Ýòè ïðîöåññû ïîçâîëÿþò ìîäåëè äåëàòü ïðåäñêàçà-
íèÿ è çàòåì óëó÷øàòü èõ çà ñ÷¼ò êîððåêòèðîâêè âåñîâ íà îñíîâå îøèáêè.

Ïðÿìîå ðàñïðîñòðàíåíèå � ýòî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ íåé-
ðîííîé ñåòè íà îñíîâå âõîäíûõ äàííûõ è òåêóùèõ çíà÷åíèé âåñîâ. Ïóñòü íà âõîä
ñåòè ïîäà¼òñÿ âåêòîð a[0] = x. Äàííûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ñëîè ñåòè ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

1. Íà êàæäîì ñëîå n âû÷èñëÿåòñÿ âçâåøåííàÿ ñóììà

z(n) = W(n)a(n−1) + b(n),

ãäå a(n−1) � âûõîä ïðåäûäóùåãî ñëîÿ (èëè âõîä äëÿ ïåðâîãî ñëîÿ).

2. Ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ àêòèâàöèè

a(n) = f [n](z(n)),

ãäå f [n] � íàïðèìåð, ReLU, Sigmoid èëè Tanh.

3. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî âûõîäíîãî ñëîÿ.

Öåëüþ ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òàêîãî ïðåäñêàçàíèÿ
ŷ = a[n](x;W,b), ÷òîáû çàòåì ñðàâíèòü åãî ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì y è âû÷èñ-
ëèòü ôóíêöèþ ïîòåðü

L(ŷ,y).
Îáðàòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå � ýòî àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè

ïîòåðü ïî îòíîøåíèþ êî âñåì âåñàì ñåòè ñ èñïîëüçîâàíèåì öåïíîãî ïðàâèëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîñëå ïðîöåäóðû ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âû÷èñëåíî çíà÷å-
íèå ôóíêöèè ïîòåðü L. Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîòåðü ïî
âåñàì

∂L
∂W(n)

,
∂L
∂b(n)
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äëÿ êàæäîãî ñëîÿ n, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî è äâèãàÿñü ê ïåðâîìó (îòñþäà � ¾îá-
ðàòíîå¿ ðàñïðîñòðàíåíèå).

Âû÷èñëÿåì îøèáêè íà âûõîäå

dz[N ] =
∂L
∂z[N ]

.

Äëÿ n = N,N − 1, ..., 1 âû÷èñëÿåì

dW [n] = dz[n](a[n−1])T ,

db[n] = dz[n],

dz[n−1] = (W [n])Tdz[n] ⊙ f ′[n−1](z[n−1]),

ãäå ⊙ � ïîýëåìåíòíîå óìíîæåíèå (Hadamard product).
Ãðàäèåíòû íàêàïëèâàþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

W [n] := W [n] − η · dW [n], b[n] := b[n] − η · db[n],

ãäå η > 0 � ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ (learning rate).
Öåëüþ îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè ïîòåðü,

ïîñòåïåííî êîððåêòèðóÿ âåñà ñåòè â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì ãðàäèåíòó
(ãðàäèåíòíûé ñïóñê).

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäèí íåéðîí:
� âõîä: x = 2;
� âåñ: w = 1;
� ïðåäñêàçàíèå: ŷ = w · x = 2;
� èñòèííîå çíà÷åíèå: y = 4;
� ôóíêöèÿ ïîòåðü: L = (ŷ − y)2 = (2− 4)2 = 4;
� àêòèâàöèÿ: ReLu.
Âû÷èñëèì ãðàäèåíò ïî âåñó

∂L
∂w

= 2(ŷ − y) · x = 2(2− 4) · 2 = −8

Îáíîâèì âåñ (ïðè η = 0.1):

wnew = w − η · (−8) = 1 + 0.1 · 8 = 1.8
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Òåïåðü ïðåäñêàçàíèå áóäåò áëèæå ê ïðàâèëüíîìó çíà÷åíèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîå ðàñïðîñòðàíåíèå íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåä-

ñêàçàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ îøèáêè, à îáðàòíîå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü
ãðàäèåíòû è îáíîâèòü âåñà, ÷òîáû óìåíüøèòü îøèáêó. Âìåñòå ýòè äâà ïðîöåññà
ëåæàò â îñíîâå îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé è ïîçâîëÿþò èì àäàïòèðîâàòüñÿ ê
äàííûì, ìèíèìèçèðóÿ îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ.

Ïðèìåð èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà

Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Çàäàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëå-
íèÿ

ẋ = f(x, u) (4.11)

ãäå x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, x ∈ Rn, u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ, u ∈ U ⊆ Rm, U �
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿþùåå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå.

Çàäàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

x(0) = x0. (4.12)

Çàäàíî òåðìèíàëüíîå ñîñòîÿíèå

x(tf ) = xtf . (4.13)

ãäå tf � âðåìÿ äîñòèæåíèÿ òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, íå çàäàíî, íî îãðàíè÷åíî,
tf ≤ t+.

Çàäàí êðèòåðèé êà÷åñòâà

J =

∫ tf

0

dt = tf → min
u∈U

. (4.14)

Â çàäà÷å íåîáõîäèìî íàéòè óïðàâëåíèå, êàê ôóíêöèþ âðåìåíè,

u = g(t) ∈ U, (4.15)

òàêóþ, ÷òîáû ñèñòåìà
ẋ = f(x, g(t)). (4.16)

èìåëà ÷àñòíîå ðåøåíèå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (4.12), êîòîðîå ïîïàäàåò â òåð-
ìèíàëüíîå ñîñòîÿíèå (4.13) ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì êðèòåðèÿ êà÷åñòâà (4.14).

Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (4.11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èñêóññòâåííóþ íåéðîííóþ
ñåòü, íà âõîä êîòîðîé ïîäàþòñÿ òåêóùèé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ è âåêòîð óïðàâëå-
íèÿ (x, u), à íà âûõîäå èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè ïîëó÷àåì âåêòîð ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ẋ.
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Ïðîãíîçèðóþùàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà g(φ(t,q),q)
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íà íåéðîñåòåâîé ìîäåëüíîé ñòðóêòóðå, èìåþùåé ñëå-
äóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

gi(φ(t,q),q) = ŷi(t|q) = ŷi(t|w,W ) = Fi

(
nh∑
j=1

Wijfj

(
nφ∑
j=1

wjlφl + wj0

)
+Wi0

)
,

(4.17)
ãäå fj(x) = tanh(x) � àêòèâàöèîííàÿ ôóíêöèÿ íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ; Fi(x) =
ax, a = const � àêòèâàöèîííàÿ ôóíêöèÿ íåéðîíîâ âûõîäíîãî ñëîÿ; nφ � ðàç-
ìåðíîñòü ðåãðåññèîííîãî âåêòîðà (÷èñëî âõîäîâ ÈÍÑ); nh � ÷èñëî íåéðîíîâ â
ñêðûòîì ñëîå; q � âåêòîð íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ íåéðîííîé ñåòè, âêëþ÷à-
þùèé âåñîâûå êîýôôèöèåíòû è íåéðîííûå ñìåùåíèÿ (wjl,Wij).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âûðàæåíèÿ (4.17) îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ q ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íà ìíîæåñòâî
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (4.10). Òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ïðîãíîçèðîâàíèÿ

σL(q, Z
L) =

1

2L

L∑
k=1

(y(k)− ŷ(k|q)2 . (4.18)

Òàêèì îáðàçîì, èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (4.10) ñîñòîèò â íàõîæ-
äåíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ q, ìèíèìèçèðóþùèõ êðèòåðèé (4.18)

q̂ = argminqσL(q, Z
L).

Ìû èùåì óïðàâëÿþùèé âåêòîð â âèäå

u =

{
h(x∗ − x), if ∥x− y∗∥ > r,

h(x∗ − x, y∗ − x), èíà÷å,
(4.19)

ãäå x∗ � ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé öåíòðàëüíîé ëèíèè, y∗ � ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé
öåíòðà îãðàíè÷åíèÿ, r � çàäàííûé ïàðàìåòð.

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè ââåäåì
â ðàññìîòðåíèÿ âåêòîð âõîäíûõ ñèãíàëîâ

vT = [x
...u]T (4.20)

Ïðåäñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè òèïà ïðÿ-
ìîãî ïåðöåïòðîíà, èìåþùåãî N ñëîåâ

f(x, u) = zN (4.21)
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ãäå
zj = αj ◦ yj (4.22)

yj = Ajzj−1 + bj, (4.23)

αj ◦ yj =

 αj(y
j
1)

. . .
αj(y

j
nj
)

 (4.24)

Aj � ìàòðèöà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ íà ñëîå j, bj � âåêòîð ñìåùåíèÿ íà ñëîå j,
dim(Aj) = nj × nj−1, dim(bj) = nj, αj � ôóíêöèÿ àêòèâàöèè íà ñëîå j, j = 1, N .

z0 =

(
x(t)
u(t)

)
(4.25)

n0 = n+m, nN = n.
Äëÿ îáó÷åíèÿ èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè íåîáõîäèìî äëÿ ðåàëüíîãî îáú-

åêòà ïðîâåñòè K èñïûòàíèé äëÿ K ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ è îïðåäåëèòü ñîñòîÿ-
íèÿ îáúåêòà â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè ti, i = 1,Mk, k = 1, K. Ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé âåêòîðà óïðàâëåíèÿ è âåêòîðà ñîñòîÿíèé â îïðåäåëåííûå äèñêðåòíûå
ìîìåíòû âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îáó÷àþùåé âûáîðêîé

S = {(u(ti), x̃(ti) : i = 1,M1), . . . , (u(ti), x̃(ti) : i = 1,MK)} (4.26)

Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäîáðàòü êîëè÷åñòâî ñëîåâ N â èñêóñ-
ñòâåííîé íåéðîííîé ñåòè, âûáðàòü ôóíêöèè àêòèâàöèè (4.24) íà êàæäîì ñëîå,
îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ íà âíóòðåííèõ ñëîÿõ nj è íàéòè òàêèå âåñîâûå
êîýôôèöèåíòû ìàòðèö è âåêòîðîâ ñìåùåíèÿ íà êàæäîì ñëîå, ÷òîáû ìèíèìèçè-
ðîâàòü îøèáêó îòíîñèòåëüíî îáó÷àþùåé âûáîðêè

F =
K∑
k=1

MK∑
i=1

||x(ti)− x̃(ti)|| → min . (4.27)

Äàëåå äëÿ ïîëó÷åííîé èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (4.11) � (4.25). Ïîëó÷åííîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðî-
âåðÿåòñÿ íà îáúåêòå, íà êîòîðîì áûëà ïîëó÷åíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (4.26).

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðîâîäèëñÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì â êà÷åñòâå ðåàëüíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ
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áûëà èñïîëüçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (3.11) ïðè b = 2:

ẋ1 =
(u1 + u2)

2
cos(x3),

ẋ2 =
(u1 + u2)

2
sin(x3),

ẋ3 =
(u1 − u2)

2
,

(4.28)

ãäå óïðàâëåíèå èìåëî îãðàíè÷åíèå −10 ≤ ui ≤ 10, i = 1, 2.
Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà èìåëà 5090526 ýëåìåíòîâ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè áûëà âû-

áðàíà äâóõñëîéíàÿ èñêóññòâåííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü ñ îäíèì ñêðûòûì ñëîåì èç 50
íåéðîíîâ. Äëÿ îáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëàñü áèáëèîòåêà TensorFlow. Â êà÷åñòâå àë-
ãîðèòìà îáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì ADAM, çàäàííàÿ òî÷íîñòü îáó÷åíèÿ
0,01, ÷èñëî ýïîõ 10000. Â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (4.27) ñî-
ñòàâèëî âåëè÷èíó 0,003918. Îáó÷åíèå âûïîëíÿëîñü íà êîìïüþòåðå Intel Core i7
2,8 GHz.

Äëÿ ïîëó÷åííîé ìîäåëè ðåøàëàñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôà-
çîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Çàäàííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 = [10 10 0]T . Òåð-
ìèíàëüíîå ñîñòîÿíèå xtf = [0 0 0]T . Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âêëþ÷àë òî÷íîñòü
äîñòèæåíèÿ òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé è øòðàôû çà íàðóøåíèå ôàçîâûõ îãðàíè-
÷åíèé

J1 = tf + p1||xtf − x(tf )||+ p2

4∑
i=1

∫ tf

0

ϑ(φi(x(t)))dt→ min
u∈U

, (4.29)

ãäå

tf =

{
t, åñëè t < t+ è ||xtf − x(tf )|| ≤ ε,

t+, èíà÷å.
(4.30)

t+ = 2, 2, ε = 0, 001, p1 = p2 = 3, ϑ(a) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà:

ϑ(a) =

{
0, a < 0,

1, a ≥ 0.
(4.31)

φi(x(t)) = ri −
√
(x1(t)− x1,i)2 + (x2(t)− x2,i)2 (4.32)

i = 1, 4, ri = 1, 5, r2 = 3, r3 = 3, r4 = 1, 5, x1,1 = 2, 5, x2,1 = 2, 5, x1,2 = 2, x2,2 = 8,
x1,3 = 8, x2,3 = 2, x1,4 = 7, 5, x2,4 = 7, 5.
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Óïðàâëåíèå èñêàëîñü â ôîðìå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè âðåìåíè.

ui =


10, åñëè ũi > 10,

−10, åñëè ũi < −10,
ũi, èíà÷å.

(4.33)

ãäå

ũi = (qk+1 − qk)
t− (j − 1)∆t

∆t
+ qk, (4.34)

k = j + (i − 1)2, i = 1, 2, (j − 1)∆t ≤ t ≤ j∆t, j = 1, K, K � ÷èñëî âðåìåííûõ
èíòåðâàëîâ, ∆t = 0, 22,

K =

⌊
t+

∆t

⌋
=

⌊
2, 2

0, 22

⌋
= 10. (4.35)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëÿëèñü íà ãðàíèöå èíòåðâà-
ëîâ, òî äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ ui, i = 1, 2 íåîáõîäèìî áûëî íàéòè K + 1 = 11
ïàðàìåòðîâ. Èòîãî ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç 22 ïàðà-
ìåòðîâ, q = [q1 . . . q22]

T . Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿëèñü ðàçëè÷íûå ýâî-
ëþöèîííûå àëãîðèòìû [108]. Áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè [116] ïî-
êàçàëî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, è
ãðàäèåíòíûå è êâàçè-íüþòîíîâñêèå ìåòîäû óñòóïàþò ïî ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà
ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìàì.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íàèëó÷øåå ðåøåíèå ïîëó÷èë ñëå-
äóþùèé àëãîðèòì, íàçâàííûé â [110] àëãîðèòìîì ¾ðîÿ - ÷àñòèö¿ (ñì. òàêæå
[108, 116, 148]).

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû ïðîèçâîäèì ïîèñê ðåøåíèÿ ũ(·) íà ìíî-
æåñòâå ïàðàìåòðîâ q ïî äîïîëíèòåëüíîìó ôóíêöèîíàëó â âèäå îïðåäåëåíèÿ òåð-
ìèíàëüíûõ óñëîâèé.

Â ðåàëüíîñòè îñíîâíîé çàäà÷åé ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ïðè-
áëèæåíèå âûõîäà îáúåêòà ê æåëàåìîìó çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó óñòàâêîé. Òà-
êèì îáðàçîì, áîëåå åñòåñòâåííî âûãëÿäèò êðèòåðèé òèïà

J(q) =
N∑
k=1

(∥x(tk)− r(t)∥)x(0)=x0,k → min, (4.36)

ãäå r(t) � óñòàâêà, òðàåêòîðèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ñèíòåçà ìîæåò áûòü â âèäå ñïëàé-
íà äëÿ äèñêðåòíîãî íàáîðà òî÷åê êîëè÷åñòâîì N , q � âåêòîð èäåíòèôèöèðóå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ñòîèìîñòè, q = [q1, q2, q3, q4]

T � âû÷èñëåííûå äëÿ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ũ(·), ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì PSO, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå
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ïðîöåäóðû
qik+1 = qik + vik+1,

vik+1 = wkv
i
k + c1r1

(
pik − qik

)
+ c2r2

(
pgk − q

i
k

)
,

ãäå qik � âåëè÷èíà ïàðàìåòðà, k � òåêóùàÿ èòåðàöèÿ, v
i
k � âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå

âåêòîðà ñêîðîñòè êàæäîãî ïàðàìåòðà, wk � ïîñòîÿííûé âåñ, c1, c2 � ïàðàìåòðû
óñêîðåíèÿ, r1, r2 � ñëó÷àéíûå ÷èñëà îò 0 äî 1, pik � ëó÷øàÿ íàéäåííàÿ òî÷êà
âàðèàíòà ïàðàìåòðà, pgk � ëó÷øàÿ íàéäåííàÿ òî÷êà âñåõ âàðèàíòîâ ïàðàìåòðà.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà v, ïàðàìåòð ïåðåìåùàåòñÿ â òî÷êó
qik+1. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îáíîâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ëó÷øèõ òî÷åê äëÿ êàæäîãî
ïàðàìåòðà è äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ â öåëîì. Ïîñëå ýòîãî öèêë ïîâòîðÿåòñÿ. Òàê
êàê pik, p

g
k íàõîäÿòñÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ (4.36) (äâèæåíèå ÁÒÑ ïî òðàåêòîðèè), òî

àëãîðèòì òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ ðåñóðñîâ è çàïóñêàåòñÿ äåñÿòêè òûñÿ÷ èòåðàöèé
íà ñèìóëÿòîðå.

Äëÿ ñóæåíèÿ îáëàñòè ïîèñêà èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï áàçèñíîãî ðåøåíèÿ. Ñî-
ãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó [125] ìû îïðåäåëÿåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,
êîòîðûå íàçûâàåì áàçèñíûì. Òîãäà ïîèñê ðåøåíèÿ ñîñðåäîòà÷èâàåì â îêðåñò-
íîñòè áàçèñíîãî ðåøåíèÿ. Åñëè áàçèñíîå ðåøåíèå âûáðàíî óäà÷íî, òî âðåìÿ ïî-
èñêà ðåøåíèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü. Â ëþáîì ñëó÷àåì áàçèñíîå ðåøå-
íèå ìîæíî âñåãäà çàìåíèòü õîðîøèì ðåøåíèåì, íàéäåííûì â ïðîöåññå ïîèñêà.
Ïðèíöèï ïîèñêà ðåøåíèÿ íà îñíîâå áàçèñíîãî óäîáåí ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, ãäå ñòðóêòóðó óïðàâëåíèÿ ìîæåò çàäàòü èíæåíåð,
ðóêîâîäñòâóÿñü çäðàâûì ñìûñëîì è îïûòîì.

Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñëåäóþùèé:

q̃ = [11.7384 10.7888 11.7560 9.8858 6.5680 11.9419 11.9860 11.0948 . . . , 0]T . (4.37)

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà äëÿ äàííîé çàäà÷è ñîñòàâèëî âåëè÷èíó J1 = 1, 771.
Ïîñêîëüêó îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëà áûëî âðåìÿ äîñòèæåíèÿ òåð-
ìèíàëüíîãî óñëîâèÿ, à ïðåäåëüíîå âðåìÿ t+ = 2, 2, òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îáúåêò óïðàâëåíèÿ äîñòèãàåò òî÷íî òåðìèíàëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ áåç íàðóøåíèÿ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿëàñü ïðîâåðêà ïîëó÷åííîãî îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ (4.37). Äëÿ ýòîé öåëè êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ ïîäñòàâëÿëàñü
áåç èçìåíåíèé â ìîäåëü (4.28). Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè ðàñõîæäå-
íèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè íå áîëåå 7%, ïðè ýòîì ðàñõîæäåíèå óâåëè÷èâàëîñü ñî
âðåìåíåì, êàê è äëÿ ðåàëüíîé ðàçîìêíóòîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.
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4.5 Ìåòîä ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ñèíòåçà ôóíêöèîíàëà äëÿ íàõîæäåíèÿ êâàçè-
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Ìåòîä ñîñòîèò èç òðåõ
øàãîâ: ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèè, âûáîð êâàçèîïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè è îáó÷åíèå
íåéðîííîé ñåòè.

Èäåíòèôèêàöèÿ ðîáîòà è ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèè � ýòî äâà êëþ÷åâûõ àñïåêòà
â óïðàâëåíèè ðîáîòàìè, îñîáåííî â êîíòåêñòå ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ èëè ìàíèïóëÿ-
òîðîâ. Îíè òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê òî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè
è ïàðàìåòðàõ ðîáîòà (èäåíòèôèêàöèÿ) íàïðÿìóþ âëèÿåò íà êà÷åñòâî ïëàíèðî-
âàíèÿ è âûïîëíåíèÿ òðàåêòîðèé.

Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèè � ýòî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ æåëàåìîé òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ ðîáîòà (êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè, óñêîðåíèÿ) âî âðåìåíè, ñ ó÷¼òîì îãðàíè-
÷åíèé ñèñòåìû: ôèçè÷åñêèõ (îãðàíè÷åíèÿ ïî ñêîðîñòè, óñêîðåíèþ), ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ (ïðåïÿòñòâèÿ, ïóòè) è äèíàìè÷åñêèõ.

Ê çàäà÷àì ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé îòíîñÿòñÿ: ïîñòðîåíèå ïëàâíîé òðàåêòîðèè
îò òî÷êè A äî òî÷êè B, ó÷¼ò îãðàíè÷åíèé ïðèâîäîâ è äèíàìèêè, îáåñïå÷åíèå
ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè èëè ýíåðãîïîòðåáëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè îò òî÷êè A
äî òî÷êè B.

Åñëè ìîäåëü íåòî÷íà (íàïðèìåð, íåèçâåñòíû ðåàëüíûå ìàññû èëè òðåíèå),
òî ñãåíåðèðîâàííàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü íåôèçè÷íîé, ò.å ðîáîò íå ñìîæåò
å¼ âîñïðîèçâåñòè, èëè ïðèâåñòè ê áîëüøèì îøèáêàì ñëåæåíèÿ ïðè óïðàâëå-
íèè, èëè âûçâàòü ïåðåãðóçêó ïðèâîäîâ èëè ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè, è ò.ä. Ïîýòîìó
èäåíòèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ãåíåðàöèè òðàåêòîðèè.

Òàêæå îïòèìèçàöèÿ òðàåêòîðèè çàâèñèò îò äèíàìèêè. Ïðè îïòèìàëüíîì
óïðàâëåíèè (íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåé-
ñòâèÿ èëè ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè) ó÷èòûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà. Ýòè
óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò ïàðàìåòðû, êîòîðûå äîëæíû áûòü òî÷íî èçâåñòíû. Òî÷íàÿ
ìîäåëü ïîìîãàåò èõ îïðåäåëèòü.

Óïðàâëåíèå ïî îáðàòíîé ñâÿçè òðåáóåò ñîîòâåòñòâèÿ ìîäåëè è ðåàëüíîãî
îáúåêòà. Åñëè ìîäåëü, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ãåíåðàöèè òðàåêòîðèè, îòëè÷àåòñÿ îò
ðåàëüíîãî ðîáîòà, êîíòðîëëåð ìîæåò äàâàòü áîëüøèå îøèáêè. Òî÷íàÿ ìîäåëü
óìåíüøàåò ýòè ðàñõîæäåíèÿ.

Â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ âûïîëíÿåòñÿ îíëàéí (àäàïòèâ-
íàÿ ñèñòåìà), ÷òîáû äèíàìè÷åñêè êîððåêòèðîâàòü ïàðàìåòðû ìîäåëè è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, òðàåêòîðèþ. Ýòî âàæíî, íàïðèìåð, åñëè ðîáîò ìåíÿåò íàãðóçêó (áåð¼ò
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ãðóç).
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óïðàâëåíèå äâóõêîë¼ñíûì áàëàíñèðóþùèì ðîáîòîì

(ñèãâåé). Áåç òî÷íîé èäåíòèôèêàöèè ìàññû è ìîìåíòà èíåðöèè êîðïóñà íåâîç-
ìîæíî ïðàâèëüíî ðàññ÷èòàòü óïðàâëÿþùèå ñèãíàëû äëÿ ïîääåðæàíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ. Ïðè ãåíåðàöèè òðàåêòîðèè ïîâîðîòà èëè ðàçãîíà íåîáõîäèìî çíàòü, êàê
áûñòðî êîë¼ñà ñìîãóò ðàçîãíàòüñÿ, êàê ïîâëèÿåò èíåðöèÿ êîíñòðóêöèè � âñ¼ ýòî
òðåáóåò òî÷íîé ìîäåëè. Åñëè ìîäåëü íåòî÷íà, òðàåêòîðèÿ áóäåò ¾íåðåàëèçóå-
ìîé¿, è ðîáîò ëèáî îïðîêèíåòñÿ, ëèáî íå ñìîæåò âûïîëíèòü çàäàííûé ìàíåâð.

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó èäåíòèôèêàöèåé ðîáîòà è ãåíåðàöèåé òðàåêòî-
ðèè ìîæíî âûðàçèòü òàê: èäåíòèôèêàöèÿ îáåñïå÷èâàåò òî÷íóþ ìîäåëü ðîáîòà,
à ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèè ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè. ×åì òî÷íåå ìîäåëü,
òåì áîëåå ýôôåêòèâíîé è ðåàëèçóåìîé áóäåò òðàåêòîðèÿ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ñèíòåçà ôóãêöèîíàëà.
Îí ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ: ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèé è îïðåäåëåíèå ôóíêöèè
âûáîðà.

Ðàññìîòðèì êàæäûé øàã ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îòäåëüíî (ðàçäåëû 4.5.1 è
4.5.2). À òàêæå ïðèâåäåì àëãîðèòì (ðàçäåë 4.5.3) è ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû ýêñ-
ïåðèìåíòîâ íà ðåàëüíîì ðîáîòå â ðåàëüíîé ñðåäå (ðàçäåë 4.5.4).

4.5.1 Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèé

Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèé � ýòî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè äâèæå-
íèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ê öåëåâîìó, ñ ó÷¼òîì îãðà-
íè÷åíèé íà äèíàìèêó, óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ è îêðóæàþùóþ ñðåäó. Ýòà çà-
äà÷à ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ, ðîáîòîòåõíèêå, óïðàâëåíèè
áåñïèëîòíûìè ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè è äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Íàïîìíèì îñíîâíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü
� x(t) ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû;
� u(t) ∈ Rm � âåêòîð óïðàâëåíèé;
� f : Rn × Rm → Rn � íåëèíåéíàÿ ìîäåëü äèíàìèêè

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

� φ(x(t), u(t)) ≤ 0 � ñòàòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ;
� η(x(t)) ≤ 0 � äèíàìè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ;
� J(x(·), u(·)) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ.
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Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîé ïàðû (x(·), u(·)), ÷òîáû

J(x(·), u(·))→ min
u(·)

ïðè óñëîâèÿõ: ẋ(t) = f(x(t), u(t)), ∀t ∈ [0, T ]

x(0) = x0, x(T ) = xT

g(x(t), u(t)) ≤ 0, h(x(t)) ≤ 0

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé, ïðèâåäåì íàèáîëåå
èñïîëüçóåìûå. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ
è âûâîäû î âûáîðå ìåòîäà äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

� Ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûé ðåãóëÿòîð (Linear Quadratic Regulator, LQR). Äëÿ
ëèíåéíîé ìîäåëè ẋ = Ax+Bu è êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà:

J =

∫ T

0

xTQx+ uTRudt

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò âèä:

u(t) = −Kx(t)

ãäå K � âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.

� Ìîäåëü ïðîãíîñòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ (MPC) ðåøàåò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè
íà êàæäîì øàãå âðåìåíè t íà ãîðèçîíòå T :

min
ut:t+T

T−1∑
k=0

g(xt+k, ut+k) + gT (xt+T )

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà x è u.

� Ìîäåëü ïðîãíîñòè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (MPPI). Ýòîò àëãî-
ðèòì áûë ðàçðàáîòàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Àëãîðèòì MPPI áåðåò ñõåìó ìåòîäîâ MPC.
Îñíîâíîå îòëè÷èå îò MPC çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè. Íà êàæäîì âðåìåí-
íîì øàãå MPPI ñîçäàåò íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïîñëåäîâàòèåëüíîñòåé ïóòåì
ñåìïëèðîâàíèÿ èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè λ.

ut =
K∑
k=1

w(k)u
(k)
t , w(k) ∝ exp

(
−1

λ
S(k)

)
,
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ãäå S(k) � ñòîèìîñòü òðàåêòîðèè k, ó÷èòûâàþùàÿ öåëåâîé ôóíêöèîíàë è
øòðàôû çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé.

Ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåò íàáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé, èñïîëüçóÿ çà-
äàííóþ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ îöåíèâàåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîé ôóíêöèè îöåíêè êà÷åñòâà, è íà îñíîâå ïî-
ëó÷åííûõ çíà÷åíèé ñòðîèòñÿ èòîãîâîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå. Òàêèì
îáðàçîì, àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàõîäèòü óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì è èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíûå ôóíêöèè îöåíêè êà÷åñòâà.

� Àëãîðèòì áûñòðîðàñòóùåãî ñëó÷àéíîãî äåðåâà (RRT) ñîâìåñòíî ñ ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîðîì. Àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî ïîèñêà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, íå
èñïîëüçóþùèé ÿâíîé ìîäåëè äèíàìèêè. RRT ñòðîèò äåðåâî âîçìîæíûõ
ñîñòîÿíèé, ñëó÷àéíî âûáèðàÿ òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé è äîáàâëÿÿ
èõ ê äåðåâó, åñëè îíè äîïóñòèìû. Àëãîðèòì ïðîäîëæàåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ
öåëåâîé îáëàñòè.

Íà ãðàôèêå íèæå ïîêàçàíà ïðèìåðíàÿ òðàåêòîðèÿ, ñãåíåðèðîâàííàÿ ìåòîäîì
MPPI.
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Öåëü

Ðèñ. 4.13: Ïðèìåð òðàåêòîðèè, ñèíòåçèðîâàííîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà MPPI

Íà ðèñ. 4.14 ïðèâåäåíû òðè òðàåêòîðèè, ïîñòðîåííûå ìåòîäàìè MPC, MPPI,
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RRT. Êðèòåðèÿìè ñðàâíåíèÿ áûëè: äëèíà ïóòè � ÷åì êîðî÷å, òåì ëó÷øå, ãëàä-
êîñòü � îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ẍ(t), âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü � âðåìÿ
è ïàìÿòü, îáðàáîòêà îãðàíè÷åíèé � êàê ìåòîä ñïðàâëÿåòñÿ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè.
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Ðèñ. 4.14: Ñðàâíåíèå òðàåêòîðèé, ïîñòðîåííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè

Íà ðèñ. 4.15 ïðåäñòàâëåíà îøèáêà e(t) äëÿ êàæäîãî ìåòîäà.
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Ðèñ. 4.15: Îøèáêà îòêëîíåíèÿ îò ýòàëîííîé òðàåêòîðèè

Â òàáëèöå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå îñíîâíûõ ñâîéñòâ ìåòîäîâ ãåíåðàöèè òðàåê-
òîðèé.

Òàáëèöà 4.4: Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ñèíòåçà òðàåêòîðèé

Êðèòåðèé MPC MPPI RRT + ÏÈÄ
Ñêîðîñòü ðàáîòû Ñðåäíÿÿ Íèçêàÿ Âûñîêàÿ
Òî÷íîñòü Âûñîêàÿ Âûñîêàÿ Ñðåäíÿÿ
Òðåáîâàíèÿ ê ìîäåëè Âûñîêèå Ñðåäíèå Íèçêèå
Îáðàáîòêà íåîïðåäåëåííîñòåé Îãðàíè÷åííàÿ Õîðîøàÿ Îòñóòñòâóåò
Ó÷åò îãðàíè÷åíèé Äà Äà ×àñòè÷íî

Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà òðàåêòîðèé ïîçâîëÿåò âûáðàòü íàèáî-
ëåå ïîäõîäÿùèé àëãîðèòì â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è. Ïî äàííûì òàáëèöû âèäíî,
÷òî MPC îáåñïå÷èâàåò ãëàäêèå òðàåêòîðèè è òî÷íîå ñëåäîâàíèå îãðàíè÷åíè-
ÿì, MPPI ðàáîòàåò ýôôåêòèâíî â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè, à RRT õîðîøî
ïîäõîäèò äëÿ ïîèñêà äîïóñòèìîãî ïóòè â ñëîæíûõ ñðåäàõ.

Ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì ñ øàññè Àêåðìàííà ðàçíûìè ìå-
òîäàìè

Â ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ïîèñêà óïðàâëåíèÿ äëÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ
øàññè ãåîìåòðèè Àêêåðìàíà ÷åòûðüìÿ ìåòîäàìè: MPC, MPPI, RRT è ìåòîäîì
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñî øòðàôàìè.
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Äëÿ äàííîé çàäà÷è ìåòîä MPC ðåøàåò çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íà êàæäîì øàãå
t íà ãîðèçîíòå T

min
ut:t+T

J̃(xt:t+T , ut:t+T )

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

xt+k+1 = f(xt+k, ut+k), ∀k = 0, ..., T − 1

xt = xcurrent, φi(xt+k, yt+k) ≤ 0, ηj(xt+k, yt+k, xp, yp) ≤ 0

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñî øòðàôàìè áûëî ïàðàìåòðè-
çîâàíî óïðàâëåíèå êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u1:T è ìèíèìèçèðîâàí ôóíêöèîíàë

min
u1:T

J̃(x1:T , u1:T )

ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Øòðàôíûå ôóíêöèè îáåñïå÷èëè âûïîë-
íåíèå îãðàíè÷åíèé â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè.

Â òàáëèöå 4.5 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå òåñòèðîâàííûõ ìåòîäîâ ïî ñëåäóþùèì ïà-
ðàìåòðàì: òî÷íîñòü, îáðàáîòêà íåîïðåäåëåííîñòåé, ó÷åò îãðàíè÷åíèé, ñêîðîñòü
ðàáîòû, îïòèìàëüíîñòü.

Òàáëèöà 4.5: Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì ñ øàññè Àêåðìàííà

Êðèòåðèé MPC MPPI RRT Ãðàä. ñïóñê + ÏÈÄ
Òî÷íîñòü Âûñîêàÿ Âûñîêàÿ Ñðåäíÿÿ Ñðåäíÿÿ
Îáð. íåîïðåä. Îãðàíè÷åííàÿ Îòëè÷íàÿ Íåò Íåò
Ó÷åò îãð. Äà Äà ×àñòè÷íî Äà
Ñêîðîñòü Ñðåäíÿÿ Íèçêàÿ Âûñîêàÿ Âûñîêàÿ
Îïòèì-òü Ëîêàëüíàÿ Ñòîõàñòè÷åñêàÿ Íå ãàðàíòèðîâàíà Ëîêàëüíàÿ

Íà ðèñ. 4.16 ïðèâåäåíû ãðàôèêè òðàåêòîðèé, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè
äëÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ãåîìåòðèåé øàññè Àêêåðìàíà.

Íà ðèñ. 4.17 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ëèíåéíîé ñêîðîñòè u1(t), ïîëó-
÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè äëÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ãåîìåòðèåé øàññè
Àêêåðìàíà.
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Ðèñ. 4.16: Ïðèìåðû òðàåêòîðèé, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè
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Ðèñ. 4.17: Ñðàâíåíèå ëèíåéíîé ñêîðîñòè u1(t) äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ

Íà ðèñ. 4.18 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ óãëà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ u2(t),
ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè äëÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ãåîìåòðèåé
øàññè Àêêåðìàíà.
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Ðèñ. 4.18: Èçìåíåíèå óãëà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ u2(t)

Íà ðèñ. 4.19 ïðèâåäåíû ãðàôèêè îøèáêè îòêëîíåíèÿ îò öåëåâîé òî÷êè, ïî-
ëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè äëÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ãåîìåòðèåé
øàññè Àêêåðìàíà.
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Ðèñ. 4.19: Îøèáêà îòêëîíåíèÿ îò öåëåâîé òî÷êè äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ

Â òàáëèöå 4.6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé u1 è u2.
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Òàáëèöà 4.6: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ ïî ìåòîäàì

Ìåòîä Ñðåäíåå u1 Ñðåäíåå u2
MPC 0.65 0.05
MPPI 0.68 0.03
RRT + ÏÈÄ 0.60 0.08
Ãðàäèåíòíûé ñïóñê + ÏÈÄ 0.70 0.04

Â òàáëèöå 4.7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâëåíèÿ ìåòîäîâ ïî âû÷èñëèòåëüíûì
õàðàêòåðèñòèêàì: âðåìÿ ðàáîòû, ÷èñëî èòåðàöèé, ñðåäíÿÿ îøèáêà.

Òàáëèöà 4.7: Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ïî âû÷èñëèòåëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì

Ìåòîä Âðåìÿ (ñ) ×èñëî èòåðàöèé Ñðåäíÿÿ îøèáêà ē
MPC 3.2 15 0.12
MPPI 7.5 50 0.10
RRT + ÏÈÄ 1.8 200 0.45
Ãðàäèåíòíûé ñïóñê + ÏÈÄ 2.1 100 0.15

Íà îñíîâå áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíà-
ëèç âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ÷åòûðåõ ìåòîäîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî-
êàçûâàþò, ÷òî

1. ó ìåòîäà MPC íàáëþäàëàñü
� âûñîêàÿ ñòîèìîñòü îäíîé èòåðàöèè (ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè);
� íèçêîå ÷èñëî èòåðàöèé;
� ïîäõîäèò äëÿ ñèñòåì ñ æ¼ñòêèìè òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íîñòè;
2. ó ìåòîäà MPPI �
� ìíîãîêðàòíîå ìîäåëèðîâàíèå àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé;
� âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà;
� îòëè÷íî ðàáîòàåò â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè;
3. ó ìåòîäà RRT �
� áûñòðûé ñòàðò è íèçêàÿ ñòîèìîñòü èòåðàöèè;
� òðåáóåò ìíîãî èòåðàöèé äëÿ ñõîäèìîñòè;
� íå ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòè;
4. ó ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
� íèçêàÿ ñòîèìîñòü èòåðàöèè;
� òðåáóåò õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ;
� ìîæåò çàñòðÿòü â ëîêàëüíûõ ìèíèìóìàõ.
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Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî â ðàáîòå àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû
î ÷åòûðåõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì ñ øàññè
Àêåðìàííà:

1. ìåòîä MPC îáåñïå÷èâàåò ñàìóþ ãëàäêóþ òðàåêòîðèþ è áûñòðîå ñíèæåíèå
îøèáêè, ëó÷øèé âûáîð ïðè âûñîêèõ òðåáîâàíèÿõ ê òî÷íîñòè è äîïóñòèìûõ
âðåìåííûõ çàòðàòàõ,

2. ìåòîä MPPI ïîäõîäèò äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñðåä è ñëîæíûõ äèíàìèê â óñëî-
âèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè,

3. ìåòîä RRT+ÏÈÄ ìåäëåííåå ñõîäèòñÿ ê öåëè, ò.ê. òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ
ìåòîäîâ äëÿ ïåðåñ÷åòà òðàåêòîðèé è èìååò áîëüøåå çíà÷åíèå îøèáêè, îí
ýôôåêòèâåí äëÿ ïîèñêà äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè â ñëîæíûõ ñðåäàõ,

4. ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà+ÏÈÄ áûñòðûé, íî ìåíåå íàäåæíûé â óñëîâèÿõ
íåîïðåäåë¼ííîñòè è ÷óâñòâèòåëåí ê íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ.

Âûáîð ìåòîäà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è: òî÷íîñòè, ñêîðîñòè, íàëè÷èÿ
íåîïðåäåëåííîñòåé è ñëîæíîñòè ñðåäû. Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñ ìåòîäîì MPPI.

Îáçîð MPPI

Â äàííîì ðàçäåëå ðàçáåðåì áîëåå ïîäðîáíî ìîäåëü ïðîãíîñòè÷åñêîãî èíòåãðàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ (MPPI), òàê êàê èìåííî ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â èññëåäîâà-
íèÿõ, ÷èñëåííûõ è íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ â äàííîé ðàáîòå.

Ìåòîä MPPI � ýòî ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èñ-
ïîëüçóþùèé èäåè èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì è ïîäõîä ìîäåëüíîãî ïðåäèêòèâ-
íîãî óïðàâëåíèÿ (MPC). Îí ýôôåêòèâåí äëÿ ñèñòåì ñ íåëèíåéíîé äèíàìèêîé è
âûñîêîé ðàçìåðíîñòüþ ñîñòîÿíèÿ, òàêèõ êàê àâòîíîìíûå ðîáîòû, ëåòàòåëüíûå
àïïàðàòû è áèïåäû. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî MPPI ãåíå-
ðèðóåò àíñàìáëü âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé óïðàâëåíèÿ íà ãîðèçîíòå T , âû÷èñëÿåò
èõ ñòîèìîñòü è íà îñíîâå ýòèõ ñòîèìîñòåé âîçâðàùàåò óñðåäí¼ííîå óïðàâëÿþùåå
âîçäåéñòâèå, âçâåøåííîå ýêñïîíåíòîé îòðèöàòåëüíîé ñòîèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, áîëåå "äåø¼âûå"òðàåêòîðèè ïîëó÷àþò áîëüøèé âåñ ïðè ôîð-
ìèðîâàíèè ôèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ìåòîä MPPI [176, 186�196] îñíîâàí íà îïòèìèçàöèè ôóíêöèè çàòðàò, êîòî-
ðàÿ îïðåäåëÿåò, ãäå äîëæíî äâèãàòüñÿ òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî. Ïîýòîìó ìåòîä
äîëæåí êîäèðîâàòü òåêóùåå è áóäóùåå ïîëîæåíèå äîðîãè, ïðåïÿòñòâèé, ïåøå-
õîäîâ è äðóãèõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ. Ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè â íàøåì àëãîðèòìå
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ïîëó÷àåò ñòîèìîñòü ïîâåðõíîñòè èç êàðòû çàòðàò. Ýòà ñòîèìîñòü ñàìàÿ íèçêàÿ
â öåíòðå òðàññû è âûøå îò öåíòðà. È çàòåì êàðòà çàòðàò ìîæåò áûòü íåïîñðåä-
ñòâåííî ââåäåíà â àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Óïðàâëåíèå
ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàáîòàåò ïóòåì ÷åðåäîâàíèÿ îïòèìèçàöèè è âûïîë-
íåíèÿ: ñíà÷àëà îïòèìèçèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèÿ ñ ðàçîìêíóòûì
êîíòóðîì (ãåíåðèðóþòñÿ òûñÿ÷è òðàåêòîðèé, ïîñëå ÷åãî èõ ñòîèìîñòü ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ íà îñíîâå ôóíêöèîíàëà, êîíêðåòíûé òèï è ïàðàìåòðû êîòîðîãî çàâèñÿò
îò âûáîðà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè), çàòåì ïåðâûé êîíòðîëü â ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ òðàíñïîðòíûì ñðåäñòâîì, à çàòåì ïîñòóïàåò îáðàòíàÿ
ñâÿçü î ñîñòîÿíèè è âåñü ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ. Ïàðàìåòðû îïåðàòîðà çàòðàò â
àëãîðèòìå MPPI íàñòðàèâàþòñÿ âðó÷íóþ, è ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ [13].

Ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé áëîê-ñõåìå

Èíèöèàëèçàöèÿ
Ãåíåðàöèÿ

òðàåêòîðèé

Ïðîãíîç

äèíàìèêè

Âû÷èñëåíèå

ñòîèìîñòè
Âçâåøèâàíèå

Îáíîâëåíèå

óïðàâëåíèÿ

Ðèñ. 4.20: Áëîê-ñõåìà ðàáîòû àëãîðèòìà MPPI (Model Predictive Path Integral
control)

Îáîçíà÷èì
� xt ∈ Rn � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t;
� ut ∈ Rm � óïðàâëåíèå;
� f : Rn × Rm → Rn � ôóíêöèÿ ïåðåõîäà

xt+1 = f(xt, ut);

� gt(xt, ut) � ìãíîâåííàÿ ñòîèìîñòü;
� gT (xT ) � òåðìèíàëüíàÿ ñòîèìîñòü;
� ξt:t+T−1 = {ξt, ..., ξt+T−1} � øóìîâûå âîçìóùåíèÿ;
� K � êîëè÷åñòâî òðàåêòîðèé â àíñàìáëå;
� λ > 0 � ïàðàìåòð òåìïåðàòóðû.

Àëãîðèòì MPPI
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Øàã 1. Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèé
Äëÿ êàæäîé èç K òðàåêòîðèé

u(k)τ = ūτ + δ(k)τ , δ(k)τ ∼ N (0,Σ), ∀τ ∈ [t, t+ T − 1].

Øàã 2. Ïðîãíîçèðîâàíèå òðàåêòîðèé
Èíòåãðèðóåì ìîäåëü äèíàìèêè

x
(k)
τ+1 = f(x(k)τ , u(k)τ )

îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ xt äî ãîðèçîíòà T .
Øàã 3. Âû÷èñëåíèå ñòîèìîñòè òðàåêòîðèé
Ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü äëÿ òðàåêòîðèè k

S(k) =
t+T−1∑
τ=t

gτ (x
(k)
τ , u(k)τ ) + gT (x

(k)
t+T )

Øàã 4. Âçâåøèâàíèå òðàåêòîðèé
Âû÷èñëÿåì âåñà

w(k) =
exp

(
− 1

λ
S(k)

)∑K
j=1 exp

(
− 1

λ
S(j)
)

Øàã 5. Îáíîâëåíèå óïðàâëåíèÿ
Îáíîâëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèÿ

ūτ =
K∑
k=1

w(k)u(k)τ , ∀τ = t, ..., t+ T − 1.

Âîçâðàùàåì ūt êàê òåêóùåå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.
Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ïñåâäîêîäà, íàïèñàííîãî íà ÿçûêå Python, äëÿ ðåà-

ëèçàöèè ìåòîäà MPPI.

def mppi_step(state, dynamics, cost, K=100, T=20):

costs = []

controls = []

for k in range(K):

noise = np.random.normal(0, sigma, size=(T, m))

control_seq = mean_control + noise

state_seq = rollout(dynamics, state, control_seq)



Ãåíåðàöèÿ òðàåêòîðèé 223

total_cost = compute_total_cost(cost, state_seq, control_seq)

costs.append(total_cost)

controls.append(control_seq)

weights = softmax(-np.array(costs) / lambda_)

new_mean = weighted_average(controls, weights)

return new_mean[0] # ïðèìåíÿåì ïåðâîå äåéñòâèå

Íà ðèñóíêå 4.21 ïðèâåäåíî íåñêîëüêî òðàåêòîðèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé
è èõ îòíîñèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü.

x1

x2

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5

Òðàåêòîðèè óïðàâëåíèÿ

Ðèñ. 4.21: Íåñêîëüêî âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ãðàôèê 4.22 èëëþñòðèðóåò, êàê âåñà ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó K = 10 òðàåê-
òîðèÿìè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ.

Ïåðåéäåì ê ôîðìàëèçàöèè ìåòîäà äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáî-
òîì. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ïî òðàåê-
òîðèè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Çàäàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâ-
ëåíèÿ

ẋt+1 = f(xt, vt), (4.38)

ãäå xt � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà, vt � ôàêòè÷åñêèé âåêòîð óïðàâëåíèÿ, xt ∈ IRn,
vt ∼ N(ut,Σ), ut ∈ U ⊆ IRm, U � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, m ≤ n,
N(ut,Σ) � Ãàóññîâ øóì ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ut.
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Ðèñ. 4.22: Ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ ïî òðàåêòîðèÿì ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ λ

Óïðàâëåíèå äîëæíî ïðîéòè ÷åðåç êîíòðîëëåð íèæíåãî óðîâíÿ ñî ñòîõàñòè-
÷åñêîé äîáàâêîé â âèäå Ãàóññîâà øóìà, â ðåçóëüòàòå ôàêòè÷åñêèé âåêòîð óïðàâ-
ëåíèÿ îïðåäåëèì êàê V = (v0, v1, . . . , vT−1) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âõîäîâ ÷åðåç
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî øàãîâ T . Íàñ èíòåðåñóåò âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî óïðàâëåíèÿ
U = (u0, u1, . . . , uT−1), êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ ñòîèìîñòè

J(U) = E

[
q1(xT ) +

T−1∑
t=0

[
q2(xt) + λuTt Σ

−1ut
]]
, (4.39)

ãäå q1(·) � òåðìèíàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñîñòîÿíèÿ, à q2(·) � ìãíîâåííàÿ ñòîèìîñòü
ñîñòîÿíèÿ, S(V m) = q1(x

m
T ) +

∑T−1
t=0 q2(x

t
m) � ÷àñòü ñòîèìîñòè, çàâèñÿùàÿ îò ñî-

ñòîÿíèÿ.
Àëãîðèòì MPPI íà÷èíàåòñÿ ñ èíèöèàëèçàöèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x0. Âû-

÷èñëåíèå óïðàâëåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ó÷åòà óïðàâëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
ïðåäûäóùåé èòåðàöèè Uk−1, ñèìóëÿöèè (òûñÿ÷è) òðàåêòîðèè ïàðàëëåëüíî, êàæ-
äàÿ ñ ðàçëè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ óïðàâëåíèÿ V m, ãäå m � ðåàëèçàöèÿ ñëó-
÷àéíîé òðàåêòîðèè. Çàòðàòû íà óïðàâëåíèå ñîáèðàþòñÿ äëÿ êàæäîãî ðàçâåðòû-
âàíèÿ è ñîïîñòàâëåíû ñ âåñàìè òðàåêòîðèè:

ω(V m) = exp

(
−1

λ

(
S(V m)−

T−1∑
t=0

uTt,k−1Σ
−1vmt − ρ

))
, (4.40)

ãäå ρ óñòàíàâëèâàåòñÿ â ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå çàòðàò ñðåäè âñåõ âûáðàííûõ
òðàåêòîðèé, ïðåäíàçíà÷åí äëÿ àðèôìåòè÷åñêîãî íåäîïóùåíèÿ. Êâàçèîïòèìàëü-
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íîå óïðàâëåíèå íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

ut,k = ut,k−1 +
1∑M

m=1 ω(V
m)

M∑
m=1

[ω(V m)ξm] , (4.41)

ãäå ξm ∼ N(0,Σ) � Ãàóññîâ øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì, M � ÷èñëî ðåàëèçàöèé
òðàåêòîðèé, q � âåêòîð èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ñòîèìîñòè, q =
[q1, q2, q3, q4]

T .

Ìåòîäû ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ
ñåòåé

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò
íåéðîííûå ñåòè è àðõèòåêòóðû ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ.

Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê íåéðîñåòåâîé ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé. Ñðåäè
íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ

� Ðåêóððåíòíûå íåéðîííûå ñåòè (RNN, LSTM, GRU) Òðàåêòîðèè, êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè êîîðäèíàò, óäîáíî ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ RNN è èõ
ìîäèôèêàöèé (LSTM, GRU), êîòîðûå õîðîøî çàõâàòûâàþò âðåìåííûå çà-
âèñèìîñòè è ïîçâîëÿþò ïðåäñêàçûâàòü áóäóùèå òî÷êè íà îñíîâå èñòîðèè
äâèæåíèÿ [256]. Ïîäõîäû ñ äâóíàïðàâëåííûìè RNN (Bidirectional RNN) è
ìåõàíèçìàìè âíèìàíèÿ (attention) óëó÷øàþò êà÷åñòâî çà ñ÷¼ò àíàëèçà êàê
ïðîøëîãî, òàê è áóäóùåãî êîíòåêñòà [256].

� Ãåíåðàòèâíûå ìîäåëè (GAN, CNN) Äëÿ ñèíòåòè÷åñêîé ãåíåðàöèè òðàåêòî-
ðèé ïðèìåíÿþòñÿ ãåíåðàòèâíî-ñîñòÿçàòåëüíûå ñåòè (GAN). Íîâûå èññëå-
äîâàíèÿ ïðåäëàãàþò ïðåîáðàçîâûâàòü òðàåêòîðèè â ôîðìàò, ïðèãîäíûé
äëÿ îáðàáîòêè ñâåðòî÷íûìè íåéðîñåòÿìè (CNN), ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü äîñòèæåíèÿ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ äëÿ ãåíåðàöèè ðåàëèñòè÷íûõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïàòòåðíîâ òðàåêòîðèé [257].

� Ìóëüòèìîäàëüíûå è ìíîãîàãåíòíûå ìåòîäû Ñîâðåìåííûå àðõèòåêòóðû,
òàêèå êàê ADAPT, ïîçâîëÿþò îäíîâðåìåííî ïðåäñêàçûâàòü òðàåêòîðèè
äëÿ âñåõ àãåíòîâ â ñöåíå, ó÷èòûâàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè è èñïîëü-
çóÿ äèíàìè÷åñêîå îáó÷åíèå âåñîâ. Òàêîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ òî÷-
íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ïðåäñêàçàíèé â çàäà÷àõ àâòîíîìíîãî òðàíñïîðòà
[258, 259].
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� Èíòåãðàöèÿ ñ ïëàíèðîâùèêàìè ìàðøðóòîâ Â ïðàêòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ àâòî-
íîìíîãî âîæäåíèÿ íåéðîñåòè èñïîëüçóþò íå òîëüêî ñåíñîðíûå äàííûå, íî
è çàðàíåå ñãåíåðèðîâàííûå ìàðøðóòû (òðàåêòîðèè), ïîñòðîåííûå ñ ïîìî-
ùüþ ãëîáàëüíûõ ïëàíèðîâùèêîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü èíôðàñòðóêòó-
ðó è îãðàíè÷åíèÿ äîðîæíîé ñåòè [260]. Â äàííîì ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ
èìåííî òàêèå ñïîñîáû ãåíåðàöèè òðàåêòîðèé.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèí-
òåçà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì îáúåêòà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè
èñïîëüçóåì ãåíåðàòîð òðàåêòîðèé.

Äëÿ ãåíåðàòîðà òðàåêòîðèé çàäàäèì âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç íà÷àëüíîãî è êî-
íå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êðèâèçíû, à òàêæå ñêîðîñòè: xl =
[x, y, ψ, k, ν]T , xF = [x, y, ψ, k, ν]T , ÷òî ïðèâîäèò ê ïÿòèìåðíîé òàáëèöå ïîèñêà
âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ. Ðàçðåøåíèå è ðàçìåðíîñòü ñîõðàíåííîé òàáëèöû ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé õðàíåíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè ðîáîòà è, ñëåäîâàòåëüíî,
çàâèñèò îò ïëàòôîðìû.

Ãëîáàëüíûé ïëàíèðîâùèê ñîçäàåò ïðåäïî÷òèòåëüíûé ïóòü äëÿ ðîáîòà èëè
ïîëå çàòðàò, èëè ôóíêöèÿ íàâèãàöèè , êîäèðîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ
äî öåëè îò êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ. Êàê ïðàâèëî, óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ
ïðèìåíÿåòñÿ ê êîìïåíñèðîâàíèþ ðàñõîæäåíèé ðîáîòà ñ ìîäåëüþ äâèæåíèÿ, íî
â öåëîì îíî íå ìîæåò êîìïåíñèðîâàòü íåîñóùåñòâèìûå òðàåêòîðèè. Ïðèìåíÿÿ
ìåòîä, êîòîðûé èíòåãðèðóåò áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà íà
ñòàäèè òðàåêòîðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ, ìû ìîæåì óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îøèáîê,
êîòîðûå êîíòðîëëåð îáðàòíîé ñâÿçè äîëæåí êîìïåíñèðîâàòü, èìåÿ áîëåå òî÷íûé
êðèòåðèé ñòîèìîñòè êàíäèäàòà äëÿ òðàåêòîðèè íà âðåìÿ åãî äåéñòâèÿ.

Ïðèìåð ãåíåðàöèè ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.23.
Ïîýòîìó âàæíî, ñîçäàòü ôóíêöèþ âûáîðà, êîòîðàÿ ïðàâèëüíî ñ÷èòàåò íåêî-

òîðóþ ñìåñü ðèñêà ñòîëêíîâåíèÿ, ïîòðåáëåíèå ýíåðãèè, çàäåðæêó íàêëîíà (âðå-
ìÿ, ïðîâåäåííîå íà ñêëîíàõ) ãëîáàëüíîãî ïëàíèðîâùèêà, ãëàäêîñòè òðàåêòîðèè,
è äðóãèå ¾èçäåðæêè¿, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ òðàåêòîðèåé.

4.5.2 Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè âûáîðà

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàí íîâûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè âûáîðà. Ñóùåñòâó-
þò ðàçíûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè:

� ðó÷íîé;

� àíàëèòè÷åñêèé;
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Ðèñ. 4.23: Ïðèìåð ãåíåðàöèè ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé.
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� ÷åðåç îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì;

� ñ ïîìîùüþ ñåòåâîãî îïåðåòîðà.

Â ïðîâåäåííûõ â äèññåðòàöîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèÿõ ïðèìåíÿëèñü òðè èç
ïåðåñ÷èñëåííûõ âàðèàíòà: ðó÷íîé, àíàëèòè÷åñêèé è ñ ïîìîùüþ ñåòåâîãî îïå-
ðàòîðà. Ïðè ðó÷íîì âûáîðå óïðàâëíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðó÷íîì ðåæèìå äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íàáîðà äàííûõ.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà àíàëèòè÷åñêîì ìåòîäå.
Íà ïåðâîì ýòàïå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ñòðîèòñÿ ïåð-

âîå ïðèáëèæåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè Ω(x) ñ ó÷åòîì çàäàííûõ êîíå÷íîãî è
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèé è ñòàòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Ýòîò ïóòü íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé íàâèãàöèè η(x). Äëÿ ìîäåëè îáúåêòà íà áîðòó ðåøàåòñÿ íåñêîëüêî êðàåâûõ
çàäà÷ ïî çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó è âûáèðàþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ,
íå ñîâïàäàþùèå ñ èñõîäíîé çàäà÷åé èç óñëîâèé âû÷èñëèòåëüíîé âîçìîæíîñòè
àâòîíîìíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Æåëàòåëüíî óñòàíîâèòü íà÷àëüíûå ïðåäïîëîæå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ áëèçêî ê ôàêòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, òåì ìåíüøå èòå-
ðàöèé àëãîðèòìà íåîáõîäèìû äëÿ ñòðàõîâàíèÿ îò ïîïàäàíèÿ â íåâåðíûé ìèíè-
ìóì. Èñòîðè÷åñêè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé áûëè íàéäåíû ðó÷íîé íàñòðîéêîé
ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé äàííûõ èç íåñêîëüêèõ èçìåðåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
ïðîáëåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [261].
Âñå ñãåíåðèðîâàííûå òðàåêòîðèè ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà è âû-
áîðà. Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïîäáèðàòü òðàåêòîðèè ïî èñõîäíîìó ôóíêöèîíàëó
íåöåëåñîîáðàçíî, ïîñêîëüêó êîíå÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê òóïèêàì.

Íà âòîðîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäñêàçàíèå äâèæåíèÿ (÷èñëåííîå èíòåãðè-
ðîâàíèå, ÷òîáû ïðåäñêàçàòü äâèæåíèå).

Äëÿ ýòîãî ìû ñ÷èòàåì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ðàâíûì ìàêñèìàëüíîìó çíà-
÷åíèþ ôóíêöèè ñóììû âñåõ øòðàôîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè äîñòèæåíèè êîíå÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ,

F (Zk)→ max, Zk =
K∑
i=1

Ri(x, u, y),

ãäå y - âåêòîð ïàðàìåòðîâ, íå âõîäÿùèõ â âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, íî âëèÿþùèõ íà
âûáîð ó÷àñòêà òðàåêòîðèè, íàïðèìåð, îòêëîíåíèå îò íàâèãàöèîííîé ôóíêöèè,
ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèå âûñîòû òðàåêòîðèè, äîïóñòèìûå ñêîðî-
ñòè, ðàññòîÿíèÿ äî ïðåïÿòñòâèé è ò.ä. Â èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû,
îïèñàííûå â [262], [263], â íèõ îñóùåñòâëÿëñÿ âûáîð òðàåêòîðèé èç ìíîæåñòâà
ïîëó÷åííûõ òðàåêòîðèé, â äàííîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ îäíà îáùàÿ òðàåêòîðèÿ.
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Íîâèçíà òàêîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ àäàïòèâíûé
ôóíêöèîíàë, ò.å. ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé âíåøíåé ñðåäû îí ìåíÿåò ïàðàìåòðû
âûáîðà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íàõîæäåíèå ôóíêöèè âûáîðà ñ ïîìîùüþ ñåòåâîãî îïåðà-
òîðà [96, 125, 227�229]. Â ýòîì ìåòîäå îïðåäåëÿëàñü ñòðóêòóðà ôóíêöèîíàëà.

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí êîäèðóåò ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå
â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, ãðàô îïèñûâàåò ñîñòàâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
ñ îäíèì èëè äâóìÿ àðãóìåíòàìè. Â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ãðàô õðàíèòñÿ â âèäå
öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íîìåðà ôóíêöèé èç áà-
çîâîãî íàáîðà. Â ïðîöåññå ïîèñêà ñíà÷àëà êîäèðóåòñÿ îñíîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
âûðàæåíèå, çàòåì ïîèñê âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèò-
ìà ïî íàáîðó âàðèàíòîâ îñíîâíîãî ðåøåíèÿ. Êðèòåðèåì ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà
íàéäåííîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïî êðèòåðèþ íà÷àëüíîé îïòèìèçàöèè (3).
Â ðåçóëüòàòå âûáîð îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîâìåñòíî ñ ñèí-
òåçîì êðèòåðèÿ âûáîðà äëÿ êîíêðåòíûõ òðàåêòîðèé.

Ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ ìåòîäîì ñåòåâîãî îïåðàòîðà

Íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ

y = a sin
(
e−(x+b) sin(ax)

)
(4.42)

â ôîðìå ñåòåâîãî îïåðàòîðà ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îñíîâíûå íàáîðû ôóíê-
öèé

F0 = (x1, a, b) ,

F1 = (f1,1(z) = z, f1,2(z) = −z,

f1,3(z) = ez, f1,4(z) = sin z),

F2 = (f2,1(z1, z2) = z1 + z2, f2,2(z1, z2) = z1z2) ,

ãäå èíäåêñ i â èìåíè íàáîðà Fi ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè.
Íà ðèñ. 4.24 ïîêàçàí ãðàô îïåðàòîðà ñåòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ

(4.42).
Â êîìïüþòåðå ãðàô ñåòåâîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâëåí â âèäå öåëî÷èñëåííîé
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Ðèñ. 4.24: Ãðàô îïåðàòîðà ñåòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ (4.42)

ìàòðèöû

Ψ =



0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0 4 0
0 0 0 0 1 2 3 0
0 0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 0 0 4
0 0 0 0 0 0 0 2


Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà íàõîäèì ôóíêöèþ âûáîðà, îáåñïå÷è-

âàþùóþ ìèíèìóì îòêëîíåíèÿ îò ãëîáàëüíîé òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äîëæåí
äâèãàòüñÿ ìîáèëüíûé ðîáîò, èçáåãàÿ ñòîëêíîâåíèÿ è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ âåêòî-
ðà ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ [262].

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íàâèãàöèè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â ñâåðòêå ñ òðàåêòîðèåé,
òî ëó÷øàÿ òðàåêòîðèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèåé âûáîðà äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé ñîåäèíÿåò ïàðó ñîñòîÿíèé, èçáåãàÿ ïðåïÿòñòâèé:

CN = [c0, c1, . . . , cn]
T ,

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïðåäïîëàãàåò ðó÷íóþ íàñòðîéêó îïåðà-
òîðîâ âûáîðà, à ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìàøèí-
íîãî îáó÷åíèÿ, ÷òîáû îáó÷èòü ïðàâèëüíîìó îòîáðàæåíèþ äåéñòâèé è îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû íà ôóíêöèþ âûáîðà.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â îáó÷åíèè íåéðîííîé ñåòè ãåíåðèðîâàòü
ýëåìåíòû óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäâàðèòåëüíî ñãåíåðèðîâàííûõ òðàåê-
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òîðèé, íàïðèìåð, äëÿ îáúåçäà ïðåïÿòñòâèé, äëÿ äâèæåíèÿ ïî çàäàííîé òðàåê-
òîðèè è ò.ä. Äëÿ ýòîãî âõîäíûå äàííûå íåéðîííîé ñåòè îò êàìåð è ëàçåðíûõ
äàëüíîìåðîâ îáúåäèíÿþòñÿ ñ âûõîäíûìè äàííûìè ôóíêöèè âûáîðà, ðèñ. 1.

Êîíòðîëèðóåìîå îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè îñíîâàíî íà äàííûõ ñ êàìåð è ëà-
çåðíûõ äàëüíîìåðîâ è óïðàâëåíèè îáû÷íûì êîíòðîëëåðîì ïî çàäàííîé òðàåêòî-
ðèè. Ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó çàäàííûìè òðàåêòîðèÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè âûáîðà íà îñíîâå ïîñòóïàþùèõ äàííûõ îò äàò÷èêîâ âîñïðèÿòèÿ.

Íàèëó÷øàÿ òðàåêòîðèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè âûáîðà CN(q) äëÿ
êàæäîãî äîïóñòèìîãî ýëåìåíòà óïðàâëåíèÿ çà ïåðèîä [0, tf ], êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò
ïàðó ñîñòîÿíèé, íà÷àëüíîå x(0) è êîíå÷íîå xf , èçáåãàÿ ïðåïÿòñòâèé:

CN(q) = [c0(q), c1(q), . . . , cn(q)]
T,

ãäå q - âåêòîð íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.
Ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü

ñîâðåìåííûå ìîäåëè íåéðîííûõ ñåòåé äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷. Çàäà÷à óï-
ðàâëåíèÿ íåéðîííîé ñåòüþ ìîáèëüíîãî ðîáîòà òðåáóåò ìíîãîìîäàëüíûõ âõîäíûõ
äàííûõ. Íà âõîäíûå äàííûå ìîæíî ïîëó÷àòü äàííûå èç ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ,
îáðàáàòûâàÿ êàæäûé òèï äàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ òèïîâ íåéðîííûõ
ñëîåâ.

Îáó÷åíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ îáû÷-
íîãî êîíòðîëëåðà, êîòîðûé îòñëåæèâàåò ïåðåìåùåíèÿ ïðèìèòèâîâ (ôèêñèðî-
âàííûõ ìàíåâðîâ), íàçûâàåìûõ ïîðîæäàþùèìè ðåøåòêàìè, êîòîðûå ïðèâîäÿò
ê ðåãóëÿðíûì ãðàôàì. Òàêèå ïðèìèòèâû ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ äâóõòî÷å÷-
íîé êðàåâîé çàäà÷è. Ôóíêöèÿ âûáîðà äîëæíà âûáèðàòü òå ìàíåâðû, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò öåëåâîé ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ïî îòíîøåíèþ ê
çàäàííîìó ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà.

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïðåäïîëàãàþò ðó÷íóþ íàñòðîéêó îïå-
ðàòîðîâ âûáîðà, íî ìíîãîîáåùàþùèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòî-
äîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ îáó÷åíèÿ ïðàâèëüíîìó ñîïîñòàâëåíèþ äåéñòâèé è
îêðóæåíèÿ ñ ôóíêöèåé âûáîðà. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ïîäõîä, â êîòîðîì ïàðà-
ìåòðû ôóíêöèè âûáîðà îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì îïòèìèçàöèè ðîÿ ÷àñòèö (Particle
swarm optimization, PSO) [110, 112]. Èñïîëüçóÿ âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä, ìû íà-
õîäèì ôóíêöèþ âûáîðà, îáåñïå÷èâàþùóþ ìèíèìàëüíîå îòêëîíåíèå îò çàäàííîé
òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äîëæåí äâèãàòüñÿ ìîáèëüíûé ðîáîò, èçáåãàÿ ñòîëêíîâå-
íèÿ è äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ôèçè÷åñêèé äâèæîê Gazebo, ñ
ìîäåëüþ, îñíîâàííîé íà òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðåàëüíîãî ðîáîòà, â ñðå-
äå, îñíîâàííîé íà òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðåàëüíîãî òðåêà Ðîáîòîòåõíè÷å-
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ñêîãî öåíòðà ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ [264]. Íåéðîííàÿ ñåòü ïåðåîáó÷àåòñÿ íà ôèçè÷åñêîì
äâèæêå ìîäåëè ðîáîòà Gazebo. Ìû ïîëó÷àåì ñèíòåç ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Gazebo èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãåíåðàöèè ôóíêöèè âûáîðà.

4.5.3 Àëãîðèòì ñèíòåçà ôóíêöèîíàëà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ôóíêöèè âûáîðà è ñåòåâîãî îïåðàòîðà
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì.

Øàã 1. Îïðåäåëåíèå ìîäåëè áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà.
Ïðîâåñòè èäåíòèôèêàöèþ ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãðåññèîííûõ ìîäåëü-

íûõ ñòðóêòóð.
Øàã 2. Âûáîð òðàåêòîðèè.
Ñíåíåðèðîâàòü òðàåêòîðèþ ìåòîäîì MPPI. Âûáðàòü èíòåãðàëüíîå óïðàâëå-

íèå ïî ëó÷øåé òðàåêòîðèè.
Øàã 3. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè âûáîðà.
Ñ÷èòàåì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ðàâíûì ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè

ñóììû âñåõ øòðàôîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè äîñòèæåíèè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ,

F (Zk)→ max, Zk =
K∑
i=1

Ri(x, u, y),

ãäå y - âåêòîð ïàðàìåòðîâ, íå âõîäÿùèõ â âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, íî âëèÿþùèõ íà
âûáîð ó÷àñòêà òðàåêòîðèè, íàïðèìåð, îòêëîíåíèå îò íàâèãàöèîííîé ôóíêöèè,
ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå èçìåíåíèå âûñîòû òðàåêòîðèè, äîïóñòèìûå ñêîðî-
ñòè, ðàññòîÿíèÿ äî ïðåïÿòñòâèé è ò.ä.

Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ âûáîðà.

Â ðàçäåëå 4.5.4 ïðèâåäåí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà íà ðåàëüíîì ðî-
áîòå.

4.5.4 Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ãåíåðàöèè òðàåêòî-

ðèé

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ãå-
íåðàöèè ê ìîáèëüíîìó ðîáîòó (ðèñ. 4.1) ñ øàññè ãåîìåòðèè Àêêåðìàíà (4.1) â
Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ (ðèñ. 4.2).
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Áåñïèëîòíîå òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì àâòîìîáèëü-
íîãî øàññè ìàñøòàáà 1/10, âåñèò 1,5 êã è ñïîñîáåí ðàçâèâàòü ñêîðîñòü äî 10 ì/ñ,
òàêæå â ìîäåëè ðîáîòà èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

Ïàðàìåòð çíà÷åíèå
ðàäèóñ äåéñòâèÿ ðîáîòà [m] 1
ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü [m/s] 50.0 / 3.6
ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå [m/ss] 2.0
ìàêñèìàëüíàÿ êðèâèçíà [1/m] 1.0

ìàêñèìàëüíàÿ øèðèíà äîðîãè [m] 7.0

Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü ñ ïîìîùüþ êîìïëåêòà NVIDIA Jetson TX2. Èçìå-
ðåíèå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò äâèæåíèÿ ÁÒÑ ïðîâîäèëîñü â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì
öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ [264].

Ðåøåíèå ìåòîäîì ñèíòåçà ôóíêöèîíàëà ×òîáû èìèòèðóåìàÿ äèíàìèêà
íå îòëè÷àëàñü îò èñòèííîé äèíàìèêè òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà, áûëè ñìîäåëè-
ðîâàíû ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, ïîõîæèå íà ðåàëüíûå, è ñîçäàíà ðåïðåçåíòàòèâ-
íàÿ âûáîðêà äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñöåíû â
óïðàâëåíèå â ðåàëüíîì âðåìåíè, ðèñ. 4.25 ñëåâà. ×òîáû èçó÷èòü ôóíêöèþ ðå-
ãðåññèè ïî ïèêñåëÿì, òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà ñîòåí òûñÿ÷ êàäðîâ îáó÷àþùèõ äàííûõ,
ðèñ. 4.25 ñïðàâà. Êàäðû ñ âèäåîêàìåðû âìåñòå ñ óïðàâëåíèåì áûëè ñîõðàíåíû
â òîò ìîìåíò, êîãäà êîíòðîëëåð MPC ãåíåðèðîâàë óïðàâëåíèå äëÿ êîíå÷íîé
òî÷êè. Àðõèòåêòóðà CNN îãðàíè÷åíà ðàáîòîé â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè íà
NVIDIA Jetson TX2, àíàëîãè÷íàÿ ñåòü óñòàíîâëåíà è íà ñèìóëÿòîðå.
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Ðèñ. 4.25: Ïðîõîæäåíèå ÓÔ-èçëó÷åíèÿ ïî òðàåêòîðèè Ëèññàæó ñ äîáàâëåíèåì
øóìà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 0,7 ê âåêòîðó
ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîäåëèðóåìàÿ äèíàìèêà íå îòëè÷àëàñü îò èñòèííîé äèíàìè-
êè òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà íåîáõîäèìî òî÷íî âû÷èñëÿòü ñâîå ñîñòîÿíèå îòíî-
ñèòåëüíî çàòðàò íà ïóòè ê öåëè â ïðîãíîçèðóåìîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ïðîãíîçè-
ðóåìîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçåòñÿ ìîíîêóëÿðíîå çðåíèå è ãëóáîêàÿ ñâåðòî÷íàÿ
íåéðîííóþ ñåòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñöåíû â êàðòó çàòðàò â ðåàëüíîì âðåìåíè.
Ðàññìîòðåíî ñîçäàíèå ôóíêöèè äëÿ âûáîðà çàðàíåå îïðåäåëåííûõ ïóòåé, è ñåòü
îáó÷àåòñÿ ñ ó÷åòîì âûõîäíûõ äàííûõ ýòîé ôóíêöèè â ñåòè îáúåäèíåíèÿ, ñì.
ðèñ. 4.26.

Ðèñ. 4.26: Îáó÷åííàÿ ñåòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ãåíåðàöèè óïðàâëÿþùèõ êîìàíä

×òîáû èçó÷èòü ôóíêöèþ ðåãðåññèè ïî ïèêñåëÿì, ñïîñîáíóþ ïðîèçâîäèòü çà-
òðàòû íà ïðîõîæäåíèå äëÿ êàæäîãî ïèêñåëÿ, äàííûå îáó÷åíèÿ íóæíû ïîðÿäêà
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ñîòåí òûñÿ÷ êàäðîâ. Ìàðêèðîâêà âñåõ ýòèõ äàííûõ âðó÷íóþ òðóäîåìêèé, ìåä-
ëåííûé è ñêëîííûé ê îøèáêàì ïðîöåññ. Íåîáõîäèìû äàò÷èêè è êàìåðû, êîòî-
ðûå ìîãóò ñâÿçûâàòü êàæäîå èçîáðàæåíèå ñ ïîëíîé îöåíêîé ñîñòîÿíèÿ, âêëþ÷àÿ
îðèåíòàöèþ è ïîëîæåíèå â ñî÷åòàíèè ñ îáçîðíîé êàðòîé òðåêà, çàðåãèñòðèðî-
âàííîãî ïî êîîðäèíàòàì GPS, îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ñîòåí
òûñÿ÷ ìàðêèðîâàííûõ èçîáðàæåíèé áåç êàêîé-ëèáî ðó÷íîé ìàðêèðîâêè îòäåëü-
íûõ êàðòèíîê.

Íàèáîëåå ïðîñòîé ïîäõîä â ñîçäàíèè îáó÷àþùåé ìàðêèðîâàííîé âûáîðêè
ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè ðåàëüíîé ñöåíû ñ îäíîé êàìåðû ñ ïîìîùüþ áèáëèî-
òåêè OpenCV â ïëîòíóþ êàðòó çàòðàò. Ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ
ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäÿòñÿ êëþ÷åâûå òî÷êè, âûäåëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ
òðåêà ñ ïîìîùüþ óñòàíîâëåííîé íà ðîáîòå êàìåðû. Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî
ïðîèçâåñòè òðàíñôîðìàöèþ èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ãîìîãðàôèè ïî
÷åòûðåì èëè áîëåå òî÷êàì (ðèñ. 4.27). Íà òðåòüåì ýòàïå ïðîèñõîäèò êîäèðîâêà
èçîáðàæåíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ êîäèðóþòñÿ ÷èñëîì 255, à ïðåäïî÷òèòåëüíûé ïóòü
íóëåì. Ïèêñåëè îò 0 äî 255 èçìåíÿþòñÿ ïî ãðàäèåíòó. Ñãåíåðèðîâàííàÿ ìåòî-
äîì MPPI òðàåêòîðèÿ áóäåò ñòîèòü ìåíüøå, åñëè áóäåò óñëîâíî ïðîõîäèòü ïî
ïèêñåëÿì ñ ìåíüøèì ÷èñëîì. Òàêèì îáðàçîì, ðîáîò äâèæåòñÿ ïî áîëåå ñâåòëîìó
ó÷àñòêó ïóòè (ðèñ. 4.28).

Ðèñ. 4.27: Òðàíñôîðìàöèþ èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ãîìîãðàôèè ïî
÷åòûðåì èëè áîëåå òî÷êàì
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Ðèñ. 4.28: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà

Êðîìå òîãî, ïîäúåìû è ñïóñêè ìîãóò êîäèðîâàòüñÿ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì â
çàâèñèìîñòè îò êðóòèçíû.

Ñ ïîìîùüþ êàìåðû ÁÒÑ, êîòîðûé èñïîëüçîâàëcÿ â ýêñïåðèìåíòàõ, áûëè ñî-
õðàíåíû 15000 ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçîáðàæåíèé ðàçìåðîì 160x120 ïèêñåëåé. Ñ
ïîìîùüþ ïðîãðàììû ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå èçîáðà-
æåíèÿì êàðòû çàòðàò íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä òðàíñïîðòíûì ñðåäñòâîì (â êîîð-
äèíàòàõ òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà). Ýòî âêëþ÷àåò â ñåáÿ çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ
â óñëîâèÿõ îñâåùåíèÿ, îãðàíè÷åíèé è ïîçû ÁÒÑ íà òðåêå. Ïîñëå ÷åãî áûëà îáó-
÷åíà ñâåðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ ñåòü. Àðõèòåêòóðà CNN îãðàíè÷åíà äëÿ ðàáîòû â
ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè íà Nvidia Jetson TX2.

Ñåòü ïðèíèìàåò âõîäíûå èçîáðàæåíèÿ 160x120 è ïåðåäàåò èõ ÷åðåç íåñêîëü-
êî ôèëüòðîâ ñâåðòêè è 2 îáúåäèíåííûõ ñëîÿ, çà êîòîðûìè ñëåäóåò íàáîð èç 4
ðàñøèðåííûõ ôèëüòðîâ ñâåðòîê. Íàøè ñåòè èñïîëüçóþò ñâåðòî÷íûå áëîêè 3x3
ñ BatchNorm è ReLU. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ êàðòû çàòðàò
ñ ïîìîùüþ OpenCV, îáó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ñåòü ìîæåò òåðïåòü óäàëåíèå
íåáîëüøèõ îáëàñòåé òðåêà èç-çà çàñâå÷èâàíèÿ è âñå åùå ïðîèçâîäèòü êàðòû ñòî-
èìîñòè, ïðèãîäíûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ.

Â îòëè÷èå îò êîíòðîëèðóåìîãî îáó÷åíèÿ íà òðàññå â ðó÷íîì ðåæèìå (ðèñ.
4.29 ñëåâà), ãäå ãðàôèê óïðàâëåíèÿ íåéðîêîíòðîëëåðîì â òî÷íîñòè ïîâòîðÿ-
åò óïðàâëåíèå ÷åëîâåêà-îïåðàòîðà, íåéðîêîíòðîëëåð, îñíîâàííûé íà èìèòàöèè
êîíòðîëëåðà MPC (ðèñ. 4.29 ñïðàâà), èìååò âèäèìîå áîëåå ïëàâíîå óïðàâëåíèå,
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Ðèñ. 4.29: (a) Êîíòðîëèðóåìîå ðó÷íîå îáó÷åíèå ïî ìàðøðóòó; (b) êâàçèîïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå u2.

Ðèñ. 4.30: (a) Ôóíêöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ òðàåêòîðèè ëèññàæó äëèíîé 200 ì; (b) òî÷-
êè íà ýòîé òðàåêòîðèè áûëè âûáðàíû ÷åðåç êàæäûå 0,5 ìåòðà

íàïðèìåð, ÷åðåç êàíàë ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ u2.
Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ìû áåðåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó

ñîñòîÿíèÿ æåëàåìîãî çíà÷åíèÿ r(t) (9). Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ â êà-
÷åñòâå òðàåêòîðèè áûëà âûáðàíà ôóíêöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ òðàåêòîðèè Ëèññàæó
(ðèñ. 4.30) äëèíîé 200 ì è äðóãèì òðàåêòîðèÿì, à â êà÷åñòâå êîíå÷íûõ òî÷åê
áûëè âûáðàíû òî÷êè íà ýòîé òðàåêòîðèè ÷åðåç êàæäûå 0,5 ìåòðà.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå çíà÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îøèáîê ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå 4.8, ãäå 1 îçíà÷àåò MCO, 2 - ðó÷íîå óïðàâëåíèå NNC è 3 - óïðàâëåíèå NNC
MPC.
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Òàáëèöà 4.8: The results of numerical experiment

1 2 3
Coordinate x 0.0924 0.0016
Coordinate y 0.1029 0.0058
Orientation angle θ 0.0920 0.0368

Ïðèìåð íåéðîñåòåâîãî óïðàâëåíèÿ Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íàòóðíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðÿìîó óïðàâëåíèå ÷åðåç íåéðîñåòü ïîëó÷àåòñÿ
íåóñòîé÷èâûì, ïîýòîìó â äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòàõ è èññëåäîâàíèÿõ èñïîëü-
çîâàëñÿ òîëüêî ìåòîä ñèíòåçà ôóíêöèîíàëà.

Â êà÷åñòâå âñòðàèâàåìîé âû÷èñëèòåëüíîé ïëàòôîðìû áûë èñïîëüçîâàí NVIDIA
Jetson TX2 ñ 256 ÿäðàìè CUDA è ÷åòûð¼õ ÿäåðíûì ïðîöåñ-ñîðîì ARM Cortex-
A57 ýòî ïîçâîëèëî ðàñïàðàëëåëèòü êîìïüþòåðíóþ ñåòü.

Ôóíêöèþ âûáîðà íàõîäèì ìåòîäîì ñåòåâîãî îïåðàòîðà. Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ,
ìèíèìèçèðóåì ôóíêöèîíàë, îïèñûâàþùèé òî÷íîñòü äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè,
èñïîëüçóåì âàðèàöèîííûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
ðàç-ìåð íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè - 50; ÷èñëî ïîêîëåíèé - 10; ÷èñëî ñêðåùèâàåìûõ
ïàð â îäíîì ïîêîëåíèè - 30; ÷èñëî âàðèàöèé â îäíîì ðåøåíèè - 10; ÷èñëî ïî-
êîëåíèé ìåæäó ñìåíîé áàçèñíîãî ðåøåíèÿ � 2; ÷èñëî ýëèòàðíûõ ðåøå-íèé � 16;
âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè - 7.0 ; ïàðàìåòð äëÿ ñêðåùèâàíèÿ - 4.0.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèåì îáúåêòà
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè Ω(x, y) èñïîëüçóåì 2 ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ è
ôóíêöèþ âûáîðà, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ñåòåâîãî îïåðàòîðà. Ñõåìà ìåòîäà ïðè-
âåäåíà íà ðèñ. 4.31.
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Ðèñ. 4.31: Ñõåìà ìåòîäà ÓÔ-êîíòðîëÿ ñ äâóìÿ ôóíêöèÿìè óïðàâëåíèÿ â âèäå
ñåòåâûõ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèåé âûáîðà ìåæäó íèìè

Îïåðàòîð ñåòè 1 (SO1) ïîëó÷àåò f -ôóíêöèþ ñòàòè÷åñêèõ èëè äèíàìè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé îò rmlidar a2, óñòàíîâëåííîãî íà ìîáèëüíîì ðîáîòå. Â ôóíêöè-
îíàëüíîì áëîêå îãðàíè÷åíèé îáëàêî òî÷åê ïðåîáðàçóåòñÿ â ôóíêöèè ïðÿìûõ
ëèíèé, òðåóãîëüíèêîâ è ò.ä. Ñèíòåç SO1 îñíîâàí íà ïàðàìåòðàõ ôóíêöèè f è
ïàðàìåòðàõ íàâèãàöèîííîé ôóíêöèè (âèçóàëüíî ýòî ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ.
4.47). Íà âûõîäå SO1 ãåíåðèðóåòñÿ ìàíåâð îáõîäà ïðåïÿòñòâèé ñ ó÷åòîì îñòàâ-
øèõñÿ ðåñóðñîâ è ìèíèìèçàöèåé áàçîâîãî ôóíêöèîíàëà.

Ðèñ. 4.32: Ôóíêöèÿ íàâèãàöèè è îòñëåæèâàíèÿ

Îïåðàòîð ñåòè 2 (SO2) íà âõîä ïîëó÷àåò d, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì
äî áëèæàéøåé òî÷êè íà æåëòîé ëèíèè, ðèñ. 4.47 (íàâèãàöèîííàÿ ëèíèÿ), v, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ UV, ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêîãî
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ïîòîêà, yaw - îðèåíòàöèÿ óãîë ïî îòíîøåíèþ ê íàâèãàöèîííîé ëèíèè â áëè-
æàéøåé òî÷êå. Ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé òî÷êè è óãîë îðèåíòàöèè îòíîñèòåëü-
íî íàâèãàöèîííîé ëèíèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ â áëîêå ðàñïîçíàâàíèÿ OpenCV, ãäå
æåëòàÿ ëèíèÿ ðàñïîçíàåòñÿ íà âèäåîêàäðàõ ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè OpenCV, è
âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàìåòðû d, yaw. Ñèíòåç SO2 îñíîâàí íà ïàðàìåòðàõ d(t), v(t),
yaw(t) è d(t − 1), yaw(t − 1). Âûõîäíûå äàííûå SO2 ãåíåðèðóþò óïðàâëåíèå
îòñëåæèâàíèåì òðàåêòîðèè.

Áëîê âûáîðà â âèäå ñåòåâîãî îïåðàòîðà 3, îñíîâàííûé íà òî÷íûõ ïàðàìåòðàõ,
ïåðåêëþ÷àåò óïðàâëåíèå ñåòåâûìè îïåðàòîðàìè 1,2 íà óïðàâëåíèå UV, ãàðàíòè-
ðóÿ, ÷òî öåëü ñëåäîâàíèÿ ïóòè äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì â îòíîøåíèè
çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿ â ðåàëü-
íîì âðåìåíè, ïàðàìåòðû êîòîðûå çàðàíåå íå èçâåñòíû.

Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íåéðîñåòè èñïîëüçóåòñÿ ôðåéìâîðê ãëóáîêîãî îáó÷å-
íèÿ Keras, íàïèñàííûé íà Python, è áèáëèîòåêà Tensor Flow â êà÷åñòâå âíóò-
ðåííåãî ìåõàíèçìà. Â êà÷åñòâå ìîäåëè áûëà âûáðàíà ñâåðòî÷íàÿ ñåòü ñ ïÿòüþ
ñëîÿìè ðèñ. 4.33�4.37, çà êîòîðûìè ñëåäóþò äâà ïëîòíûõ ñëîÿ ïåðåä âûâîäîì,
çà âåêòîðíûìè äàííûìè ñëåäóþò 3 ïëîòíûõ (ïîëíîñâÿçàííûõ) ñëîÿ, çàòåì îíè
îáúåäèíÿþòñÿ ñ âûõîäîì X äî 2 ïëîòíûõ êîíòðîëüíûõ ñëîåâ. Íà ðèñ. 4.39 ïðè-
âåäåíû ãðàôèêè îøèáêè îáó÷åíèÿ ïðè îáó÷åíèè ñ ïîìîùüþ êîíòðîëëåðà, êîïè-
ðóþùåãî ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð.

Ðèñ. 4.33: Ñâåðòî÷íàÿ ñåòü. Ïåðâûé ñëîéÐèñ. 4.34: Ñâåðòî÷íàÿ ñåòü. Âòîðîé ñëîé
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Ðèñ. 4.35: Ñâåðòî÷íàÿ ñåòü. Òðåòèé ñëîé
Ðèñ. 4.36: Ñâåðòî÷íàÿ ñåòü. ×åòâåðòûé
ñëîé

Ðèñ. 4.37: Ñâåðòî÷íàÿ ñåòü. Ïÿòûé ñëîé

Ðèñ. 4.38: Áëîê-ñõåìà ìåòîäà íåéðîñåòåâîãî óïðàâëåíèÿ
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Ðèñ. 4.39: Îøèáêà îáó÷åíèÿ ïðè îáó÷åíèè ñ ïîìîùüþ êîí-òðîëëåðà, êîïèðóþ-
ùåãî ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ñèìóëÿòîðå, íàïèñàííîì íà
ÿçûêå Python [265].

Â ðåçóëüòàòå ñèíòåçà áûëî ïîëó÷åíî óïðàâëåíèå - ïîâîðîò êîëåñ ðîáîòà. Ôîð-
ìà ñåòåâîãî îïåðàòîðà, â âèäå ñïèñêà [14], äëÿ ïîëó÷åííîãî êîíòðîëÿ èìååò ñëå-
äóþùèé âèä

R = ((0, 19), (2, 0), (5, 4)), ((5, 10), (3, 5), (18, 1)).

Ìû äåêîäèðóåì ïîëó÷èâøèéñÿ ñïèñîê â ñèìâîëüíîå âûðàæåíèå òðàäèöèîí-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìû. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïîñëå äåêîäèðî-
âàíèÿ è óïðîùåíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

u1 −−3.5 arctg θ, u2 = const,

ãäå θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ðîáîòà è íàïðàâëåíèåì íà öåëü.
Íà ðèñ. 4.40 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ âìåñòå ñî ñõåìà-

òè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì ðåàëüíûõ óñëîâèé.
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Ðèñ. 4.40: Òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Íà ðèñ. 4.41 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ âìåñòå ñî ñõåìà-
òè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì ðåàëüíûõ óñëîâèé âìåñòå ñ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé.

Ðèñ. 4.41: Òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ âûáðàííîé îïòèìàëüíîé òðàåê-
òîðèåé
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4.6 Ìåòîä ASLAM-MPPI

4.6.1 Î ìåòîäàõ ASLAM-MPPI

Ðàñ÷åò îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñëîæíûõ ñðåäàõ ñî ñòàòè÷åñêèìè è äèíàìè÷å-
ñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè òðåáóåò îöåíêè âñåãî ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé
è ïîèñêà íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà
ìåòîäà àêòèâíîé îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ íà îñíîâå
ìîäåëè ïðîãíîçèðóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ïóòè äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ASLAM-
MPPI (ASLAM, îò àíãë. method of Active Simultaneous Localization And Mapping;
MPPI, îò àíãë. Model Predictive Path Integral method), êîòîðûé ñî÷åòàåò â ñåáå
êîíòðîëü è ïëàíèðîâàíèå â îòíîøåíèè öåëåé äåéñòâèé è âîñïðèÿòèÿ.

Ìåòîä ñ ìîäåëüþ ïðåäñêàçàíèÿ óæå äàâíî èñïîëüçóåòñÿ â ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ. Áîëåå ãèáêèé ìåòîä ïðîãíîçèðóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ïóòè, îñíîâàí-
íûé íà âûáîðêå óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü îïòèìèçèðîâàí â ñîîòâåòñòâèè
ñ îáùèìè êðèòåðèÿìè ñòîèìîñòè, âûïóêëûìè è íåâûïóêëûìè, áûë âïåðâûå ðå-
àëèçîâàí â ðàáîòå [269]. Â ðàáîòå ðàñøèðåí ýòîò ìåòîä, ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî
ñ ìåòîäîì îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ (SLAM, îò àíãë.
method of Simultaneous Localization And Mapping), ÷òîáû îí áûë ïðèìåíèì ê áî-
ëåå øèðîêîìó êëàññó ñòîõàñòè÷åñêèõ ðîáîòèçèðîâàííûõ ñèñòåì ñ äèíàìè÷åñêè-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ðàçëè÷íûå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà SLAM ïðèâåäåíû, íàïðèìåð,
â ðàáîòàõ [164, 167, 171, 267]. Âñå ýòè ïîäõîäû ôîðìóëèðóþò ìåòîä êàê ìåòîä ðå-
øåíèÿ çàäà÷è àïîñòåðèîðíîé îöåíêè ìàêñèìóìà è ÷àñòî èñïîëüçóþò ôàêòîðíûå
ãðàôû [144] äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âçàèìîçàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè.

Ìåòîä àêòèâíîãî SLAM âêëþ÷àåò èíòåãðàöèþ ñ ðàñïîçíàâàíèåì îáúåêòîâ.
Â òî æå âðåìÿ ñòðóêòóðà ìåòîäà îïòèìèçèðóåò öåëè âîñïðèÿòèÿ äëÿ íàäåæíî-
ãî îïðåäåëåíèÿ êëþ÷åâûõ òî÷åê, çàìûêàíèÿ öèêëà ïóòåì âûáîðêè òðàåêòîðèè,
ìàêñèìàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ òî÷åê èíòåðåñà êàäðà. Êëþ÷åâîé êàäð äîëæåí ñî-
îòâåòñòâîâàòü îïðåäåëåííîìó òåñòó, êîòîðûé îáû÷íî ñîäåðæèò òðè ïåðåìåùå-
íèÿ, òðè ïîâîðîòà è îäèí ïàðàìåòð ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Êîãäà ó êàíäèäàòà äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðîê, ìû óâåðåíû, ÷òî öèêë íàéäåí.

Îáùèé êðèòåðèé ñòîèìîñòè äàííîãî ìåòîäà äîëæåí ó÷èòûâàòü êàê öåëè âîñ-
ïðèÿòèÿ, òàê è äåéñòâèÿ ïî ïëàíèðîâàíèþ äâèæåíèÿ. Ïîñòðîåíèå òàêîãî ôóíê-
öèîíàëà çàòðóäíåíî âîçìîæíûìè êîíôëèêòàìè ìåæäó öåëüþ âîñïðèÿòèÿ è öå-
ëüþ äåéñòâèÿ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä, ó÷èòûâàþùèé ðàñïîçíàâàíèå çíà÷èìûõ
îðèåíòèðîâ äëÿ öåëè âîñïðèÿòèÿ, ïîòðåáóåò âûáîðà òàêîãî äâèæåíèÿ, ÷òîáû ñäå-
ëàòü îðèåíòèð êàê ìîæíî áîëåå çàìåòíûì äëÿ òåñòèðîâàíèÿ êëþ÷åâûõ êàäðîâ.
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Äëÿ ýòîãî â ôóíêöèþ çàòðàò ââîäèòñÿ óñëîâèå ïåðåõîäà ê öåëÿì âîñïðèÿòèÿ.

4.6.2 Îáçîð ìåòîäà SLAM

Ìåòîä îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ (SLAM) � ýòî çàäà÷à,
ïðè êîòîðîé àâòîíîìíûé àãåíò (ðîáîò) ñòðîèò êàðòó îêðóæàþùåé ñðåäû è îä-
íîâðåìåííî âû÷èñëÿåò ñâîþ òðàåêòîðèþ îòíîñèòåëüíî ýòîé êàðòû. Ýòà çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ â îáëàñòè ìîáèëüíîé ðîáîòîòåõíèêè è êîìïüþ-
òåðíîãî çðåíèÿ.

Îáîçíà÷èì
� xt ∈ Rn � ñîñòîÿíèå ðîáîòà (êîîðäèíàòû, îðèåíòàöèÿ, ñêîðîñòü è ò.ä.) â

ìîìåíò âðåìåíè t;
� ut ∈ Rm � óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå (íàïðèìåð, êîìàíäû äâèãàòåëÿ);
� zt ∈ Rp � íàáëþäàåìûå äàííûå ñ ñåíñîðîâ (ëèäàð, êàìåðà, GPS è ò.ä.);
� m ∈ Rd×N � êàðòà ñðåäû, ñîñòîÿùàÿ èç N îáúåêòîâ èëè òî÷åê.
Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà � íàéòè

p(x0:t,m | z0:t, u0:t),

ò.å. îöåíèòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé òðàåêòîðèè ðîáîòà è êàðòû
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé è óïðàâëåíèé.

Èçâåñòíà ìîäåëü äâèæåíèÿ

xt = f(xt−1, ut, wt)

ãäå wt � øóì ïðîöåññà.
Èçâåñòíà ìîäåëü íàáëþäåíèÿ

zt = h(xt,m, vt)

ãäå vt � øóì èçìåðåíèé.
Çàäàíî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(x0:t,m | z0:t, u0:t) ∝ p(zt | xt,m) · p(xt | xt−1, ut) · p(x0:t−1,m | z0:t−1, u0:t−1)

Ñðåäè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ SLAM ñëåäóåò îòìåòèòü

� Ðàñøèðåííûé ôèëüòð Êàëìàíà SLAM (Extended Kalman Filter SLAM, EKF-
SLAM) [266]. Ýòîò ìåòîä ïðåäïîëàãàåò ãàóññîâñêèå øóìû, êàðòà ìîäåëèðó-
åòñÿ êàê âåêòîð m = [m1, ...,mN ], ãäå mi ∈ R2 � êîîðäèíàòû îñîáåííîñòè,
îáúåäèí¼ííîå ñîñòîÿíèå Xt = [xt,m]T , óðàâíåíèÿ ôèëüòðà Êàëìàíà èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ îáíîâëåíèÿ îöåíêè Xt.



Îáçîð ìåòîäà SLAM 246

� Áûñòðûé SLAM / Ôèëüòð ÷àñòèö (FastSLAM / Particle Filter) [267] èñïîëü-
çóåò ìåòîä ÷àñòèö

p(x0:t,m | z0:t, u0:t) =
S∑

s=1

w
(s)
t δ(x0:t − x(s)0:t)p(m | x

(s)
0:t , z0:t),

ãäå: S � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, w
(s)
t � âåñ ÷àñòèöû s, δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ.

Ìåòîä SLAM ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñíî áëîê-ñõåìå.

Ìîäåëü
äâèæåíèÿ

Ìîäåëü
íàáëþ-
äåíèé

Îáíîâëåíèå
êàðòû è
ïîçèöèè

Îöåíêà xt,m

Ðèñ. 4.42: Áëîê-ñõåìà ðàáîòû àëãîðèòìà SLAM

Òàêèì îáðàçîì, SLAM ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó îöåíêè ñîñòîÿíèÿ
â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè, îáúåäèíÿþùóþ ëîêàëèçàöèþ è ïîñòðîåíèå êàð-
òû. Ìåòîäû, òàêèå êàê EKF-SLAM è FastSLAM, ïîçâîëÿþò ðåøàòü ýòó çàäà÷ó
ýôôåêòèâíî è òî÷íî, ÷òî äåëàåò èõ îñíîâîé ñîâðåìåííûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä SLAM. Ïðåäïîëîæèì, íóæ-
íî îöåíèòü íåèçâåñòíóþ ïåðåìåííóþ X, â ìåòîäå SLAM ïåðåìåííàÿ X îáû÷íî
âêëþ÷àåò òðàåêòîðèþ ðîáîòà (â âèäå äèñêðåòíîãî íàáîðà ïîçèöèé) è ïîëîæå-
íèå îðèåíòèðîâ â îêðóæàþùåé ñðåäå. Íàì äàí íàáîð èçìåðåíèé Z = {zk : k =
1, . . . ,m} òàêèõ, ÷òî êàæäîå èçìåðåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê ôóíêöèÿ X,
ò.å.

zk = hk(Xk) + εk

ãäå Xk ⊆ X � ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, hk()̇ � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ (ìîäåëü
èçìåðåíèÿ èëè íàáëþäåíèÿ), à εk � ñëó÷àéíûé øóì èçìåðåíèÿ.

Ïðè àïîñòåðèîðíîé îöåíêå ìàêñèìóìà ìû îöåíèâàåì X, âû÷èñëÿÿ ïðèñâîå-
íèå ïåðåìåííûõ X∗, êîòîðîå àïîñòåðèîðè äîñòèãàåò ìàêñèìóìà p(X|Z):

X∗ = argmax
X

p(X|Z) = argmax
X

p(Z|X)p(X), (4.43)
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ãäå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû Áàéåñà.
Â (4.43) p(Z|X) � ýòî âåðîÿòíîñòü èçìåðåíèé Z ñ ó÷åòîì ïðèñâîåíèÿX, à p(X)

� ýòî àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðåâûøåíèÿ X. Àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü âêëþ÷àåò
â ñåáÿ ëþáóþ ïðåäâàðèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î X; â îòñóòñòâèå ïðåäâàðèòåëü-
íîé èíôîðìàöèè p(X) ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé (ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå), ÷òî
íåñóùåñòâåííî è ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî èç îïòèìèçàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñè-
ìàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èçìåðåíèÿ íåçàâèñèìû (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå øóìû íåêîð-
ðåëèðîâàíû), çàäà÷à (4.43) ñâîäèòñÿ ê

X∗ = argmax
X

p(X)
m∏
k=1

p(zk|X) = argmax
X

p(X)
m∏
k=1

p(zk|Xk), (4.44)

ãäå ñïðàâà ìû çàìåòèëè, ÷òî zk çàâèñèò òîëüêî îò ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ â
Xk.

Çàäà÷à (4.44) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà â òåðìèíàõ âûâîäà ôàêòîðíûõ
ñóïåðãðàôîâ [270], ãäå ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþò óçëàì ôàêòîðíîãî ãðàôà.

Âåðîÿòíîñòü èçìåðåíèÿ â (4.44) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

p(xk|Xk) ∝ e
− 1

2
||hk(Xk)−xk||2Ωk .

Ïîñêîëüêó ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîãî çíà÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìèíèìèçà-
öèåé îòðèöàòåëüíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàêñè-
ìàëüíàÿ àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà â (4.44) ïðèíèìàåò âèä

X∗ = argminX

[
− lg

(
p(X)

m∏
k=1

p(zk|Xk)

)]
, (4.45)

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé çàäà÷åé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (4.45) îáû÷íî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîé

ëèíåàðèçàöèè, íàïðèìåð, ìåòîäàìè Ãàóññà-Íüþòîíà èëè Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà.
Òàêèì îáðàçîì, ñðåäà â îêíå îïòèìèçàöèè äîëæíà áûòü ñòàòè÷íîé. Ìû õî-

òèì, ÷òîáû ñêîðîñòü àëãîðèòìà è ðàáîòû áûëà çíà÷èòåëüíî âûøå ñêîðîñòè äèíà-
ìè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé, â ýòîì ñëó÷àå ñðåäó ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòè÷íîé, âêëþ÷àÿ
äèíàìè÷åñêèå ýëåìåíòû â ñîñòàâ ìîäåëè.

4.6.3 ASLAM-MPPI

Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäèôèöèðîâàííûé ìå-
òîä SLAM à èìåííî àêòèâíûé SLAM, è åãî îáúåäèíåíèå ñ ìåòîäîì MPPI.
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Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ðîáîòà ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè íåîïðåäåëåííî-
ñòè åãî îòîáðàæåíèÿ íà êàðòå è ëîêàëèçàöèè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì àêòèâ-
íîãî SLAM. Ýòî îïðåäåëåíèå èñõîäèò èç õîðîøî èçâåñòíîãî àêòèâíîãî âîñïðè-
ÿòèÿ [268]. Òåîðåòè÷åñêèå ïîäõîäû ê óïðàâëåíèþ äëÿ ìåòîäà àêòèâíîãî SLAM
âêëþ÷àþò èñïîëüçîâàíèå ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ [269, 270].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ èìååò âèä

ẋi+1 = f(xi, vi),

ãäå xi � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà, νi � ôàêòè÷åñêèé âåêòîð óïðàâëåíèÿ (âåêòîð
óïðàâëåíèÿ âêëþ÷àåò ñêîðîñòè è âðàùåíèå ðóëåâîãî êîëåñà), xi ∈ Rn, vi N(ui,Σ)
� ãàóññîâñêèé øóì ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ui, ui ∈ U ⊂ Rm, m ≤ n, U �
çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Óïðàâëåíèå äîëæíî ïðîõîäèòü ÷åðåç êîíòðîëëåð áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ ñî
ñòîõàñòè÷åñêèì äîáàâëåíèåì â âèäå ãàóññîâñêîãî øóìà, â ðåçóëüòàòå ôàêòè÷å-
ñêèé âåêòîð óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê V = (v0, v1, . . . , vτ−1 � ýòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âõîäîâ ïîñëå îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ T . Íåîáõîäèìî âû÷èñ-
ëèòü ñðåäíåå óïðàâëåíèå U = (u0, u1, . . . , uτ−1), êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ
çàòðàò

J(U) = E

[
q1(xT ) +

T−1∑
t=0

[
q2(xt) + λuTt Σ

−1ut
]]
,

ãäå q1(xT ) � êîíå÷íîå çíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ, à q2(xt) � ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ñîñòî-
ÿíèÿ.

Àëãîðèòì ASLAM-MPPI íà÷èíàåòñÿ ñ èíèöèàëèçàöèè (ëîêàëèçàöèè ìåòî-
äîì SLAM) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x0. Ðàñ÷åò óïðàâëåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðå-
íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîáåãà èç ïðåäûäóùåé èòåðàöèè Uk−1, ïàðàëëåëüíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ (òûñÿ÷) òðàåêòîðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàçëè÷íóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèÿ V m, ãäå m � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè.

Çàòðàòû íà óïðàâëåíèå ñîáèðàþòñÿ äëÿ êàæäîãî ðàçâåðòûâàíèÿ è ñîïîñòàâ-
ëÿþòñÿ ñ âåñàìè òðàåêòîðèé

Ω(Vm) = e(−
1
λ(S(Vm)−

∑T−1
t=0 (vt)TΣ−1vt−ρ)),

ãäå ρ çàäàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñòîèìîñòè ñðåäè âñåõ âûáðàííûõ òðàåêòî-
ðèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ àëãîðèòìà, S(Vm) = q1(x

m
T )+

∑T−1
t=0 q2(x

m
t )

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñòîèìîñòè, â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ. Êâàçèîïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ êàê

U(T,K) = U(t,K − 1) +

∑T−1
t=1 Ω(Vm)ξ

m∑T−1
t=1 Ω(Vm)

,
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ãäå ξm N(0,Σ) � ãàóññîâ øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, M � êîëè÷åñòâî
ðåàëèçàöèé òðàåêòîðèè.

Àëãîðèòì ASLAM-MPPI ïîçâîëÿåò â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè îáðàáà-
òûâàòü ñëîæíóþ íåëèíåéíóþ äèíàìèêó áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà
(ÁÒÑ) è îêðóæàþùåé ñðåäû íà ãîðèçîíòå ïðîãíîçèðîâàíèÿ, íî, êàê è êëàññè-
÷åñêèé àëãîðèòì ìîäåëüíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, îí ñòðàäàåò îò óõóäøåíèÿ ñòà-
áèëüíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè, îòëè÷íîé îò èñòèííîé äèíàìèêè ÁÒÑ.
Ñòðàòåãèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â èäåíòèôèêàöèè ìîäå-
ëè ñòîõàñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íà îñíîâå ñòðóêòóðû íåéðîííîé ñåòè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðîãíîç ñîñòîÿíèÿ ÁÒÑ áåç âîäèòåëÿ îòëè÷àåòñÿ îò
ñîñòîÿíèÿ ÁÒÑ áåç âîäèòåëÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà SLAM, ñèñòåìà
ïðèíèìàåò ðåøåíèå î ñáîÿõ è ïðåäîñòàâëÿåò ìåõàíèçìû âîññòàíîâëåíèÿ.

Àëãîðèòì îòñëåæèâàåò, ÷òî ñèñòåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ ñãåíå-
ðèðîâàëà íåïðàâèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, óäàëÿåò èõ ïðè íåîáõîäèìîñòè è ïåðå-
ñ÷èòûâàåò îöåíêó ñîñòîÿíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îí ïðèíèìàåò ðåøåíèå î çàêðûòèè
êîíòóðà íà îñíîâå èíôîðìàöèè î ïðîãíîçå ñîñòîÿíèÿ. Àëãîðèòì ASLAM-MPPI
ïîçâîëÿåò âûáèðàòü îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ íà îñíîâå ôóíêöèè ñòîèìîñòè â
îêíå ïðîãíîçà ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îêîëî 1,5 ñåêóíä (âðåìÿ, èñïîëüçîâàííîå
â ýêñïåðèìåíòå) â ñîîòâåòñòâèè ñ íàâèãàöèîííîé ôóíêöèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-
ðîã íåñîîòâåòñòâèÿ ñîñòîÿíèþ ÁÒÑ óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ñ
ñîñòîÿ-íèåì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ SLAM íà óðîâíå, ïðåâûøàþùåì ãàóññîâ-
ñêèé øóì îøèáêè ñîñòîÿíèÿ

µ =
1

N

N∑
i=1

ri,

σ =

√√√√ N

N − 1

N∑
i=1

(ri − µ)2,

ãäå µ � îöåíêà ïàðàìåòðà ñäâèãà, σ � îöåíêà ïàðàìåòðà ìàñøòàáà, ri � êîëè÷åñòâî
ñîñòîÿíèé, N � îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â òðàåêòîðèè.

Íà ðèñ. 4.43 ïîêàçàíû ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ñîñòîÿíèåì ÁÒÑ, ò.å. ñòîõàñòè-
÷åñêèé õàðàêòåð óïðàâëåíèÿ áåç îáðàòíîé ñâÿçè. Òðè ëèíèè � ýòî òðè ðàçíûõ
çàïóñêà ÁÒÑ ñ îäèíàêîâûì óïðàâëåíèåì.
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Ðèñ. 4.43: Ðàñõîæäåíèÿ â ñîñòîÿíèè ÁÒÑ íà óðîâíå ãàóññîâñêîãî øóìà, ïðè îäè-
íàêîâîì óïðàâëåíèè áåç îáðàòíîé ñâÿçè

Ïðè ãëîáàëüíîì ïëàíèðîâàíèè æåëàòåëüíî, ÷òîáû çíà÷èìûå îðèåíòèðû (ïî-
ëó÷åíèå ðîáîòîì îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé) ïîÿâëÿëèñü â îáëàñòè íàâèãàöèîííîé
òðàåêòîðèè, íî íå ÿâëÿëèñü ïðåïÿòñòâèåì. Â òî æå âðåìÿ ãëîáàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
ìîæåò áûòü îïòèìàëüíîé â ñìûñëå áåçîïàñíîñòè îò ñáîåâ.

Îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå òðàåêòîðèè äëÿ àâòîíîìíûõ ðîáîòîâ èçó÷àåòñÿ
óæå äàâíî. Â ðàáîòå [147] ðàçðàáîòàíà ðåàêòèâíàÿ íàâèãàöèîííàÿ ñèñòåìà äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ íåñêîëüêèõ öåëåé. Êàæäàÿ öåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîâåäåíèå, è
èõ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âçâåñèòü íàáîð äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ óïðàâëå-
íèÿ äâèæåíèåì íà îñíîâå åãî îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Âûãîäû îò êàæäîãî ïîâå-
äåíèÿ òàêæå âçâåøèâàþòñÿ öåíòðàëüíûì àðáèòðîì â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåé
ìèññèè ñèñòåìû.

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü ðîáîòîì â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè,
íàì íóæíî äîñòàòî÷íî áûñòðî îáíîâèòü êàðòó [166]. Ýòî î÷åíü âàæíî äëÿ ðîáî-
òîâ ñ áûñòðîé äèíàìè-êîé, òàêèõ êàê ðîâåð, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 4.44 (ñëåâà).
×òîáû ñîîòâåòñòâîâàòü ýòèì òðåáîâàíèÿì, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óñêîðåíèÿ,
íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññîðà. Äëÿ óòî÷íåíèÿ è ðåãóëèðîâêè
ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü öâåòíûå
ëèíèè è ìàðêåðû (ðèñ. 4.44 ñïðàâà) ïðè èíèöèàëèçàöèè ðîâåðà è çàìûêàíèè öèê-
ëà. Íà ðèñ. 4.44 (â öåíòðå) ïîêàçàí âèä ïîëèãîíà ñ êàìåðû, óñòàíîâëåííîé íà
ðîâåðå.
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Ðèñ. 4.44: Îðèåíòèðû â âèäå öâåòíûõ ëèíèé, ÿðêèõ êîíóñîâ è ìàðêåðîâ

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð [244], ìû
èñïîëüçîâàëè ãåíåðàòîð òðàåêòîðèé è ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííûå òðàåêòî-
ðèè, êîòîðûå áûëè âûáðàíû ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ñòîèìîñòè. Àëãîðèòì ASLAM-
MPPI ïîçâîëÿåò íàì ãåíåðèðîâàòü òûñÿ÷è òðàåêòîðèé â ðåàëüíîì âðåìåíè è
âûáèðàòü òó, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò äèíàìè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâ-
ëåíà êàðòà çàòðàò. Ìíîæåñòâî ñâåòëûõ ëèíèé � ýòî òðàåêòîðèè ìåòîäà ASLAM-
MPPI, âèçóàëèçèðîâàííûå íà RVIZ. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ � òîíêàÿ ÷åðíàÿ
ëèíèÿ.

Àëãîðèòì ìåòîäà ASLAM-MPPI

Àëãîðèòì ìåòîäà ASLAM-MPPI ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû ASLAM (íàïðèìåð â [269] - [267]), ìû ïîëó÷àåì ëî-

êàëüíîå ñîñòîÿíèå ÁÒÑ è êàðòó çàíÿòîñòè ñ ó÷åòîì äèíàìè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé;
� Àëãîðèòì A-star âû÷èñëÿåò ãëîáàëüíóþ òðàåêòîðèþ. Àêòèâíûé SLAM âêëþ-

÷àåò òåðìèíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ â êðóã çíà÷èìûõ îðèåíòèðîâ, íàïðèìåð, ìàðêå-
ðîâ;

� Àëãîðèòì MPPI ìîäåëèðóåò (ïðîãíîçèðóåò) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ òûñÿ-
÷è òðàåêòîðèé ñ ó÷åòîì äèíàìèêè ÁÒÑ â íàïðàâëåíèè ãëîáàëüíîé òðàåêòîðèè.
Îêíî ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ðàñ÷åòíîé ñêîðîñòè äèíàìè÷åñêèõ ïðåïÿò-
ñòâèé;

� Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ñòîèìîñòè, îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè;

� Ïðèìåíÿåòñÿ óïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè;
� Çàòåì àëãîðèòì ïîâòîðÿåòñÿ;
� Åñëè ëîêàëèçàöèÿ ÁÒÑ ïðåâûøàåò ïîðîã ðàñõîæäåíèÿ ñ ïðîãíîçîì ëîêàëü-

íîãî ñîñòîÿíèÿ àëãîðèòìà ASLAM-MPPI, ñèñòåìà ëîêàëèçàöèè êîððåêòèðóåòñÿ.
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4.6.4 Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ASLAM-MPPI

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ øàññè ãåîìåòðèè
Àêêåðìàíà èìåþò ñëåäóþùèé âèä xk+1

yk+1

θk+1

 =

 xk + vk cos θk
yk + vk sin θk
θk +

vk
H
tgωk

 ,

ãäå (xk, yk) � êîîðäèíàòû ìîáèëüíîãî ðîáîòà; vk � åãî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü; ϑk

� óãëîâàÿ îðèåíòàöèÿ ðîáîòà; ωk � óãëîâàÿ ñêîðîñòü; H � ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïåðåäíåé è çàäíåé îñÿìè êîëåñ ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Åñëè f(x) < 0, ãäå f(x) � óñëîâèå ðàñïîçíàâàíèÿ ìåòîê â àëãîðèòìå, òî
àëãîðèòì ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà äðóãóþ ôóíêöèþ çàòðàò, òàêóþ êàê

G(Zk) = F (Zk) + (1− ϑ(f(x)))y5,

ãäå y5 = sin(x+∆x, y +∆y), çäåñü(x, y) � òåêóùèå êîîðäèíàòû, (∆x,∆y) � ðàñ-
ñòîÿíèå äî ðàñïîçíàííîé ìåòêè, ϑ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

ϑ(a) =

{
0, a < 0,
1, a ≥ 0.

Ê îïèñàííîé çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ASLAM-MPPI.
� Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû ASLAM (íàïðèìåð â [269] - [267]), ïîëó÷àåì ëîêàëü-

íîå ñîñòîÿíèå ÁÒÑ è êàðòó çàíÿòîñòè (ðèñ. 4.45) ñ ó÷åòîì äèíàìè÷åñêèõ ïðå-
ïÿòñòâèé;

Ðèñ. 4.45: Êàðòà çàíÿòîñòè ïîëèãîíà

Ìåòîä ASLAM-MPPI áûë ïðîòåñòèðîâàí â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì öåíòðå Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê, ãäå ðàçâåðíóò ïîëèãîí, èìèòèðóþùèé ïðîìûøëåííûé
îáúåêò ñ êîíñòðóêöèÿìè ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè, ïàíäóñàìè â âèäå êðóòîé ãîðêè,
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.

Ðèñ. 4.46: Ïîëèãîí è ðîâåð

ìîñòîì è äðóãèìè îãðàíè÷åíèÿìè, ðèñ. 4.46 ñëåâà. Áåñïèëîòíîå òðàíñïîðòíîå
ñðåäñòâî, èñïîëüçóåìîå â ýêñïåðèìåíòàõ ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.46 ñïðàâà.

Äèíàìèêà ÁÒÑ áûëà ðåàëèçîâàíà íà ñòðóêòóðå ìîäåëè íåéðîííîé ñåòè, èìå-
þùåé ñëåäóþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé âèä

gi(φ(k,q),q) = ŷi(k|q) = ŷi(k|w,W ) =

= Fi

(
nh∑
j=1

Wijfj

(
nφ∑
l=1

wjlφl + wj0,

)
+Wi0

)
,

ãäå q � íàñòðàèâàåìûå ïàðàìåòðû íåéðîííîé ñåòè, âêëþ÷àÿ âåñîâûå êîýôôèöè-
åíòû è ñìåùå-íèÿ (wjl,Wij); Fi(x) = ax � ôóíêöèÿ àêòèâàöèè íåéðîíîâ â âûõîä-
íîì ñëîå a = const; nh � êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ â ñêðûòîì ñëîå; fi(x) = tanh(x) �
ôóíêöèÿ àêòèâàöèè íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ; nφ � êîëè÷åñòâî íåéðîíîâ â ñêðû-
òîì ñëîå, âõîäíûå äàííûå.

Íåéðîííàÿ ñåòü äëÿ ìåòîäà ASLAM-MPPI âêëþ÷àåò 2 ñêðûòûõ ñëîÿ ñ äâóìÿ
íåëèíåéíîñòÿìè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî îáùàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñåòè ñîñòàâëÿåò 6-32-
32-4. Îíà ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ 4 ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ (óãîë
íàêëîíà, ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü, ïîïåðå÷íóþ ñêîðîñòü, êóðñ), à òàêæå óïðàâëÿ-
åìîå ðóëåâîå óïðàâëåíèå è óïðàâëåíèå ñêîðîñòüþ, è îíè âûâîäÿò ïðîèçâîäíóþ
ïî âðåìåíè îò ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.

Íåéðîííàÿ ñåòü áûëà îáó÷åíà íà äàííûõ, ñîáðàííûõ íà ïîëèãîíå (ðèñ. 4.46),
â ðåæèìå ðó÷íîãî óïðàâëåíèÿ ÁÒÑ. Äëÿ îáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè âûïîëíÿëîñü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì èíôðàñòðóêòóðû Öåíòðà êîëëåêòèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ ¾Âûñîêî-
ïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è áîëüøèå äàííûå¿ (ÖÊÏ ¾Èíôîðìàòèêà¿) ÔÈÖ
ÈÓ ÐÀÍ (ã. Ìîñêâà). Ðåçóëüòàòû (ðèñ. 4.47) ïåðåäàâàëèñü íà âñòðîåííóþ âû÷èñ-
ëèòåëüíóþ ïëàòôîðìó, â êà÷åñòâå êîòîðîé èñïîëüçîâàëàñü NVIDIA Xavier NX,
÷òî ïîçâîëèëî ðàñïàðàëëåëèòü íåéðîííóþ ñåòü.
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Ðèñ. 4.47: Ãðàôèêè îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè
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Äàëüíåéøèå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ROS2 íà êîìïüþ-
òåðå Linux ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i7, íà êîòîðîì áûë ðàçâåðíóò àëãîðèòì
MPPI. Êîìàíäû óïðàâëåíèÿ ïåðåäàâàëèñü íà ÁÒÑ.

Ãëîáàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿëàñü â âèäå ñãåíåðèðîâàííûõ òî÷åê â ïðî-
ñòðàíñòâå, ðàñïîëîæåííûõ íà ïóíêòèðíîé öåíòðàëüíîé ðàçìåòêå òðàññû (ðèñ.
4.46).

Èçìåðåíèå àáñîëþòíîé îøèáêè òðàåêòîðèè SLAM ìåòîäà ïîêàçàëî îäèíàêî-
âóþ îøèáêó íà ãîðêå è íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì 0,99
ïðîöåíòà îò äëèíû ïðîéäåííîãî ïóòè. Äëèíà äîðîæêè, ïðîõîäÿùåé ïî ãîðêå, ñî-
ñòàâèëà 23,3 ì. Ïîãðåøíîñòü îòêëîíåíèÿ áîëåå 0,03 ì ïðèâîäèò ê íåñ÷àñòíûì
ñëó÷àÿì íà ïîâîðîòàõ ãîðêè. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèåì êà÷åñòâà è êîíòðîëÿ
ìåòîäà ASLAM-MPPI ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî äîðîæåê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ãîðêó.
Â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ ñèëüíî ñóæàþò ïðî-
ñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé, ñòðàòåãèÿ âûáîðà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
äëÿ îïòè-ìèçàöèè áîëåå ýôôåêòèâíà, ÷åì âûáîðêà â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèÿ.
Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïðîõîæäåíèå ãîðêè ñ ìèíèìàëüíîé îøèáêîé â ïåðâóþ
î÷åðåäü çàâèñèò îò ñèñòåìû ëîêàëèçàöèè ðîáîòà.

Â ýêñïåðèìåíòàõ â êà÷åñòâå ñèñòåìû SLAM èñïîëüçîâàëñÿ Intel Realsense
T265 � àâòîíîìíûé äàò÷èê ñëåæåíèÿ ñ 6 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, êîòîðûé çàïóñêàåò
âèçóàëüíî-èíåðöèîííûé àëãîðèòì SLAM, ÷òî ïîçâîëÿåò òî÷íî îöåíèòü äâèæå-
íèå ÁÒÑ ñ 6 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå è îðèåíòàöèþ ÁÒÑ
ñ ÷àñòîòîé 200 Ãö., ÷òî â 10 ðàç áûñòðåå, ÷åì ëîêàëèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ñàìîãî
èçâåñòíîãî àëãîðèòìà ORB-SLAM2 [269].

Ðèñ. 4.48: (ñëåâà) Ôóíêöèÿ íàâèãàöèè; (ñïðàâà) Îøèáêà èäåíòèôèêàöèè íà÷àëü-
íîãî ïîëîæåíèÿ, èñïðàâëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ìàðêåðîâ äëÿ ìåòîäà ASLAM-MPPI

Ìåòîä ASLAM-MPPI ïîêàçàë â ñðåäíåì áîëåå 7 êðóãîâ íà òðàññå ñ ãîðêîé
áåç ñáîåâ. Óñðåäíåííàÿ òðàåêòîðèÿ âäîëü ãëîáàëüíîé òðàåêòîðèè (ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ) è ãëîáàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (ïðåðûâèñòàÿ ôóíêöèÿ) ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.48
ñëåâà. Ìåòîä SLAM íà áàçå êàìåðû ñëåæåíèÿ Intel Realsense T265 ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü òîëüêî 1 êðóã, à íà âòîðîì ïðîèñõîäèò ñáîé èç-çà íàêîïëåííîé îøèáêè,
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íàïðèìåð, ðèñ. 4.48 (ñïðàâà), ïðè÷åì íàêîïëåíèå îøèáîê ïðèâîäèò ê íåâîçìîæ-
íîñòè ïðåîäîëåíèÿ ïîâîðîòîâ íà ãîðêå. Íàêëîí ãîðêè ñîñòàâëÿåò 45 ãðàäóñîâ è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåðüåçíîå îãðàíè÷åíèå äëÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà.

Â ðåçóëüòàòå íàøåé ðàáîòû ìû ïðîâåëè ïîëåâûå ýêñïåðèìåíòû ñ íîâûì ìå-
òîäîì àêòèâíîé îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ íà îñíîâå
ìîäåëè ïðîãíîçèðóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ïóòè íà ðåàëüíîì ÁÒÑ.

Ìåòîä ïîçâîëÿåò ÁÒÑ ñëåäîâàòü êâàçèîïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà, ïðåäîòâðàùàÿ ñáîè â ñèñòåìå ëîêàëèçà-
öèè èç-çà âûáðîñîâ èëè âûðîæäåíèÿ èíôîðìàöèè ñ äàò÷èêîâ, ÷òî î÷åíü âàæíî
äëÿ áåçîïàñíîãî èñïîëüçîâàíèÿ òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà.

Àêòèâíûé SLAM ïîçâîëÿåò íàì îáåñïå÷èòü áîëåå íàäåæíóþ äîëãîñðî÷íóþ
ñâÿçü äàííûõ â èíòåðôåéñå, îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàìûêàíèå öèêëà, îáíàðóæå-
íèå è ïðîâåðêó. Â ðåçóëüòàòå ìåòîä ASLAM-MPPI äåìîíñòðèðóåò çíà÷èòåëüíóþ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü (ñêîðîñòü àëãîðèòìà, îòêàçîóñòîé÷èâîñòü) ïî ñðàâíåíèþ,
íàïðèìåð, ñ íàâèãàöèîííûì ñòåêîì ROS [270].

Ìåòîä ASLAM-MPPI áûë ïðîòåñòèðîâàí â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì öåíòðå Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê, ãäå ðàçâåðíóò ïîëèãîí, èìèòèðóþùèé ïðîìûøëåííûé
îáúåêò ñî ñëîæíûìè êîíñòðóêöèÿìè, ïàíäóñàìè â âèäå êðóòîé ãîðêè, ìîñòîì è
äðóãèìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íà ðèñ. 4.49 ïîêàçàíà ÷àñòü òðàññû â ôîðìå ìîñòà è
ÁÒÑ, êîòîðîå ìû èñïîëüçóåì â ýêñïåðèìåíòàõ.

Ðèñ. 4.49: Îðèåíòèðû â âèäå öâåòíûõ ëèíèé, ÿðêèõ êîíóñîâ è ìàðêåðîâ

4.6.5 Âûâîäû

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä àêòèâíîé îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàð-
òîãðàôèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè ïðîãíîçèðóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ïóòè è ïðî-
âåäåííûå ïîëåâûå ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíîì ÁÒÑ, ïðîäåìîíñòðèðîâàâ íîâûå
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âîçìîæíîñòè, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ñïîñîáíîñòè ñîîòâåòñòâîâàòü äèíàìèêå ñèñòå-
ìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðèâîäà è ìèíèìèçèðîâàòü ïðîãíîçèðóåìûå çàòðàòû, â
òîì ÷èñëå êîíôëèêòóþùèå íà ñëîæíîì ïîëèãîíå.

Ìåòîä ïîçâîëÿåò ÁÒÑ ñëåäîâàòü êâàçèîïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà, ïðåäîòâðàùàÿ ñáîè â ñèñòåìå ëîêàëèçà-
öèè èç-çà âûáðîñîâ èëè âûðîæäåíèÿ èíôîðìàöèè ñ äàò÷èêîâ, ÷òî î÷åíü âàæíî
äëÿ áåçîïàñíîãî èñïîëüçîâàíèÿ òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà.

Àêòèâíûé SLAM ïîçâîëÿåò íàì îáåñïå÷èòü áîëåå íàäåæíóþ äîëãîñðî÷íóþ
ñâÿçü äàííûõ â èíòåðôåéñå, îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàìûêàíèå öèêëà, îáíàðóæåíèå
è ïðîâåðêó.

Ìåòîä ïîçâîëÿåò ÁÒÑ ñëåäîâàòü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà, ïðåäîòâðàùàÿ ñáîè â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè èç-
çà âûáðîñîâ èëè âûðîæäåíèÿ èíôîðìàöèè, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ áåçîïàñíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ÁÒÑ.

Ìåòîä îáåñïå÷èâàåò áîëåå íàäåæíóþ äîëãîñðî÷íóþ ñâÿçü äàííûõ â èíòåð-
ôåéñå, âêëþ÷àåò çàìûêàíèå öèêëà, îáíàðóæåíèå è ïðîâåðêó, à òàêæå èíòåãðà-
öèþ ñ ðàñïîçíàâàíèåì îáúåêòîâ. Â òî æå âðåìÿ ïðåäëîæåííûé ìåòîä îïòèìèçè-
ðóåò öåëè âîñïðèÿòèÿ äëÿ íàäåæíîãî îïðåäåëåíèÿ êëþ÷åâûõ òî÷åê äëÿ çàìûêà-
íèÿ öèêëà ïóòåì âûáîðêè òðàåêòîðèè äëÿ ìàêñèìàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ òî÷åê
èíòåðåñà. Êëàññè÷åñêèå ñõåìû óïðàâëåíèÿ íå ñïîñîáíû ïðåäñêàçàòü çàòðàòû è
ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ (íàïðèìåð, ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû). Êðîìå òîãî, ôîð-
ìóëèðîâêà ñîâîêóïíîñòè âîñïðèÿòèÿ è äåéñòâèÿ êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè èìååò
ïðåèìóùåñòâà â íàäåæíîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.

Ìåòîä ASLAM-MPPI ìîæíî ñðàâíèòü ñ ìåòîäîì [149], îñíîâàííûì íà ìåòîäå
ñ ìîäåëüþ ïðåäñêàçàíèÿ ñ ãëóáîêèìè ñâåðòî÷íûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè äëÿ ïî-
íèìàíèÿ ñöåí â ðåàëüíîì âðåìåíè. Ïîëíîñòüþ ñâåðòî÷íàÿ ñåòü ñïîñîáíà èçó÷àòü
ñëîæíîå âíåïëîñêîñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîåöèðîâàíèÿ ïèê-
ñåëåé íàáëþäàåìîãî èçîáðàæåíèÿ íà ïëîñêîñòü çåìëè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ êàðòû
êîíòðîëèðóåìûõ îáúåêòîâ â îáëàñòè ïåðåä ÁÒÑ. Ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
îáó÷èòü ãëóáîêóþ íåéðîííóþ ñåòü ïðåîáðàçîâûâàòü âèçóàëüíûå äàííûå ñ îäíîé
ìîíîêóëÿðíîé êàìåðû â ñòîèìîñòü ôóíêöèè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
îðèåíòèðîâàííîé íà ðîáîòà, ïðåâîñõîäíû. Çàòåì ýòà êàðòà çàòðàò ìîæåò áûòü
íåïîñðåäñòâåííî ââåäåíà â àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Îä-
íàêî íåäîñòàòêîì ìåòîäà ìîãóò áûòü íå ïîñåùàåìûå ðàéîíû, ãäå îáó÷àþùàÿ
âûáîðêà ìîæåò íå èìåòü äîñòàòî÷íî íàäåæíûõ êàðò çàòðàò. Ìåòîä ñ ìîäåëüþ
ïðåäñêàçàíèÿ èñïîëüçóåò òîëüêî òó èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ îíà ìîæåò âèäåòü íà
âûõîäå íåéðîííîé ñåòè, è çàðàíåå ïëàíèðóåò â òå÷åíèå 1,5 ñåêóíä âûäàòü óïðàâ-
ëÿþùèé ñèãíàë. Ýòîò 1,5-ñåêóíäíûé âðåìåííîé ãîðèçîíò ïðèâîäèò ê ÷ðåçâû-
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÷àéíî ðîáêîìó ïîâåäåíèþ, ïîòîìó ÷òî äîñòóïíûé âèä âïåðåä èìååò íåáîëüøîå
ðàññòîÿíèå.

Måòîä ASLAM-MPPI èñïîëüçóåò êàðòîãðàôè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, îñíîâàí-
íóþ íà âñåì ãîðèçîíòå ñîáûòèé, êîòîðûé ìîæåò áûòü ñêîððåêòèðîâàí ñ ïîñòóï-
ëåíèåì íîâîé èíôîðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, îí áîëåå óñòîé÷èâ ê ïîòåðå èíôîð-
ìàöèè, ÷åì MPPI ñ ãëóáîêèìè ñâåðòî÷íûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè. Êðîìå òîãî,
çíà÷èòåëüíûì âêëàäîì ðàáîòû íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òåõíîëî-
ãèè ìåòîäà àêòèâíîãî SLAM äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ñáîåâ â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè.
Çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è ðåàêòèâíî-
ãî ïëàíèðîâàíèÿ ÁÒÑ íà ñëîæíîì ïîëèãîíå, èìèòèðóþùåì ïðîèçâîäñòâåííóþ
ñðåäó. Äëÿ ýòîãî ãëîáàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèëà ÷åðåç ãîðêó ñî ñëîæíûìè ïî-
âîðîòàìè, ïî êîòîðîé îíà íå ïðåîäîëåâàëàñü â ðó÷íîì ðåæèìå ÁÒÑ-óïðàâëåíèÿ
áåç îáó÷åíèÿ îïåðàòîðà. MPPI ñ ãëóáîêèìè ñâåðòî÷íûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè íå
ìîæåò ðàñïîçíàâàòü ïîäúåìû è ñïóñêè ñ ãîðêè áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìà-
öèè. Òàêèì îáðàçîì, êàðòà çàòðàò, ñîçäàííàÿ ýòèì ìåòîäîì, íå ìîæåò áûòü çà-
òåì íåïîñðåäñòâåííî ââåäåíà â àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëüþ.
Êëàññè÷åñêèå ñõåìû óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, PID, LQR, iLQR) ìîãóò íàäåæíî
îòñëåæèâàòü ãëîáàëüíóþ òðàåêòîðèþ, íî íå ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíûìè â ñëó÷àå
ñáîåâ â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè.

Â ðåçóëüòàòå ìåòîä ASLAM-MPPI äåìîíñòðèðóåò çíà÷èòåëüíóþ ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü (ñêîðîñòü àëãîðèòìà, îòêàçîóñòîé÷èâîñòü) ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð,
ñ íàâèãàöèîííûì ñòåêîì ROS [271].

4.7 Íàâèãàöèÿ áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåä-

ñòâà

Â äàííîì ðàçäåëå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðèâåäåíû íîâûå ìåòîäû íàâèãàöèè
ìîáèíîãî ðîáîòà. Â ðàçäåëå 4.7.1 ðàññìîòðåí âàðèàíò ãëîáàëüíîé íàâèãàöèè.
Îí íåîáõîäèì äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ è óòî÷íåíèÿ ìåòîäà SLAM, ò.ê. îäîìíòðèÿ ñî
âðåìåíåì ðàñõîäèòñÿ è òðåáóåòñÿ óòî÷íåíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà.
Â ðàçäåëå 4.7.2 ïðåäëîæåí âàðèàíò íàâèãàöèè ïî âíóòðåííåé ìîäåëè. Ðå÷ü èäåò
î íàõîæäåíèè ðîáîòîì ñâîåãî ìåñòîïîëîæåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè ñâÿçè.
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4.7.1 Íàâèãàöèÿ áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà ñ ïî-

ìîùüþ ñåòåâîãî îïåðàòîðà è ARUCO-ìåòîê

Aruco � ýòî áèáëèîòåêà äëÿ áûñòðîãî îáíàðóæåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàðêåðîâ íà
èçîáðàæåíèè, èñïîëüçóåìàÿ â çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ, ðîáîòîòåõíèêè è
äîïîëíåííîé ðåàëüíîñòè. Aðóêî-ìàðêåðû ïîçâîëÿþò òî÷íî îïðåäåëÿòü èõ ïîëî-
æåíèå è îðèåíòàöèþ â 3D-ïðîñòðàíñòâå.

Aruco-ìàðêåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åðíî-áåëûé êâàäðàòíûé êîä, âêëþ÷àþ-
ùèé âíåøíþþ ðàìêó äëÿ îáíàðóæåíèÿ è âíóòðåííèé äâîè÷íûé êîä, óíèêàëüíûé
äëÿ êàæäîãî ìàðêåðà. Íà ðèñ. 4.50 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ñòðóêòóðû ìàðêåðà

Ðèñ. 4.50: Ïðèìåð Aruco-ìàðêåðà ðàçìåðîì 4× 4

Îáîçíà÷èì
� M ∈ {0, 1}n×n � ìàòðèöà ïèêñåëåé ìàðêåðà;
� c = (xc, yc) � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàðêåðà íà èçîáðàæåíèè;
� R ∈ SO(3), t ∈ R3 � îðèåíòàöèÿ è ïîëîæåíèå ìàðêåðà â 3D-ïðîñòðàíñòâå

îòíîñèòåëüíî êàìåðû;
� K ∈ R3×3 � ìàòðèöà âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ êàìåðû.
Ïðîöåññ îáíàðóæåíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû:

1. îáíàðóæåíèå ÷åòûð¼õ óãëîâ ìàðêåðà íà èçîáðàæåíèè;

2. èäåíòèôèêàöèÿ ID ïî âíóòðåííåìó êîäó;

3. ðåøåíèå çàäà÷è çàêëþ÷àþùåéñÿ â íàõîæäåíèè çíà÷åíèé R è t òàêèõ, ÷òî

K[R|t]Xi = xi, ∀i,

ãäå Xi � èçâåñòíûå 3D-òî÷êè ìàðêåðà, xi � èõ ïðîåêöèè íà èçîáðàæåíèå.
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Aruco-ìàðêåðû ïîääåðæèâàþòñÿ â áèáëèîòåêå OpenCV. Èõ ðåàëèçàöèÿ íà
ÿçûêå Python ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé:

import cv2

import numpy as np

aruco_dict = cv2.aruco.Dictionary_get(cv2.aruco.DICT_6X6_250)

parameters = cv2.aruco.DetectorParameters_create()

frame = cv2.imread("marker_image.png")

corners, ids, rejected = cv2.aruco.detectMarkers(frame, aruco_dict,

parameters=parameters)

rvecs, tvecs, _ = cv2.aruco.estimatePoseSingleMarkers(corners, 0.05,

K, distCoeffs)

Aruco-ìàðêåðû ïðåäîñòàâëÿþò ýôôåêòèâíîå è òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ëîêàëè-
çàöèè îáúåêòîâ â 3D-ïðîñòðàíñòâå. Áëàãîäàðÿ ñâîåé ïðîñòîé ñòðóêòóðå è íà-
äåæíîìó àëãîðèòìó îáíàðóæåíèÿ îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðîáîòîòåõíèêå,
íàâèãàöèè è ñèñòåìàõ äîïîëíåííîé ðåàëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (4.2)-(4.3).
Íåîáõîäèìî íàéòè óïðàâëåíèå â ôîðìå ôóíêöèè îò êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà

ñîñòîÿíèé
u = h(x), (4.46)

ãäå h(x) � èñêîìàÿ ñèíòåçèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, h(x) : Rn → Rm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

∀x ∈ R, h(x) ∈ U.

Ôóíêöèÿ äîëæíà îáåñïå÷èâàòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó, îïèñûâàþùåìó òî÷íîñòü
äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè

J =
1

tfr

∫ tf

0

√√√√ r∑
i=1

φ(x(t)) dt→ min . (4.47)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.2)-(4.3) ñèíòåçà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì îáú-
åêòà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè èñïîëüçóåì óïðàâëåíèå, ïîëó÷åííîå ìå-
òîäîì ñåòåâîãî îïåðàòîðà.
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Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ, ìèíèìèçèðóåì ôóíêöèîíàë (4.4), îïèñûâàþùèé òî÷-
íîñòü äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, èñïîëüçóåì âàðèàöèîííûé ãåíåòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

� ðàçìåð íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè � 50;
� ÷èñëî ïîêîëåíèé � 10;
� ÷èñëî ñêðåùèâàåìûõ ïàð â îäíîì ïîêîëåíèè � 30;
� ÷èñëî âàðèàöèé â îäíîì ðåøåíèè � 10;
� ÷èñëî ïîêîëåíèé ìåæäó ñìåíîé áàçèñíîãî ðåøåíèÿ � 2;
� ÷èñëî ýëèòàðíûõ ðåøåíèé � 16;
� âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè � 7.0;
� ïàðàìåòð äëÿ ñêðåùèâàíèÿ � 4.0.
Â ðåçóëüòàòå ñèíòåçà áûëî ïîëó÷åíî óïðàâëåíèå � ïîâîðîò êîëåñ ðîáîòà. Ôîð-

ìà ñåòåâîãî îïåðàòîðà, â âèäå ñïèñêà [265], äëÿ ïîëó÷åííîãî óïðàâëåíèÿ èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

R = ((0, 19), (2, 0), (5, 4)), ((5, 10), (3, 5), (18, 1)). (4.48)

Ïðîèçâîäèì äåêîäèðîâàíèå ïîëó÷åííîãî ñïèñêà â ñèìâîëüíîå âûðàæåíèå òðà-
äèöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åííîå ïîñëå äåêîäèðîâà-
íèÿ è óïðîùåíèÿ ðåøåíèå (4.48) ïîëó÷àåòñÿ â âèäå:

u1 = −3, 5 arctg θ, u2 = const,

ãäå θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ðîáîòà è íàïðàâëåíèåì íà öåëü.

Â äàííîé ðàáîòå îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñïèëîòíûé àâòîìîáèëü,
ïîñòðîåííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì àâòîìîáèëüíîãî øàññè ìàñøòàáà 1/10, ðèñ. 1à,
êîòîðûé âåñèò 2 êã è ñïîñîáåí ðàçâèâàòü ñêîðîñòü äî 60 ì/ñ (ðèñ. 4.51).

Íà àâòîìîáèëü óñòàíîâëåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïëàòôîðìà NVIDIA Jetson TX2
ñ äàò÷èêîì, âèäåîêàìåðàìè è êîíòðîëëåðîì, ïîçâîëÿþùèì ðåãóëèðîâàòü ëèíåé-
íóþ ñêîðîñòü è ñêîðîñòü ïîâîðîòà êîëåñ.

Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â çàäà÷å îòñëåæèâàíèÿ òðà-
åêòîðèè. Äëÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ðîáîòà èñïîëüçóþòñÿ ArUco-ìåòêè [138], ðàñïî-
ëîæåííûå íà ïîòîëêå (ðèñ. 4.52), è ñèñòåìà òåõíè÷åñêîãî çðåíèÿ, ïîäñîåäèíåííàÿ
ê ìàøèíå ÷åðåç ïëàòó Raspberry Pi 3.

Èñïîëüçóåòñÿ ìàðêåð ArUco êàê äâîè÷íàÿ ìàòðèöà 6x6. Êàæäàÿ ñòðîêà âíóò-
ðåííåé ìàòðèöû 4x4 ñîñòîèò èç 2 áèò äàííûõ è 2 áèòû îáíàðóæåíèÿ íåèñïðàâíî-
ñòåé. Ýòà ìàòðèöà ñîçäàëà 16-áèòíûé êîä, ÷òî ïîçâîëèëî íàì îáíàðóæèòü 65536
ðàçëè÷íûõ ìàðêåðîâ [168].
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Ðèñ. 4.51: Áåñïèëîòíûé àâòîìîáèëü.

Ðèñ. 4.52: ArUco-ìåòêè.
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Ðèñ. 4.53: Ðàñïîçíàâàíèå id ArUco-ìåòîê.

Ðèñ. 4.54: Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ïî ArUco-ìåòêàì.

Ñ ïîìîùüþ êàìåðû, óñòàíîâëåííîé íà êîðïóñå, ðîáîò ðàñïîçíàåò ArUco-
ìåòêè, ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè OpenCV îïðåäåëÿåò id êàæäîé óâèäåííîé ìåòêè
(ðèñ. 4.53), òî÷êè q1 −−q4, à òàêæå ñìåùåíèå îòíîñèòåëüíî íåå è ðàññ÷èòûâàåò
óãîë θ. Ïî óñòàíîâëåííîé ìåòðèêå îí îïðåäåëÿåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû.

Êîîðäèíàòû óãëîâ ìàðêåðà q1−−q4 îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ðîáîòà (ðèñ. 4.54).
Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà íàéäåííîãî óïðàâëåíèÿ ðîáîò ïîìåùàåòñÿ â ïðîèçâîëü-

íóþ òî÷êó ïîëÿ òàê, ÷òîáû â ïîëå çðåíèÿ êàìåðû ïîïàëà õîòÿ áû îäíà ArUco-
ìåòêà. Äàëåå ñòðîèòñÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â çà-
ðàíåå óñòàíîâëåííóþ êîíå÷íóþ òî÷êó. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè òðàåêòîðèè èñïîëü-
çóåì êóáè÷åñêèé ñïëàéí (ðèñ. 4.55).

Çàòåì â íà÷àëüíóþ òî÷êó ïîëÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðîáîò. Çàïóñêàåòñÿ ïðîãðàì-
ìà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ñîãëàñíî ìîäåëè (1)-(5) íàõîäèòñÿ òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
ðîáîòà ê öåëè � êîíå÷íîé òî÷êå. Äâèæåíèå ðîáîòà è ðàñ÷åò óãëà θ ïðîèçâîäèòñÿ
ïî ArUco-ìåòêàì.

Êàê ïîêàçàëè ìíîãî÷èñëåííûå èñïûòàíèÿ, ðîáîò ïðîñ÷èòûâàåò òðàåêòîðèþ,
íàèáîëåå áëèçêóþ ê àïïðîêñèìèðîâàííîé è ïðîåçæàåò ïî íåé. Íà ðèñ. 4.56
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Ðèñ. 4.55: Ïðèìåð àïïðîêñèìàöèè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðîáîòà.

Ðèñ. 4.56: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà.

ïðèâåäåíî íåñêîëüêî òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ðîáîòà. ×åðíîé ëèíèåé îáîçíà÷åí
ñïëàéí � àïïðîêñèìàöèÿ òðàåêòîðèè, à ñåðîé � òðàåêòîðèÿ, ïîñòðîåííàÿ ñàìèì
ðîáîòîì. Îòìåòèì, ÷òî ðàçâîðîòû ðîáîòà äëÿ äâèæåíèÿ ê öåëè àïïðîêñèìàöèÿ
íå ó÷èòûâàåò.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èç ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, èç êîòîðîé
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ðîáîò âèäèò õîòÿ áû îäíó ArUco-ìåòêó, îí íàõîäèò çàäàííóþ êîíå÷íóþ òî÷êó ñ
ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ, ñèíòåçèðîâàííîãî ìåòîäîì ñåòåâîãî îïåðàòîðà.

4.7.2 Íàâèãàöèÿ ïî âíóòðåííåé ìîäåëè

Â îñíîâå ìåòîäîâ îáåñïå÷åíèÿ îòêàçîóñòîé÷èâîñòè ëåæàò àäàïòèâíûå ìåòîäû ïå-
ðåñòðîéêè ñòðóêòóðû ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ. Öåëü èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëàñòè � ðàçðàáîòàòü ìåòîä èäåíòèôèêàöèè
äèíàìèêè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ (ìîáèëüíîãî ðîáîòà) äëÿ ñîçäàíèÿ åãî ýòàëîííîé
ìîäåëè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è àâòîðû ðàçðàáîòàëè ìåòîä, êîòîðûé
ñ ïîìîùüþ ýòàëîííîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü äèíàìèêó ìîäåëè,
à òàêæå êîððåêòèðîâàòü ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ïðè âîçíèêíîâåíèè ñáîåâ. Ìåòîä
èñïîëüçóåò ñèñòåìó íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, òàêîé êàê ÂÈÌ - âíóòðåí-
íÿÿ èíòåëëåêòóàëüíàÿ ìîäåëü, îäîìåòðèÿ êîòîðîé íå ïîäâåðæåíà ñáîÿì è íåäî-
ñòàòêàì âûøåóêàçàííûõ ñèñòåì. Ñèñòåìà íàâèãàöèè ñ ïîääåðæêîé ÂÈÌ òàêæå
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ñ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ íà ðó÷íîå è îáðàòíî.

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ìåòîäà ïðåäñòàâëåíà íà 4.57.

Ðèñ. 4.57: Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ìåòîäà.

Äëÿ àâòîíîìíîãî óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íåîáõîäè-
ìî ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î åãî ñîñòîÿíèè. Ýòó èíôîðìàöèþ ðîáîòó ïåðåäàþò
ñèñòåìû íàâèãàöèè, íàïðèìåð (ÃËÎÍÀÑÑ è äð.). Â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå ñîçäà-
íèÿ îòêàçîóñòîé÷èâîé ñèñòåìû íàâèãàöèè âìåñòå ñ ðîáîòîì âû÷èñëÿþòñÿ ¾âèð-
òóàëüíûå¿ èçìåðåíèÿ îò ÂÈÌ ñîâìåñòíî ñ ÈÍÑ è ñèñòåìîé êîððåêöèè. Ñèñòåìà
êîððåêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå ôèëüòðû.

Ïðè îáíàðóæåíèè âíåçàïíûõ ïðåïÿòñòâèé ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ïåðåêëþ÷à-
åòñÿ â ðåæèì îáúåçäà ïðåïÿòñòâèé. Âî âðåìÿ îáúåçäà ïðåïÿòñòâèé íåîáõîäèìî
ïîëó÷èòü ïîçèöèîíèðîâàíèå äëÿ âîçâðàòà ðîáîòà íà çàäàííóþ òðàåêòîðèþ äâè-
æåíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè. Èíôîðìàöèþ äëÿ ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ïðåä-



Íàâèãàöèÿ áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà 266

ñòàâëÿåò ñèñòåìà îðèåíòàöèè (ÂÈÌ+ÈÍÑ, ñèñòåìà êîððåêöèè è ñèñòåìà íàâè-
ãàöèè).

Ñèñòåìà êîððåêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåëëåêòóàëüíîå óñòðîéñòâî, êîòî-
ðîå îòñëåæèâàåò ðàñõîæäåíèå íàâèãàöèîííîé èíôîðìàöèè ñ èíôîðìàöèåé îò
âíóòðåííåé ìîäåëè è, ïðè ñáîÿõ íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû, ïðèíèìàåò ðåøåíèå î
êîððåêöèè, à â ñëó÷àå îòêàçîâ � î å¼ ïåðåçàãðóçêå.

Îöåíêà òî÷íîñòè ìîäåëè îñóùåñòâëÿëàñü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ σ, ò.å. îòêëîíåíèÿ ïðîãíîçèðóåìûõ çíà÷åíèé îò ðåàëüíûõ
â êàæäîì öèêëå ïðîãíîçà:

σ =

∑
t∈P (yt − ȳt)2∑

t∈N ȳ
2
t

,

ãäå N � ÷èñëî ÷ëåíîâ âûáîðêè; P � ÷èñëî ÷ëåíîâ ïðîãíîçà; yt, ȳt � ðåàëüíûå è
ïðîãíîçèðóåìûå âåëè÷èíû.

Ìåòîä îáåñïå÷åíèÿ îòêàçîóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû àâòîíîìíîé íàâèãàöèè íà
îñíîâå ýòàëîííûõ ìîäåëåé áûë ðàçðàáîòàí è àïðîáèðîâàí â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì
öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ (ðèñ. 4.58, a) íà ðåàëüíûõ áåñïèëîòíûõ ìîáèëüíûõ ðîáî-
òàõ, îñíàùåííûõ ñîâðåìåííîé âèçóàëüíî-èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé ëîêàëèçàöèè è
êàðòîãðàôèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîäâåðæåíà ñáîÿì â ðåçóëüòàòå îêêëþçèé è âèáðà-
öèé, êàê è âñå ïîäîáíûå ñèñòåìû (ðèñ. 4.58, á). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ íàòóðíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ áûë ñïåöèàëüíî îáîðóäîâàí ïîëèãîí, èìèòèðóþùèé ñëîæíóþ ïðî-
èçâîäñòâåííóþ ñðåäó, êîòîðóþ ìîæíî äîïîëíèòü ðàçëè÷íûìè ñëîæíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè, à òàêæå âíåñòè ïîìåõè äëÿ äàò÷èêîâ ðîáîòîâ, ÷òîáû âûçûâàòü ñáîè
è îòêàçû äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà.

Ðèñ. 4.58: à. Ðîáîòîòåõíè÷åñêèé öåíòð ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ; á. Áåñïèëîòíûé ìîáèëü-
íûé ðîáîò.

Äèíàìèêà áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà (âíóòðåííÿÿ ìîäåëü) áûëà
ðåàëèçîâàíà íà ìîäåëè íåéðîííîé ñåòè, âêëþ÷àþùåé òðè ñêðûòûõ ñëîÿ ñ äâóìÿ
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íåëèíåéíîñòÿìè. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ íåéðîñåòü ïðèíèìàåò ÷åòûðå ïåðå-
ìåííûå ñîñòîÿíèÿ (óãîë íàêëîíà, ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü, ïîïåðå÷íóþ ñêîðîñòü,
êóðñ), à òàêæå ðóëåâîå óïðàâëåíèå è óïðàâëåíèå ñêîðîñòüþ. Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ. Íà ðèñ. 4.59 ïðåäñòàâëåíà
îáó÷åííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü, ïîâòîðÿþùàÿ ëèíåéíóþ è óãëîâóþ ñêîðîñòè ðîáîòà
è åãî êóðñ ïðè ðó÷íîì óïðàâëåíèè.

Ðèñ. 4.59: Îáó÷åííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü.

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ìåòîä êîððåêöèè àâòîíîìíîé íàâèãàöèè íà îñíîâå
ýòàëîííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ïîçâîëèë âûïîëíÿòü àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëå-
íèå ìîáèëüíûì ðîáîòîì ïðè ñáîÿõ, îïèñàííûõ âûøå.

Ðèñ. 4.60: à. Áåñïèëîòíûé ìîáèëüíûé ðîáîò; á. Áåñïèëîòíûé ìîáèëüíûé ðîáîò
(ñâåðõó), äðîíû (ñíèçó).

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè äèíàìèêè áåñïèëîòíîãî ìîáèëüíîãî
ðîáîòà è ìåòîä êîððåêöèè (æèâó÷åñòè) íà îñíîâå ýòàëîííîé äèíàìè÷åñêîé ìî-
äåëè, ïîçâîëèë âûïîëíÿòü àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëåíèå ïðè ñáîÿõ, îïèñàííûõ
âûøå.

Íà ðèñ. 4.61 ïðèâåäåíû ôîòî òðàåêòîðèé, îáîðóäîâàííûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ
ýêñïåðèìåíòîâ â Ðîáîòîòåõíè÷åñêîì öåíòðå ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ. Îäíà òðåêòîðèÿ
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âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëíûé êðóã ñ çàåçäîì íà ãîðêó è ñïóñêîì ñ íåå. Âòîðàÿ òðà-
åêòîðèÿ íàðèñîâàíà íà ïëîñêîñòè, íî èìååò èçãèá.

Ðèñ. 4.61: Ôîòî òðàåêòîðèé íà òðàññå.

Íà ðèñóíêàõ 4.62 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ðåàëüíîãî ðîáîòà (ïðåðû-
âèñòàÿ ëèíèÿ) è åãî ìîäåëè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Òðàåêòîðèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà
ðèñóíêå 4.62 ñïðàâà ïðîõîäèëà ïî ãîðêå (ðèñ. 4.61 ñëåâà) ñî ñêîðîñòüþ 1,5 ì/ñ.
Ñêîðîñòü ïî âòîðîé òðàåêòîðèè ñîñòÿâëÿëà 2 ì/ñ.

Ðèñ. 4.62: Òðàåêòîðèÿ ïî òðàññàì ðèñ. 4.61.
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4.8 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì ðàçäåëå áûë ïðåäñòàâëåí ðàçðàáîòàííûé íîâûé ìåòîä èäåíòèôèêà-
öèè ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãðåññèîííûõ ìîäåëüíûõ ñòðóêòóð
(íåéðîííûõ ñåòåé) è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàêæå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèè âûáîðà íà îñíîâå ýâî-
ëþöèîííîãî ìåòîäà ñèìâîëüíîé ðåãðåññèè. È ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíå-
íèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ê êîíêðåòíîìó ðîáîòó, äâèæóùåìóñÿ ïî ïëîñêîñòè ñ
ïåðåìåííîé âûñîòîé, äèíàìè÷åñêèìè è ñòàòè÷åñêèìè ïðåïÿòñòâèÿìè è îãðàíè-
÷åíèÿìè ñêîðîñòè.

Â ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä àêòèâíîé îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè
è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè ïðîãíîçèðóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ïóòè
è ïðîâåëè ïîëåâûå ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíîì ÁÒÑ, ïðîäåìîíñòðèðîâàâ íîâûå
âîçìîæíîñòè, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ñïîñîáíîñòè ñîîòâåòñòâîâàòü äèíàìèêå ñèñòå-
ìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðèâîäà è ìèíèìèçèðîâàòü ïðîãíîçèðóåìûå çàòðàòû, â
òîì ÷èñëå êîíôëèêòóþùèå íà ñëîæíîì ïîëèãîíå. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ÁÒÑ ñëåäî-
âàòü êâàçèîïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷å-
ñòâà, ïðåäîòâðàùàÿ ñáîè â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè èç-çà âûáðîñîâ èëè âûðîæäåíèÿ
èíôîðìàöèè, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ áåçîïàñíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÁÒÑ. Êëàññè÷å-
ñêèå ñõåìû óïðàâëåíèÿ íå ñïîñîáíû ïðåäñêàçàòü çàòðàòû è ñîîòâåòñòâóþùóþ
òðàåêòîðèþ (íàïðèìåð, ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû). Êðîìå òîãî, ôîðìóëèðîâêà ñîâîêóï-
íîñòè âîñïðèÿòèÿ è äåéñòâèÿ êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè èìååò ïðåèìóùåñòâà â
íàäåæíîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ìåòîä ASLAM-MPPI èñïîëüçóåò êàðòîãðàôè-
÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, îñíîâàííóþ íà âñåì ãîðèçîíòå ñîáûòèé, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ñêîððåêòèðîâàí ñ ïîñòóïëåíèåì íîâîé èíôîðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, îí
áîëåå óñòîé÷èâ ê ïîòåðå èíôîðìàöèè, ÷åì MPPI ñ ãëóáîêèìè ñâåðòî÷íûìè íåé-
ðîííûìè ñåòÿìè. Êðîìå òîãî, çíà÷èòåëüíûì âêëàäîì íàøåé ðàáîòû íà ñàìîì
äåëå ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òåõíîëîãèè ìåòîäà àêòèâíîãî SLAM äëÿ ïðåäîòâðà-
ùåíèÿ ñáîåâ â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè. Çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèå ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è ðåàêòèâíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ÁÒÑ íà ñëîæíîì ïîëè-
ãîíå, èìèòèðóþùåì ïðîèçâîäñòâåííóþ ñðåäó. Äëÿ ýòîãî ãëîáàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
ïðîõîäèëà ÷åðåç ãîðêó ñî ñëîæíûìè ïîâîðîòàìè, ïî êîòîðîé îíà íå ïðåîäîëå-
âàëàñü â ðó÷íîì ðåæèìå ÁÒÑ-óïðàâëåíèÿ áåç îáó÷åíèÿ îïåðàòîðà. Àêòèâíûé
SLAM ïîçâîëÿåò íàì îáåñïå÷èòü áîëåå íàäåæíóþ äîëãîñðî÷íóþ ñâÿçü äàííûõ
â èíòåðôåéñå, îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàìûêàíèå öèêëà, îáíàðóæåíèå è ïðîâåðêó.
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Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âûïîëíåíû âñå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è.
1. Ïðîâåäåí àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ìîáèëüíûìè ðîáîòàìè è ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ê èõ ïðàêòè÷åñêîé ðå-
àëèçàöèè.

2. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíî îïòèìàëüíîå äâèæåíèå òðåõêîëåñ-
íîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Îáñóæäåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.
Îòìå÷åíî, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â ìîäåëè òðåõêîëåñíîãî
ìîáèëüíîãî ðîáîòà íå èìååò ñìûñëà èç-çà îòñóòñòâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, à òàêæå èç-
çà îñîáîãî ðåæèìà óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî óãëîâîé ñêîðîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïðåäëîæåí ìåòîä âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì, öåëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçà-
öèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Òàêàÿ òåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé â ñâÿçè ñ ðÿäîì
ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, â ðîáîòîòåõíèêå. Âîçìóùåííàÿ çàäà÷à, èëè
ε-çàäà÷à, óæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé. Ýòîò
ôàêò ïîçâîëèë ïðèìåíèòü íåïðÿìîé ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà êëàññå
àëãîðèòìîâ ñòðåëüáû. Ðàññìîòðåí ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð, êàñàþùèéñÿ äâè-
æåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Ðàçðàáîòàíà ñõåìà ðåãóëÿðèçàöèè è ïðåäîñòàâëåíû
íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû äëÿ äàëüíåéøåé ÷èñëåííîé
ðåàëèçàöèè. ×èñëåííàÿ ïðîöåäóðà, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ íåïðÿìîãî ïîäõîäà,
îïèðàåòñÿ íà íåïðåðûâíîñòü ìíîæèòåëåé, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî â ðåãóëÿðíûõ çà-
äà÷àõ. Ýòîò ìåòîä áûë ïðèìåíåí ê òåñòîâîé çàäà÷å î áåçèíåðöèîííîì äâèæåíèè
òðåõêîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ïåðåäíèì ïðèâîäîì. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Èññëåäîâàíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïî âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ãóñåíè÷íûì ìî-
áèëüíûì ðîáîòîì ñ èíåðöèîííûì ðóëåâûì óïðàâëåíèåì ïðè íàëè÷èè îãðàíè-
÷åíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ, çàäàííîãî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ. Íåäîñòàòîê ýòîé çà-
äà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè ðåãóëÿðíîñòè äèíàìèêè îòíîñèòåëüíî îãðàíè-
÷åíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ. Ïîýòîìó áûë ðàçðàáîòàí îïðåäåëåííûé ìåòîä ðåãóëÿðèçà-
öèè, ÷òîáû ïðåîäîëåòü òàêîå ÿâëåíèå, âûçâàííîå íåðåãóëÿðíîñòüþ. Áûëî ïðåä-
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ëîæåíî ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåãóëÿðíûõ eps-
âîçìóùåííûõ çàäà÷. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à ÷èñëåííî ðàçðå-
øèìà â ðàìêàõ êîñâåííîãî ïîäõîäà, òî åñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà, áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíîñòè ìåðû-ìíîæèòåëÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè
óñëîâèè ðåãóëÿðíîñòè. Ýòîò ôàêò îáîñíîâûâàåò íåîáõîäèìîñòü àíàëèçà âîçìó-
ùåíèé, ïðåäïðèíÿòîãî â äàííîé äèññåðòàöèîííé ðàáîòå.

Â ðàìêàõ ìîäåëè îäíîêîëåñíîãî âåëîñèïåäà èññëåäóåòñÿ îïòèìàëüíîå ïî âðå-
ìåíè äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Ïðèìåíÿåòñÿ êîñâåííûé ÷èñëåííûé ìåòîä,
îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðÿìîå ïðèìå-
íåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íå èìååò ñìûñëà èç-çà îòñóòñòâèÿ ðåãóëÿðíîñòè è
ââèäó ñèíãóëÿðíîãî ðåæèìà óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî óãëîâîé ñêîðîñòè. Ïîýòî-
ìó äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè èñõîäíîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âîçìóùåíèé. Âîç-
ìóùåííàÿ çàäà÷à óæå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü êîñâåííûé ÷èñëåííûé
ìåòîä, îñíîâàííûé íà àëãîðèòìàõ ñúåìêè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ.

3. Â ðàáîòå ðàçðàáîòàí, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàí è ÷èñëåííî ïðîâåðåí ìåòîä
ñòðåëüáû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåìåùåíèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà
ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ãëóáèíû 2. Ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ ê çàäà÷å ñ äèíàìèêîé
óïðàâëåíèÿ íüþòîíîâñêîãî òèïà. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëèë íàõîäèòü òî÷-
íûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ óëó÷øåíèÿ ñòðóêòóðû
ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà, ïðèìåíÿåìîãî
ïðè íàõîæäåíèè òðàåêòîðèé ìîáèëüíîãî ðîáîòà â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.
Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

4. Â ðàáîòå îïèñàí ñîçäàííûé è ðåàëèçîâàííûé â âèäå çàêîí÷åííîé ïðîãðàì-
ìû àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ çàäàí-
íûìè òî÷êàìè ñ íàáîðîì ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé â âèäå êðóãîâ ðàçëè÷íîãî ðàäèó-
ñà, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ïîìèìî íàõîæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî
êðàò÷àéøåãî ïóòè, äàííûé àëãîðèòì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïîèñêà òðàåêòî-
ðèè ñêîðåéøåãî äâèæåíèÿ êîëåñíîãî ðîáîòà èç îäíîé çàäàííîé òî÷êè â äðóãóþ
ñ óêàçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ïîñêîëüêó â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êèíåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè ðîáîòà êðàò÷àéøèé ïóòü ñîîòâåòñòâóåò è íàèáîëåå áûñòðîìó.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àëãîðèòìà ïîçâîëèò ó÷èòûâàòü ïðåïÿòñòâèÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôîðìû, â òîì ÷èñëå ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé è íåâûïóêëûå.

5. Ðàçðàáîòàí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðåãðåññèîííûõ ìîäåëüíûõ ñòðóêòóð (íåéðîííûõ ñåòåé) è äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ðàçðàáîòàíà ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûìè
ðîáîòàìè, îáëàäàþùàÿ çàïàñîì æèâó÷åñòè. Ìåòîäîì èäåíòèôèêàöèè ïîëó÷å-
íà ýòàëîííàÿ ìîäåëü ìîáèëüíîãî ðîáîòà, íà îñíîâå êîòîðîé ðàçðàáîòàí ìåòîä
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êîððåêöèè ñèñòåìû íàâèãàöèè. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà èäåíòèôèêàöèè áåñïè-
ëîòíîãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà è ïðîãðàììà êîððåêöèè ñèñòåìû íàâèãàöèè,
êîòîðûå àïðîáèðîâàíû íà ðåàëüíîì ìîáèëüíîì ðîáîòå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä
êîððåêöèè ñèñòåìû íàâèãàöèè ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ ìîáèëüíûõ ðî-
áîòîâ. Êðîìå ñèñòåìû êîððåêöèè ýòàëîííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ
àäàïòàöèè ïàðàìåòðîâ ðîáîòà ïðè äðóãèõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæåò áûòü óâåëè÷åí çàïàñ æèâó÷åñòè. Ïîëó÷åííàÿ ýòàëîííàÿ ìîäåëü íà
îñíîâå íåéðîííîé ñåòè íåáîëüøîãî ðàçìåðà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà äàæå íà ìàëîìîùíîì óñòðîéñòâå. À ïîëó÷åííûé àëãî-
ðèòì êîððåêöèè íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî òî÷íûé è áûñòðûé è ìîæåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ àãðåññèâíîãî âîæäåíèÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ.

6. Â äàííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ ìî-
áèëüíûì ðîáîòîì â ðåàëüíîì âðåìåíè è ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ
ôóíêöèè âûáîðà íà îñíîâå ýâîëþöèîííîãî ìåòîäà ñèìâîëüíîé ðåãðåññèè. Òàê-
æå áûë ðàññìîòðåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ê êîíêðåòíîìó
ðîáîòó, äâèæóùåìóñÿ ïî ïëîñêîñòè ñ ïåðåìåííîé âûñîòîé, äèíàìè÷åñêèìè è ñòà-
òè÷åñêèìè ïðåïÿòñòâèÿìè è îãðàíè÷åíèÿìè ñêîðîñòè. Ïîëåâûå ýêñïåðèìåíòû è
ìîäåëèðîâàíèå íà òðåíàæåðå äåìîíñòðèðóþò íîâûå âîçìîæíîñòè ñèíòåçà ñèñòå-
ìû óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ñåòåâîãî îïåðàòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè íà
âûõîäå íåéðîííîé ñåòè, à òàêæå ïëàãèíîâ gazebo. Ìåòîä ïîçâîëÿåò äîñòèãàòü öå-
ëåé ñ çàäàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà. Ïàðàìåòðû êîíòðîëëåðà îïòèìèçèðóþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò óëó÷øåíèå
ðàáîòû êîíòðîëëåðà â çàâèñèìîñòè îò îïåðàòîðà ñåòè, íî çàâèñèò îò èíèöèà-
ëèçàöèè ïàðàìåòðîâ è áàçîâîãî èñõîäíîãî ðåøåíèÿ. Òàêæå ðàññìîòðåí ïðèìåð
ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ê êîíêðåòíîìó ðîáîòó, ïåðåìåùàþùåìóñÿ ïî
ïîëèãîíó Öåíòðà ðîáîòîòåõíèêè ñî ñòàòè÷åñêèìè ïðåïÿòñòâèÿìè. Êàðòà çàòðàò
ïîäõîäèò äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ, êîãäà òî÷íîå ìåñòîïîëîæåíèå íà òðàññå íå âåðíî.
Ïàðàìåòðû êîíòðîëëåðà îïòèìèçèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà
ìåòîäà îïòèìèçàöèè ðîÿ ÷àñòèö. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò óëó÷øåíèå ðàáîòû
ïðîãíîçèðóþùåãî êîíòðîëëåðà MPPI, íî çàâèñÿò îò èíèöèàëèçàöèè ïàðàìåòðîâ
è âûáîðà êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè.

7. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä àêòèâíîé îäíîâðå-
ìåííîé ëîêàëèçàöèè è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè ïðîãíîçèðóþùå-
ãî èíòåãðàëüíîãî ïóòè è ïðîâåäåíû ïîëåâûå ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíîì ÁÒÑ,
ïðîäåìîíñòðèðîâàâ íîâûå âîçìîæíîñòè, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ñïîñîáíîñòè ñîîòâåò-
ñòâîâàòü äèíàìèêå ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðèâîäà è ìèíèìèçèðîâàòü ïðî-
ãíîçèðóåìûå çàòðàòû, â òîì ÷èñëå êîíôëèêòóþùèå íà ñëîæíîì ïîëèãîíå. Ìåòîä
ïîçâîëÿåò ÁÒÑ ñëåäîâàòü îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì
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êðèòåðèåì êà÷åñòâà, ïðåäîòâðàùàÿ ñáîè â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè èç-çà âûáðîñîâ
èëè âûðîæäåíèÿ èíôîðìàöèè, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ áåçîïàñíîãî èñïîëüçîâà-
íèÿ ÁÒÑ. Ìåòîä îáåñïå÷èâàåò áîëåå íàäåæíóþ äîëãîñðî÷íóþ ñâÿçü äàííûõ â
èíòåðôåéñå, âêëþ÷àåò çàìûêàíèå öèêëà, îáíàðóæåíèå è ïðîâåðêó, à òàêæå èí-
òåãðàöèþ ñ ðàñïîçíàâàíèåì îáúåêòîâ. Â òî æå âðåìÿ ìåòîä îïòèìèçèðóåò öåëè
âîñïðèÿòèÿ äëÿ íàäåæíîãî îïðåäåëåíèÿ êëþ÷åâûõ òî÷åê äëÿ çàìûêàíèÿ öèê-
ëà ïóòåì âûáîðêè òðàåêòîðèè äëÿ ìàêñèìàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ òî÷åê èíòåðå-
ñà. Êëàññè÷åñêèå ñõåìû óïðàâëåíèÿ íå ñïîñîáíû ïðåäñêàçàòü çàòðàòû è ñîîò-
âåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ (íàïðèìåð, ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû). Êðîìå òîãî, ôîðìóëè-
ðîâêà ñîâîêóïíîñòè âîñïðèÿòèÿ è äåéñòâèÿ êàê çàäà÷è îïòèìèçàöèè èìååò ïðå-
èìóùåñòâà â íàäåæíîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî
ñðàâíèòü ñ ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà ìåòîäå ñ ìîäåëüþ ïðåäñêàçàíèÿ ñ ãëóáîêè-
ìè ñâåðòî÷íûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè äëÿ ïîíèìàíèÿ ñöåí â ðåàëüíîì âðåìåíè.
Ïîëíîñòüþ ñâåðòî÷íàÿ ñåòü ñïîñîáíà èçó÷àòü ñëîæíîå âíåïëîñêîñòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîåöèðîâàíèÿ ïèêñåëåé íàáëþäàåìîãî èçîáðàæåíèÿ
íà ïëîñêîñòü çåìëè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ êàðòû êîíòðîëèðóåìûõ îáúåêòîâ â îá-
ëàñòè ïåðåä ÁÒÑ. Ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáó÷èòü ãëóáîêóþ íåéðîííóþ
ñåòü ïðåîáðàçîâûâàòü âèçóàëüíûå äàííûå ñ îäíîé ìîíîêóëÿðíîé êàìåðû â ñòî-
èìîñòü ôóíêöèè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îðèåíòèðîâàííîé íà ðîáîòà,
ïðåâîñõîäíû. Çàòåì ýòà êàðòà çàòðàò ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ââåäåíà â
àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Îäíàêî íåäîñòàòêîì ìåòîäà
ìîãóò áûòü íå ïîñåùàåìûå ðàéîíû, ãäå îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ìîæåò íå èìåòü
äîñòàòî÷íî íàäåæíûõ êàðò çàòðàò. Ìåòîä ñ ìîäåëüþ ïðåäñêàçàíèÿ èñïîëüçóåò
òîëüêî òó èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ îíà ìîæåò âèäåòü íà âûõîäå íåéðîííîé ñåòè, è
çàðàíåå ïëàíèðóåò â òå÷åíèå 1,5 ñåêóíä âûäàòü óïðàâëÿþùèé ñèãíàë. Ýòîò 1,5-
ñåêóíäíûé âðåìåííîé ãîðèçîíò ïðèâîäèò ê ÷ðåçâû÷àéíî ðîáêîìó ïîâåäåíèþ,
ïîòîìó ÷òî äîñòóïíûé âèä âïåðåä èìååò íåáîëüøîå ðàññòîÿíèå. Ïðåäëîæåííûé
ìåòîä ASLAM-MPPI èñïîëüçóåò êàðòîãðàôè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, îñíîâàííóþ
íà âñåì ãîðèçîíòå ñîáûòèé, êîòîðûé ìîæåò áûòü ñêîððåêòèðîâàí ñ ïîñòóïëåíè-
åì íîâîé èíôîðìàöèè. Òàêèì îáðàçîì, îí áîëåå óñòîé÷èâ ê ïîòåðå èíôîðìàöèè,
÷åì MPPI ñ ãëóáîêèìè ñâåðòî÷íûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè. Êðîìå òîãî, çíà÷è-
òåëüíûì âêëàäîì íàøåé ðàáîòû íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà òåõíîëî-
ãèè ìåòîäà àêòèâíîãî SLAM äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ñáîåâ â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè.
Çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è ðåàêòèâíî-
ãî ïëàíèðîâàíèÿ ÁÒÑ íà ñëîæíîì ïîëèãîíå, èìèòèðóþùåì ïðîèçâîäñòâåííóþ
ñðåäó. Äëÿ ýòîãî ãëîáàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèëà ÷åðåç ãîðêó ñî ñëîæíûìè ïî-
âîðîòàìè, ïî êîòîðîé îíà íå ïðåîäîëåâàëàñü â ðó÷íîì ðåæèìå ÁÒÑ-óïðàâëåíèÿ
áåç îáó÷åíèÿ îïåðàòîðà. MPPI ñ ãëóáîêèìè ñâåðòî÷íûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè íå
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ìîæåò ðàñïîçíàâàòü ïîäúåìû è ñïóñêè ñ ãîðêè áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìà-
öèè. Òàêèì îáðàçîì, êàðòà çàòðàò, ñîçäàííàÿ ýòèì ìåòîäîì, íå ìîæåò áûòü çà-
òåì íåïîñðåäñòâåííî ââåäåíà â àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëüþ.
Êëàññè÷åñêèå ñõåìû óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, PID, LQR, iLQR) ìîãóò íàäåæíî
îòñëåæèâàòü ãëîáàëüíóþ òðàåêòîðèþ, íî íå ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíûìè â ñëó÷àå
ñáîåâ â ñèñòåìå ëîêàëèçàöèè.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó êîíñóëü-
òàíòó Ä.Þ. Êàðàìçèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ó, ïîìîùü è ïîääåðæêó â èññëåäî-
âàíèÿõ, ñâîèì ñîàâòîðàì Â.À. Áåðåçíåâó, È.Â. Ïðîêîïüåâó è Â.Í. Áåëîòåëîâó
çà àêòóàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, à òàêæå ñâîèì êîëëåãàì � êîëëåêòèâó ñîòðóä-
íèêîâ îòäåëà 55 Îòäåëåíèÿ 5 ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ, êîòîðûå ïðèíèìàëè ó÷àñòèå â
ïðåäñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèÿõ.



Ëèòåðàòóðà

[1] Ýëüñãîëüö Ë.Ý. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. � Ì.: Ãîñòåõèçäàò, 1958. � 163 ñ.

[2] Ãåëüôàíä È.Ì., Ôîìèí Ñ.Â. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå. � Ì.-Ë.: Ôèçìàòãèç,
1961. � 228 ñ.

[3] Ïåòðîâ Þ. Ï. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Èçä. 2-å. � Ë.: ¾Ýíåðãèÿ¿, 1977. � 280 c.

[4] Áëèññ Ã.À.Ëåêöèè ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ / Ïåð. ñ àíãë. Þ.Ê. Ñîëí-
öåâà. Ïîä ðåä. Ë. Ý. Ýëüñãîëüöà. � Ìîñêâà: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1950. � 348
c.

[5] ßíã Ë. Ëåêöèè ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ è òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ. � Ì.: Ìèð, 1974. � 488 ñ.

[6] Ìîðîçîâ Ñ.Ô. Ðàçðûâíûå çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ: Ó÷åá. ïîñîáèå
/ Íèæåãîðîä. ãîñ. óí-ò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî. � Í. Íîâãîðîä: ÍÍÃÓ, 1991.
� 79 c.

[7] Êóçíåöîâ Þ.À., Ñåìåíîâ À.Â. Èçáðàííûå ãëàâû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ. Ýëåêòðîííîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå. � Íèæíèé Íîâãîðîä: Íè-
æåãîðîäñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, 2012. � 69 ñ.

[8] Mordukhovich B.S. Variational Analysis and Generalized Di�erentiation. V. I.
Basic Theory. Springer-Verlag. 2006.

[9] Òèõîìèðîâ Â.Ì. Ïðèíöèï Ëàãðàíæà è çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Èçä-âî ÌÃÓ, 1982.

[10] Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ., Áîëòÿíñêèé Â.Ã., Ãàìêðåëèäçå Ð.Â., Ìèùåíêî Å.Ô. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ. � Ì.: Íàóêà, 1961.

275



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 276

[11] Hestenes M.R. Calculus of Variations and Optimal Control Theory. New York:
Wiley, 1966.

[12] Liberzon D. Calculus of Variations and Optimal Control Theory: A Concise
Introduction. Princeton University Press. 2012.

[13] Ãàìêðåëèäçå Ð.Â. Îïòèìàëüíûå ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ ïðè îãðàíè÷åííûõ
ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ // Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 1960.
Ò. 24. Ñ. 315�356.

[14] Äóáîâèöêèé À.ß., Ìèëþòèí À.À. Çàäà÷è íà ýêñòðåìóì ïðè íàëè÷èè îãðà-
íè÷åíèé //Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè. 1965. Ò.5, No.3. Ñ. 395�453.

[15] Àðóòþíîâ À.Â., Òûíÿíñêèé Í.Ò. Î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà â çàäà÷å ñ ôàçî-
âûìè îãðàíè÷åíèÿìè. // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. òåõí. Êèáåðíåòèêà. � 1984. �
� 4. � C. 60�68.

[16] Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè. � Ì.:
Íàóêà, 1989.

[17] Àëåêñååâ Â. Ì., Òèõîìèðîâ Â. Ì., Ôîìèí Ñ. Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.
Ì.: Íàóêà. 1979. � 430 ñ.

[18] Áîëòÿíñêèé Â.Ã. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. 2-å
èçä., ïåðåðàá. è äîï. � Ìîñêâà: Íàóêà, 1969. � 408 ñ.

[19] Ãàáàñîâ Ð., Êèðèëëîâà Ô.Ì. Îñîáûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ. Ì.: Ïëåíóì
Ïðåññ, 1978.

[20] Ãîðíîâ À. Þ. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåð-
ìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè // ÆÂÒ. 2008. �4. Ñ. 24�30.

[21] Kushlyk O.I. Optimal control problem with phase constraints for a linear system
of equations with delay. Ukr Math J. 1991. V. 43. C. 1533�1538.

[22] Longla M. Pontryagin's principle of maximum for linear optimal control
problems with phase constraints in in�nite dimensional spaces // Discrete and
Continuous Models and Applied Computational Science. 2008. �4.

[23] Tyatyushkin A., Zarodnyuk T. Numerical method for solving optimal
control problems with phase constraints // Numerical Algebra, Control and
Optimization. 2017. V. No. 4. P. 481�492.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 277

[24] Òÿòþøêèí À.È. Îïòèìèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ è ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìàõ ñ ôà-
çîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. - 2023. - Ò. 63. - �6. - C. 950�961.

[25] Theodore T.-M.Optimal control of a two-phase �ow model with state constraints
// Mathematical Control and Related Fields, 2016, V. 6. No. 2. P. 335�362.

[26] Makowski K., Neustadt L.W. Optimal Control Problems with Mixed Control-
Phase Variable Equality and Inequality Constraints // SIAM Journal on
Control. 1974. V. 12. No. 2. P. 184�228.

[27] Bonnans J. F., Hermant A. Revisiting the analysis of optimal control problems
with several state constraints // Control and Cybernetics. 2009. V. 38. No. 4.
P. 1021�1052.

[28] Bortakovskii A.S. Elimination of Active Phase Constraints in Optimal Control
Problems // J. Comput. Syst. Sci. Int. 2024. V. 63. P. 743�764.

[29] Áîðòàêîâñêèé À.Ñ. Èñêëþ÷åíèå àêòèâíûõ ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé â çàäà÷àõ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ // Èçâåñòèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Òåîðèÿ
è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. - 2024. - �5. - C. 68-89.

[30] Athans M., Falb P.L. Optimal Control: An Introduction to the Theory and Its
Applications. � McGraw Hill, New York, 1966. � 879 p.

[31] À. Þ. Ãîðíîâ, À. È. Òÿòþøêèí, Å. À. Ôèíêåëüøòåéí ×èñëåííûå ìåòîäû
äëÿ ðåøåíèÿ òåðìèíàëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ // Æ. âû÷èñë.
ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2016. Ò. 56. � 2. Ñ. 224�237.

[32] Êèñåëåâ Þ. Í., Îðëîâ Ñ. Ì., Îðëîâ Ì. Â. Èññëåäîâàíèå îäíîé íåëèíåéíîé
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îñîáûìè ðåæèìàìè // Ñáîðíèê íàó÷íûõ
òðóäîâ ô-òà ÂÌÊ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ¾Ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ¿ ïîä ðåäàêöèåé Þ.Ñ. Îñèïîâà, À.Â. Êðÿæèìñêîãî. Ò. 5. ÌÀÊÑ
Ïðåññ Ìîñêâà, 2010. Ñ. 113�126.

[33] Äàðüèíà À.Í., Äèâååâ À.È., Êàðàìçèí Ä.Þ., Ïåðåéðà Ô.Ë., Ñîôðîíîâà
Å.À., ×åðòîâñêèõ Ð.À. Èññëåäîâàíèå ìåòîäà âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ
íåðåãóëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè // Âîïðîñû òåîðèè áåçîïàñíîñòè è óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì. 2020. � 22. Ñ.
25-51.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 278

[34] Äàðüèíà À.Í., Äèâååâ À.È., Êàðàìçèí Ä.Þ., Ïåðåéðà Ô.Ë., Ñîôðîíîâà
Å.À., ×åðòîâñêèõ Ð.À. Ðåãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ
òðåõêîëåñíîãî ìîáèëüíîãî ðîáîòà ñ ïåðåäíèì ïðèâîäîì ïðè îãðàíè÷åííûõ
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ // Âîïðîñû òåîðèè áåçîïàñíîñòè è óñòîé÷èâîñòè ñè-
ñòåì. 2020. � 22. Ñ. 52-77.

[35] Ìàòâèé÷óê À.Ð., Ìàëåâ À.Ã., Çèìîâåö À.À. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Âåñòíèê ÍÍÃÓ.
2011. �4-2.

[36] Êàðàìçèí Ä.Þ. Íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè-
ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè
îãðàíè÷åíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà // Èçâåñòèÿ Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííî-
ãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ Ìàòåìàòèêà. 2024. Ò. 49. C. 3�15.

[37] Mordukhovich B.Sh.Maximum principle in the problem of time optimal response
with nonsmooth constraints // Journal of Applied Mathematics and Mechanics.
1976. Vol. 40, No 6. P. 960�969.

[38] Hartl R. F., Sethi S. P., Vickson R. G. A Survey of the Maximum Principles
for Optimal Control Problems with State Constraints. SIAM Review. 1995. Vol.
37, No 2. P. 181�218.

[39] Hermant A. Stability Analysis of Optimal Control Problems with a Second-
Order State Constraint // SIAM Journal on Optimization. 2009. Vol. 20. P.
104�129.

[40] Chertovskih R., Daryina A., Diveev A., Karamzin D. Pereira F.L., Sofronova
E. Investigation of a perturbation method to solve essentially non-regular time-
optimal control problems with state constraints // 19th European Control
Conference (ECC 2020). 2020. Art. no. 9143703/ P. 849�854.

[41] Chertovskih R., Daryina A., Diveev A., Karamzin D., Pereira F.L., Sofronova
E. Regular perturbations to the motion of a three-wheeled mobile robot with
the front-wheel drive under restricted state variables // 19th European Control
Conference (ECC 2020). 2020. Art. no. 9143809. P. 1210�1215.

[42] Neustadt L.W. An abstract variational theory with applications to a broad class
of optimization problems. II: Applications // SIAM J. Control. 1967. Vol. 5. No.
3. P. 505�527.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 279

[43] Warga J. Minimizing variational curves restricted to a preassigned set //Trans.
Amer. Math. Soc.1964. No. 112.

[44] Íîâèêîâ Ä.À. Î ïðîñòåéøåé çàäà÷å áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷å-
íèåì ïðè óïðàâëåíèè ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèåé òåëà // Òð. Èí-òà ìà-
òåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. 2023. Ò. 29, � 3. Ñ. 62�72.

[45] Io�e A. and Tikhomirov V. Theory of extremal problems, North-Holland
Publishing Co., Amsterdam-New York, (1979)

[46] Ôåäîðåíêî Ð.Ï. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ �
Ì.: Íàóêà, 1978. � 488 ñ.

[47] Êðàñîâñêèé H.H. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ì.: Íàóêà, 1968.

[48] Ôèëèïïîâ À.Ô. Î íåêîòîðûõ âîïðîñàõ òåîðèè îïòèìàëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ
// Âåñòíèê ÌÃÓ, Ìàòåì. è ìåõ. 1959. � 2. Ñ. 25�38.

[49] Àðóòþíîâ À.Â. Ê òåîðèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1989. � Ò.
304. � � 1. � C. 11-14.

[50] Arutyunov A.V. Optimality conditions: Abnormal and Degenerate Problems.
Mathematics and Its Application. Kluwer Academic Publisher. 2000.

[51] Àðóòþíîâ À.Â., Êàðàìçèí Ä.Þ. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â çàäà÷å îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ // Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2015. Ò. 51. �1. Ñ. 34�46.

[52] Arutyunov A., Karamzin D., Pereira F.L. Optimal Impulsive Control. The
Extension Approach. / Lecture Notes in Control and Information Sciences. �
Springer, Cham, 2019. � 477 p.

[53] Arutyunov A.V., Aseev S.M. State constraints in optimal control. The
degeneracy phenomenon, Systems & Control Letters. 1995. V. 26. No. 4. P.
267�273.

[54] Äóáîâèöêèé À.ß., Äóáîâèöêèé Â.À. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ìèíè-
ìóìà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ âûðîæäåíèåì êîíöåâûõ è ôà-
çîâûõ îãðàíè÷åíèé // Óñïåõè ìàò. íàóê. 1985. V. 40, No. 2(242). Ñ. 175�176.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 280

[55] Karamzin D., Pereira F.L. On a Few Questions Regarding the Study of State-
Constrained Problems in Optimal Control // Journal of Optimization Theory
and Applications. 2019. Vol. 180. No 1. P. 235�255.

[56] Karamzin D., Pereira F.L. On higher-order state constraints // SIAM Journal
on Control and Optimization. 2023. Vol. 61, No 4. P. 1913�1933.

[57] Àðóòþíîâ À.Â., Êàðàìçèí Ä.Þ. Ñâîéñòâà ýêñòðåìàëåé â çàäà÷àõ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, 2016, Ò. 52, � 11, ñ. 1464�1476.

[58] Arutyunov A.V., Karamzin D.Yu. On Some Continuity Properties of the
Measure Lagrange Multiplier from the Maximum Principle for State Constrained
Problems // SIAM Journal on Control and Optimization. 2015. Vol. 53. No 4.
P. 2514�2540.

[59] Çàõàðîâ Å.Â., Êàðàìçèí Ä.Þ.. Ê èññëåäîâàíèþ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè
ìåðû-ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà â çàäà÷àõ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2015. Ò. 51. N 3, ñ. 395�401.

[60] Êóðæàíñêèé À.Á. Óïðàâëåíèå è íàáëþäåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.
Ì.: Íàóêà, 1977.

[61] Ìàòâååâ À. Ñ. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèÿìè îáùåãî
âèäà è ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. 1988. Ò.
52. � 6. Ñ. 1200�1229.

[62] Äóáîâèöêèé À. ß., Ìèëþòèí À. À. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðå-
ìóìà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè
òèïà íåðàâåíñòâà // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1968. Ò.8. �4. Ñ.
725�779.

[63] Vinter R.B., Ferreira M.M.A. When is the maximum principle for state
constrained problems nondegenerate? // J. Math. Anal. and Appl. 1994. V.
187. P. 438�467.

[64] Ferreira M.M.A., Fontes F.A.C.C., Vinter R.B. Non-degenerate necessary
conditions for nonconvex optimal control problems with state constraints //
J. Math. Anal. and Appl. 1999. Vol. 233.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 281

[65] Chertovskih R., Karamzin D., Khalil N.T., Pereira F.L. An indirect numerical
method for a time-optimal state-constrained control problem in a steady
two-dimensional �uid �ow // IEEE/OES Autonomous Underwater Vehicle
Workshop, Proceedings. 2018. Art. no. 8729750.

[66] Chertovskih R., Karamzin D., Khalil N.T., Pereira F.L. Path-constrained
trajectory time-optimization in a three-dimensional steady �ow �eld // 18th
European Control Conference (ECC 2019). 2019. Art. no. 8796083. P. 3746�
3751.

[67] Chertovskih R., Karamzin D., Khalil N.T., Pereira F.L. Regular path-
constrained time-optimal control problems in three-dimensional �ow �elds //
European Journal of Control. 2020. 56 p. 98-106.

[68] Chertovskih R., Karamzin D., Khalil N.T., Pereira F.L. An Indirect Method
for Regular State-Constrained Optimal Control Problems in Flow Fields. IEEE
Transactions on Automatic Control, 2021, 66(2), pp. 787�793.

[69] Arutyunov A.V., Karamzin D.Yu., Pereira F.L.: Optimal Impulsive Control.
The Extension Approach. Springer (2011)

[70] Arutyunov A.V., Karamzin D.Yu., Pereira F.L. The Maximum Principle
for Optimal Control Problems with State Constraints by R.V. Gamkrelidze:
Revisited // J. Optim. Theory Appl. 2011. Vol. 149. No 3. P. 474�493.

[71] Arutyunov A.V., Karamzin D.Y., Pereira F.L. Investigation of Controllability
and Regularity Conditions for State Constrained Problems // IFAC-
PapersOnLine. 2017. Vol. 50. No 1. P. 6295�6302.

[72] Vinter R. Optimal control, Springer Science & Business Media, (2000).

[73] Clarke F.H., Vinter R.B. Optimal multiprocesses // SIAM J. Control and
Optim. 1989. Vol. 27. No 5. P. 1072�1091.

[74] Fontes F.A.C.C., Frankowska H. Normality and Nondegeneracy for Optimal
Control Problems with State Constraints // J. Optim. Theory Appl. 2015. Vol.
166. P. 115�136.

[75] Arutyunov A.V. Perturbations of extremal problems with constraints and
necessary optimality conditions // Journal of Soviet Mathematics. 1991. V. 54,
No. 6. P. 1342�1400.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 282

[76] Arutyunov A.V., Aseev S.M. Investigation of the degeneracy phenomenon of
the maximum principle for optimal control problems with state constraints //
SIAM J. Control Optim. 1997. V. 35, No. 3. P. 930�952.

[77] Arutyunov A., Karamzin D. A Survey on Regularity Conditions for State-
Constrained Optimal Control Problems and the Non-degenerate Maximum
Principle // Journal of Optimization Theory and Applications. 2020. 184(3).
P. 697-723.

[78] Ìàòâååâ À.Ñ. Î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1987. Ò.
23, No. 4. Ñ. 629-�640.

[79] Àôàíàñüåâ À.Ï., Äèêóñàð Â.Â., Ìèëþòèí À.À., ×óêàíîâ Ñ.Â. Íåîáõîäèìîå
óñëîâèå â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè. � Ì.: Íàóêà, 1990.

[80] Galbraith G.N., Vinter R.B. Lipschitz continuity of optimal controls for state
constrained problems // SIAM J. Control and Optim. 2003. Vol. 42, No. 5.

[81] Àðóòþíîâ À.Â. Ñâîéñòâà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â ïðèíöèïå ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2012. Ò. 48. �11.

[82] Hager W.W. Lipschitz continuity for constrained processes // SIAM J. Control
and Optim. 1979. V. 17, No 3. P. 321�338.

[83] Maurer H. Di�erential stability in optimal control problems // Applied
Mathematics and Optimization. 1979. Vol. 5, No 1. P. 283�295.

[84] Fabien B. C. Numerical solution of constrained optimal control problems with
parameters // Applied Mathematics and Computation. 1996. Vol. 80. No 1. P.
43�62.

[85] Bryson E.R., Yu-Chi Ho. Applied Optimal Control. � Teylor&Francis, 1969.

[86] Âàñèëüåâ Ô.Ï. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè. � Ì.: Ôàêòîðèàë ïðåññ, 2002.

[87] Betts J. T. Practical Methods for Optimal Control Using Nonlinear
Programming. SIAM. 2001

[88] Betts J.T., Hu�man W.P. Path-constrained trajectory optimization using
sparse sequential quadratic programming // Journal of Guidance, Control,
Dynamics. 1993. Vol. 16. No. 1. P. 59�68.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 283

[89] B�uskens, C. and Maurer, H. SQP-methods for solving optimal control problems
with control and state constraints: adjoint variables, sensitivity analysis and
real-time control, Journal of computational and applied mathematics, 120(1-2),
85�108, (2000).

[90] Haberkorn T., Tr�elat E. Convergence results for smooth regularizations of
hybrid nonlinear optimal control problems // SIAM Journal on Control and
Optimization. 2011. Vol. 49. No 4. P.1498�1522.

[91] Jacobson D., Lele M. A transformation technique for optimal control problems
with a state variable inequality constraint // IEEE Transactions on Automatic
Control/ 1969. Vol. 14. No 5. P. 457�464.

[92] van Keulen T., Gillot J., de Jager B., Steinbuch M. Solution for state
constrained optimal control problems applied to power split control for hybrid
vehicles // Automatica. 2014. Vol. 50. No 1. P. 187�192.

[93] Pytlak R. Numerical Methods For Optimal Control Problems With State
Constraints. � Springer, 2006.

[94] Betts J.T., Campbell S.L., Engelsone A. Direct transcription solution of optimal
control problems with higher order state constraints: theory vs practice // Optim
Eng. 2007. No 8. P. 1�19.

[95] Malanowski K., Maurer H. Sensitivity Analysis for Optimal Control Problems
Subject to Higher Order State Constraints // Annals Oper. Res. 2001. Vol. 101.
P. 43�73.

[96] Dang T.P., Diveev A.I., Sofronova E.A. A Problem of Identi�cation Control
Synthesis for Mobile Robot by the Network Operator Method // Proceedings of
the 11th IEEE Conference on Industrial Electronics and Applications (ICIEA).
2016. P. 2413�2418.

[97] Diehl M., Bock H. G., Diedam H., Wieber P. B. Fast direct multiple shooting
algorithms for optimal robot control. In Fast motions in biomechanics and
robotics. � Berlin, Heidelberg: Springer, 2006. (P. 65-93).

[98] Soltani-Zarrin R., Zeiaee A., Jayasuriya S. Pointwise Angle Minimization:
A Method for Guiding Wheeled Robots Based on Constrained Directions //
In ASME Dynamic Systems and Control Conference. American Society of
Mechanical Engineers. 2014. P. V003T48A004-V003T48A004.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 284

[99] Zeiaee A., Soltani-Zarrin R., Fontes F.A.C.C., Langari R. Constrained
directions method for stabilization of mobile robots with input and state
constraints // Proceedings of the American Control Conference. 2017. P. 3706�
3711.

[100] Ïîëÿê Á.Ò. Ãðàäèåíòíûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ // Æóðíàë
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � 1963. � Ò. 3. � �4.
� Ñ. 643-653.

[101] Nesterov Y. Gradient methods for minimizing composite functions //
Mathematical Programming. � 2013. � Volume 140. � pp. 125-161.

[102] Ãèëë Ô., Ìþððåé Ó., Ðàéò Ì. Ïðàêòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ. / Ïåðåâîä ñ
àíãë. Â.Þ. Ëåáåäåâà. � Ìîñêâà: Ìèð, 1985. � 509 ñ.

[103] Ñòðîíãèí Ð.Ã. ×èñëåííûå ìåòîäû â ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷àõ:(Èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû). � Ì.: Íàóêà.
Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., 1978. � 240 ñ.

[104] Horst R., Tuy H. Global optimization: Deterministic approaches. 3rd revised
and enlarged ed. � Springer, 1996. � 748 ñ.

[105] Ãðàíè÷èí Î. Í., Ïîëÿê Á.Ò. Ðàíäîìèçèðîâàííûå àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè
è îöåíèâàíèÿ ïðè ïî÷òè ïðîèçâîëüíûõ ïîìåõàõ. � Ì.: Íàóêà, 2003. � 291 ñ.

[106] Evtushenko Yu.G., Posypkin M.A. A deterministic algorithm for global
multiobjective optimization. // Optimization Methods and Software. � 2014.
� 29:5. � pp. 1005-1019.

[107] Åâòóøåíêî Þ.Ã. ×èñëåííûé ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèé (ïåðåáîð íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå) // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç.
� 1971. � 11:6. � Ñ. 1390-1403.

[108] Êàðïåíêî À.Ï. Ñîâðåìåííûå àëãîðèòìû ïîèñêîâîé îïòèìèçàöèè. Àëãîðèò-
ìû, âäîõíîâëåííûå ïðèðîäîé. � Ì.: Èçäàòåëüñòâî ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà,
2014. � 448 ñ. 257

[109] Glover F., Kochenberger G. A. (eds.) Handbook of metaheuristics. /
International Series in Operations Research & Management Science. Vol 57.
� Springer, Boston, MA, 2003. � 557 c.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 285

[110] Kennedy J., Eberhart R. Particle swarm optimization // Proceedings of IEEE
International conference on Neural Networks. 1995, pp. 1942�1948.

[111] Shi C., Bu Y., Liu J. Mobile robot path planning in three-dimensional
environment based on ACO-PSO hybrid algorithm. IEEE/ASME intern.
conf. on advanced intelligent Mathematics and Mathematical Modeling 57
mechatronics: AIM 2008 (Xian, China, July 2-5, 2008): Proc. N.Y.: IEEE, 2008.

[112] Eberhart R., Kennedy J. A new optimizer using particle swarm theory. 6th
intern. symp. on micromachine and human science: MHS'95 (Nagoya, Japan,
Oct. 4-6, 1995): Proc. N.Y.: IEEE, 1995. Pp. 39�43.

[113] Daryina A.N., Prokopiev I.V. An optimization method of the unmanned
vehicle controller's parameters based on the optimization of particles's roy //
Procedia Computer Science. 2021, 787-792.

[114] Ïðîêîïüåâ È.Â., Ñîôðîíîâà Å.À. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìå-
òîäîâ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè äâèæåíèåì áåñïèëîòíî-
ãî òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà // Ôóíäàìåíòàëüíî-ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû áåç-
îïàñíîñòè, æèâó÷åñòè, íàäåæíîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåì.
Ìàòåðèàëû III ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿ-
ù¼ííîé 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Í.À. Ïèëþãèíà, Åëåö, èþíü
2019. Ñ. 376-384.

[115] Michalewicz Z., Krawczyk J., Kazemi M., Janikow C.Z.Genetic algorithms and
optimal control problems // Proceedings of the IEEE Conference on Decision
and Control. 1991. 3. P. 1664�1666.

[116] Äèâååâ À.È., Êîíñòàíòèíîâ Ñ.Â. Èññëåäîâàíèå ïðàêòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè
ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ îïòèìàëüíîãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåñ-
íûì ðîáîòîì // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ: Òåîðèÿ è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ. 2018. �4. Ñ.
80-106.

[117] Bertsekas D.P. Nonlinear Programming. 2nd edition. � Athena Scienti�c,
Belmont, MA, 1999. � 791 ñ.

[118] Êàðìàíîâ Â.Ã. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. ì.: Ôèçìàòëèò, 2000.

[119] Áàçàðà, ØåòòèÍåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Òåîðèÿ è àëãîðèòìû. / Ì.
Áàçàðà, Ê. Øåòòè; ïåð. ñ àíãë. Ò.Ä. Áåðåçíåâîé, Â.À. Áåðåçíåâà. � Ìîñêâà:
Ìèð, 1982. � 583 ñ.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 286

[120] F.H. Clarke. Optimization and Nonsmooth Analysis, John Wiley and Sons,
New York. 1983.

[121] Dijkstra E.W. A note on two problems in connection with graphs // Numer.
Math. Springer Science + Business media. 1959. V 1. N 1. P. 269-271.

[122] Hart P.E., Nilsson N.J., Raphael, B. A formal basis for the heuristic
determination of minimum cost paths // IEEE Transactions on Systems Science
and Cybernetics. 1968. Vol. 4(2) P. 100-107.

[123] Stentz A. (1995). The focussed D* algorithm for real-time replanning //
Proceedings of the International Joint Conference on Arti�cial Intelligence. 1995.
P. 1652-1659.

[124] Äèâååâ À.È. Ìåòîä ñåòåâîãî îïåðàòîðà. Ì.: ÂÖ ÐÀÍ, 2010, 178 ñ.

[125] Diveev A., Sofronova E. The Network Operator Method for Search of the Most
Suitable Mathematical Equation, in: Bio-Inspired Computational Algorithms
and Their Applications, Edited by Dr. Shangce Gao, InTech, 2012. pp. 19-42.

[126] Äèâååâ À.È., Ìåíäåñ Ôëîðåñ Í.Õ. Ñèíòåç ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâåííîé ñòà-
áèëèçàöèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà íà îñíîâå îáó÷åíèÿ ìåòîäîì ñèìâîëüíîé ðå-
ãðåññèè // Âåñòíèê Ðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ. Ñåðèÿ: èí-
æåíåðíûå èññëåäîâàíèÿ. 2021. Ò. 22. �2. Ñ. 129-138.

[127] Äàðüèíà À.Í., Ïðîêîïüåâ È.Â.Ìåòîä îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ êîíòðîëëå-
ðà áåñïèëîòíîãî òðàíñïîðòíîãîñðåäñòâà íà îñíîâå îïòèìèçàöèè ðîÿ ÷àñòèö
// Íàäåæíîñòü è êà÷åñòâî ñëîæíûõ ñèñòåì. 2020. � 3 (31). Ñ. 80-87.

[128] Puterman M. L.Markov Decision Processes: Discrete Stochastic Dynamic Pro-
gramming. John Wiley & Sons. 1994.

[129] Sutton R. S., Barto A. G. Reinforcement Learning: An Introduction. MIT
Press. 2018.

[130] Karaman S., Frazzoli E. Sampling-based algorithms for optimal motion
planning //The International Journal of Robotics Research. 2011. Vol. 30(7). P.
846�894.

[131] LaValle S.M. Rapidly-exploring random trees: A new tool for path planning.
Technical Report TR98-11. 1998. Department of Computer Science, Iowa State
University.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 287

[132] Kavraki L.E., Svestka P., Latombe J. C., Overmars M. H. Probabilistic
roadmaps for path planning in high-dimensional con�guration spaces // IEEE
Transactions on Robotics and Automation. 1996. Vol. 12(4). P. 566�580.

[133] Àëåêñååâ Ñ.À., Êàëèíè÷åíêî À.È., Êëåáàí Â.Î., Øàëûòî À.À. Àâòîìà-
òè÷åñêèé ñèíòåç ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ¾êåãåëüðèíã¿ // Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé âåñòíèê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìåõàíèêè è
îïòèêè. 2011. Ò. 72. � 2. Ñ. 26�31.

[134] Atanasov N., et al. Kinematic Modeling and Calibration of Autonomous
Ground Vehicles // IEEE Transactions on Robotics. 2014.

[135] Õîàíã Ä.Ò., Ïûðêèí À.À. Àëãîðèòì òðàåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíè-
åì ìîáèëüíîãî ðîáîòà áåç èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò ïîëîæåíèÿ // Íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìåõàíèêè è îïòèêè.
2021. Ò. 21. � 6. Ñ. 858�865.

[136] Þõèìåö Ä.À., Ãóáàíêîâ À.Ñ., Çóåâ À.Â. Ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ òðàåêòîðèé ìîáèëüíîãî ðîáîòà â íåèçâåñòíîé îáñòàíîâêå // Ðîáî-
òîòåõíèêà è òåõíè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà. 2018. Ò. 19. �2. Ñ. 46�51.

[137] Borenstein J., Koren Y. Real-time obstacle avoidance for fast mobile robots.
IEEE Trans. on Systems, Man, and Cybernetics, 1989, vol. 19, no. 5, pp.
1179�1187.

[138] Garrido-Jurado S., Mu�noz-Salinas R., Madrid-Cuevas F. J., Mar��n-Jim�enez
M. J. Automatic generation and detection of highly reliable �ducial markers
under occlusion // Pattern Recognition. 2014. V. 47. P. 2280-2292.

[139] Mario D. Fiore, Felix Allmendinger, Ciro Natale A general constraint-
based programming framework for multi-robot applications // Robotics and
Computer-Integrated Manufacturing. 2024. V. 86.

[140] Äàðüèíà À.Í., Ïðîêîïüåâ È.Â. Ñèíòåç æèâó÷èõ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé // Íàóêîåìêèå òåõíîëîãèè. 2016. Ò.
17, No. 6. Ñ. 16�20.

[141] Äåðãà÷¼â Ñ. À., ßêîâëåâ Ê. Ñ. Ïðèìåíåíèå óïðàâëåíèÿ ñ ïðîãíîçèðóþùè-
ìè ìîäåëÿìè è ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèåé â çàäà÷å äåöåíòðàëèçîâàííîãî
ìíîãî-àãåíòíîãî èçáåãàíèÿ ñòîëêíîâåíèé // XIV Âñåðîññèéñêîå ñîâåùàíèå



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 288

ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ (ÂÑÏÓ 2024) (Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ, 17-20 èþíÿ
2024 ã.). Ñ. 1792�1796.

[142] Äàðüèíà À. Í., Ïðîêîïüåâ È.Â. Ñèíòåç ôóíêöèîíàëà äëÿ îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ìîáèëüíûì ðîáîòîì â ðåàëüíîì âðåìåíè // Ìàòåðèàëû
IV ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ôóíäàìåíòàëüíî-
ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû áåçîïàñíîñòè, æèâó÷åñòè, íàäåæíîñòè, óñòîé÷èâîñòè
è ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåì¿. Åëåö, Ðîññèÿ. 2020

[143] Ïðîêîïüåâ È.Â.Ìîäåëü èíòåëëåêòíîãî êîíòðîëëåðà ïîäñòðîéêè ýòàëîííîé
ìîäåëè äëÿ ñèñòåìû êîîðäèíàòíî-ïàðàìåòðè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ // Òðóäû
ÈÑÀ ÐÀÍ. Äèíàìèêà íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì. 2010. 5 (53). Ñ. 80-88.

[144] Kschischang F. R., Frey B. J. and Loeliger H. A. Factor Graphs and the Sum-
Product Algorithm // IEEE Transactions on Information Theory, 2001, 47(2),
498�519.

[145] Macenski S., et al. ROS 2 Navigation Stack. 2020.

[146] Magni L., Nicolao G., Magnani L., Scattolini R. A Stabilizing Model-Based
Predictive Control Algorithm for Nonlinear Systems // Automatica. 2001. V.
37. P. 1351�1362.

[147] Rosenblatt J. K. Optimal selection of uncertain actions by maximizing expected
utility. Proc. 1999 IEEE Int. Symposium on Computational Intelligence in
Robotics and Automation, November 1999, 95-100.

[148] Weise T. Global Optimization Algorithms - Theory and Application: Ph.D
The-sis. -University of Kassel, 2008.

[149] Williams G., Wagener N., Goldfain B., Drews P., Rehg J.M., Boots B., and
Theodorou E.A. Information Theoretic MPC for Model-Based Reinforcement
Learning Conference: 2017 IEEE Interna-tional Conference on Robotics and
Automation (ICRA) 29 May-3 June 2017

[150] Ñèäîðåíêî À. Â. Îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì ïðè íàâèãàöèè ìîáèëüíûõ ðî-
áîòîâ // Âåñòíèê Ïîëîöêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ Ñ. Ôóí-
äàìåíòàëüíûå íàóêè. 2021. �12.

[151] Êóçíåöîâ À.À. Îáçîð âîçìîæíîñòè îáó÷åíèÿ ðîáîòîâ ïðè ïîìîùè àëãî-
ðèòìîâ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ // Âåñòíèê íàóêè. 2022. Ò. 51. �6 Ñ. 239�243.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 289

[152] Goodfellow I., Bengio Y., Courville A. Deep Learning. MIT Press. 2016

[153] Ëþ Â. Ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ ïóòè â ñðåäå ñ ïðåïÿòñòâèÿìè (îáçîð) //
Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2018. � 01. Ñ. 15�58.

[154] Íèìàé ×àíäðà Äàñ, Ñêàêóí À.Ä. Àëãîðèòì ïëàíèðîâàíèÿ òðàåê-
òîðèè ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ. https://scm.etu.ru/

assets/files/2021/scm21/papers/228-231.pdf (äàòà ïîñëåäíåãî îáðàùå-
íèÿ 30.05.2025 ã.)

[155] ßêîâëåâ Ê. Ñ., Àíäðåé÷óê À. À., Ñêðûííèê À. À., Ïàíîâ À. È. Ìåòîäû
ïëàíèðîâàíèÿ è îáó÷åíèÿ â çàäà÷àõ ìíîãîàãåíòíîé íàâèãàöèè // Äîêëàäû
Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, ïðîöåññû óïðàâëå-
íèÿ. T. 508, � 1, 2022. ñ. 88�93.

[156] Ge S.S., Cui Y.J. New potential functions for mobile robot path planning //
IEEE Trans. on Robotics and Automation. 2000. Vol. 16. No. 5. P. 615�620.

[157] Lumelsky V., Stepanov A. Dynamic path planning for a mobile automaton with
limited information on the environment. IEEE Trans. on Automatic Control,
1986, vol. 31, no. 11, pp. 1058�1063.

[158] Glasius R., Komoda A., Stan C.A.M. Gielen Neural network dynamics for
path planning and obstacle avoidance. Neural Networks, 1995, vol. 8, no. 1, pp.
125�133.

[159] Ku�ner J.J., LaValle S.M. RRT-connect: An e�cient approach to to single-
query path planning. IEEE intern. conf. on robotics and automation: ICRA'2000
(San Francisco, CA, USA, April 24-28, 2000): Proc. N.Y.: IEEE, 2000. Vol. 2.
P. 995�1001.

[160] Áîáöîâ À.À., Äîáðèáîðù Ä., Êàïèòîíîâ À.À. Ñèñòåìà íàâèãàöèè è óïðàâ-
ëåíèÿ äâèæåíèåì ìîáèëüíûì ðîáîòîì // Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé âåñòíèê èí-
ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìåõàíèêè è îïòèêè. 2017. Ò. 17. � 2. Ñ. 365�367.

[161] Ãîëîâàí À.À., Ãðèøèí À.À., Æèõàðåâ Ñ.Ä., Ëåíñêèé À.Â. Àëãîðèòìû ðå-
øåíèÿ çàäà÷è íàâèãàöèè ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ. Ì.: Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÌÃÓ
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ïðåïðèíò �57-99. 1999. 54 ñ.

[162] Äàðüèíà À.Í., Ïðîêîïüåâ È.Â. Ìåòîä àêòèâíîé îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçà-
öèè è êàðòîãðàôèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè ïðîãíîçèðóþùåãî èíòåãðàëü-
íîãî ïóòè äëÿ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ // Íåéðîêîìïüþòåðû: ðàçðàáîòêà, ïðè-
ìåíåíèå. 2021. Ò. 23. � 6. Ñ. 12-23.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 290

[163] Ëåñíèêîâà À. À., Ïåðøèíà Æ. Ñ. Ñèñòåìà ëîêàëüíîé íàâèãàöèè ìîáèëüíî-
ãî ðîáîòà íà îñíîâå âèçóàëüíîé îäîìåòðèè // Èíæåíåðíûå è íàó÷íûå ïðè-
ëîæåíèÿ íà áàçå òåõíîëîãèé NI (NIDays-2014): ñá. òð. 13 ìåæäóíàð. íàó÷.-
ïðàêò. êîíô., Ìîñêâà, 19-20 íîÿá. 2014 ã. - Ìîñêâà : ÄÌÊ, 2014. Ñ. 224�225.

[164] Dellaert F., Kaess V. Square Root SAM: Simultaneous Localization and
Mapping via Square Root Information Smoothing. The International Journal
of Robotics Research, 2006, 25(12), 1181-1203.

[165] H. Durrant-Whyte and T. Bailey "Simultaneous localization and mapping: part
I,"in IEEE Robotics and Automation Magazine, vol. 13, no. 2, pp. 99-110, June
2006, doi: 10.1109/MRA.2006.1638022.

[166] Guizilini V., Ramos F. Towards real-time 3d continuous occupancy mapping
using hilbert maps. The International Journal of Robotics Research, 2018, 37,
566-584.

[167] Kaess M., Johannsson H., Roberts R., Ila V., Leonard J.J. and Dellaert
F. iSAM2: Incremental Smoothing and Mapping Using the Bayes Tree. The
International Journal of Robotics Research, 2012, 31, 217-236.

[168] Sani M. F., Karimian Gh. Automatic Navigation and Landing of an Indoor
AR.Drone Quadrotor Using ArUco Marker and Inertial Sensors // International
Conference on Computer and Drone Applications (IConDA). 2017.

[169] Sun K., Mohta K., Pfrommer B., Watterson M., Liu S., Mulgaonkar Y., Taylor
C.J., and Kumar V. Robust stereo visual inertial odometry for fast autonomous
�ight, IEEE Robotics and Automation Letters, 2018, vol. 3, no. 2, pp. 965�972.

[170] Zhao S., Wang P., Zhang H., Fang Z., and Scherer S. TP-TIO: A
robust thermal-inertial odometry with deep thermalpoint, 2020 IEEE/RSJ
International Conference on Intelligent Robots and Systems (IROS).

[171] Thrun S., Montemerlo M. The GraphSLAM Algorithm With Applications to
Large-Scale Mapping of Urban Structures. The International Journal of Robotics
Research, 2005, 25(5-6), 403-430.

[172] Marut A., Wojtowicz K., Falkowski K. ArUco markers pose estimation in
UAV landing aid system // In Proceedings of the 2019 IEEE 5th International
Workshop on Metrology for AeroSpace (MetroAeroSpace). � Turin, Italy, 19-21
June 2019. P. 261�266.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 291

[173] ROS Wik. Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ.: http://wiki.ros.org/aruco. (äàòà ïî-
ñëåäíåãî îáðàùåíèÿ 30.05.2023 ã.)

[174] Wong J. Theory of Ground Vehicles, Wiley, (2008).

[175] Field A., Cherchas D., and Calisal S. Optimal control of an autonomous
underwater vehicle, World Automatic Congress, (2000).

[176] Rawlings J. B., Mayne D. Q., Diehl M. (2017). Model Predictive Control:
Theory, Computation, and Design.

[177] LaValle S. M. Planning Algorithms. Cambridge University Press. 2006.

[178] Èçìàèëîâ À.Ô., Ñîëîäîâ Ì.Â. ×èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ì.: Ôèç-
ìàòëèò, 2003.

[179] Mur-Artal R., Montiel J. M. M. and Tardos J. D. Orb-slam: a ver-satile
and accurate monocular slam system // IEEE Transactions on Robotics. 2015.
31(5):1147�1163.

[180] Bloesch M., Omari S., Hutter M., and Siegwart R. Robust visual inertial
odometry using a direct EKF-based approach, 2015 IEEE/RSJ International
Conference on Intelligent Robots and Systems (IROS), 2015, pp. 298�304.

[181] Qin T., Li P., and Shen S. VINS-Mono: A robust and versatile monocular
visual-inertial state estimator, IEEE Transactions on Robotics, 2018, vol. 34,
no. 4, pp. 1004�1020.

[182] Khattak S., Papachristos C., and Alexis K. Keyframe-based thermal-inertial
odometry // Journal of Field Robotics, 2020, vol. 37, no. 4, pp. 552�579.

[183] Saputra M.R.U., de Gusmao P.P.B., Lu C.X., Almalioglu Y., Rosa S., Chen
C., Wahlstroem J., Wang W., Markham A., and Trigoni N. DeepTIO: A
deep thermal-inertial odometry with visual hallucination, IEEE Robotics and
Automation Letters, 2020, vol. 5, no. 2.

[184] Dickmann J., Klappstein J., Hahn M., Appenrodt N., Bloecher H., Werber K.,
and Sailer A. Automotive radar � The key technology for autonomous driving:
From detection and ranging to environmental understanding, 2016 IEEE Radar
Conference (RadarConf).

[185] Bereznev V.A. The principle of dividing feasible trajectories in a robot control
problem // Procedia Computer Science. 2021. P. 456-459.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 292

[186] Aswani A. Provably safe and robust learning-based model predictive control
// Automatica. 2013. Vol. 49. No. 5. P. 12161226.

[187] Chakrabarty A. Support Vector Machine Informed Explicit Nonlinear Model
Predictive Control Using Low-Discrepancy Sequences / A. Chakrabarty et al.
// IEEE Transactions on Automatic Control. 2017. Vol. 62, No. 1. P. 135-148.

[188] Chen H. A Quasi-Innite Horizon Nonlinear Model Predictive Control Scheme
with Guaranteed Stability // Automatica. 1998. Vol. 34. No. 10. P. 1205-1217.

[189] Domahidi A. Learning a feasible and stabilizing explicit model predictive
control law by robust optimization // Proceedings of the IEEE Conference on
Decision & Control. 2011. No. EPFL-CONF-169723.

[190] Fontes F.A.C.C. A General Framework to Design Stabilizing Nonlinear Model
Predictive Controllers // Systems & Control letters. 2000. Vol. 42. No. 2. P.
127-143.

[191] Grune L. Nonlinear model predictive control. Springer London. 2011

[192] Hertneck M. Learning an approximate model predictive controller with
guarantees // IEEE Control Systems Letters. 2018. Vol. 2. No. 3. P. 543�548.

[193] Pin G. Approximate model predictive control laws for constrained nonlinear
discrete-time systems: analysis and o ine design // International Journal of
Control. 2013. Vol.86. No.5. P. 804-820.

[194] Rawlings J.B., Mayne D.Q. Model Predictive Control: Theory and Design.
Madison: Nob Hill Publishing. 2009.

[195] Rosolia U., Borrelli F. Learning model predictive control for iterative tasks.
a datadriven control framework // IEEE Transactions on Automatic Control.
2018. Vol. 63. No. 7.

[196] Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ. https://sites.google.com/view/mpc-robotics (äà-
òà ïîñëåäíåãî îáðàùåíèÿ 25.01.2025).

[197] Williams G., Aldrich A., and Theodorou E. A. Model predictive path integral
control: From theory to parallel computation // Journal of Guidance, Control,
and Dynamics, pp. 1�14, 2017.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 293

[198] Williams G., Drews P., Goldfain B., Rehg J. M. and Theodorou E. A.
Aggressive driving with model predictive path integral control, in 2016 IEEE
International Conference on Robotics and Automation (ICRA), May 2016, pp.
1433�1440.

[199] Justin Fu's MPPI implementation. Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ. https://github.
com/justinjfu/mpPI (äàòà ïîñëåäíåãî îáðàùåíèÿ 19.04.2025).

[200] Àõìåòçÿíîâ È.Ç., Èîíîâ Ì.À., Êàðàáöåâ Â.Ñ. Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà
RRT äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ ïðè
îáúåçäå ïðåïÿòñòâèé // Âåñòíèê ÑèáÀÄÈ. 2017. Ò. 58. � 6. Ñ. 148-154.

[201] Hsu D., Kindel R., Latombe J.-C., Rock S. Randomized kinodynamic motion
planning with moving obstacles // The International Journal of Robotics
Research. 2002. V. 21. P. 233�255.

[202] Kunz T., Stilman M. Kinodynamic RRTs with �xed time step and best-
input extension are not probabilistically complete // Algorithmic Foundations
of Robotics XI. Springer. 2015. P. 233�244.

[203] Àëàê Ñàáàõ Àëõàëèëè, Ëóêüÿíîâ Å.À. Óïðàâëåíèå äâèæåíèåì êîëåñíîãî
ìîáèëüíîãî ðîáîòà íà îñíîâå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ // Âåñòíèê ÁÃ-
ÒÓ èì. Â.Ã. Øóõîâà. 2022. � 8. Ñ. 112�121.

[204] Bhatia S., Kaur G. Multi-agent systems: A survey // Arti�cial Intelligence
Review/ 2020. Vol. 53. No/ 2. P. 1�40.

[205] Ogata K. Modern Control Engineering. Prentice Hall. 2010.

[206] Êàðïàñþê È.Â. Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ äëÿ ïîèñêà ïóòåé íà
âçâåøåííîì ãðàôå // Òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è ñâÿçè. Ìà-
òåðèàëû êîíôåðåíöèè ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è òåõíè÷åñêèå ñðåä-
ñòâà óïðàâëåíèÿ¿ (ICCT-2021), 14-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àêó-
ñòîîïòè÷åñêèå è ðàäèîëîêàöèîííûå ìåòîäû èçìåðåíèé è îáðàáîòêè èíôîð-
ìàöèè¿ (ARMIMP-2021). Àñòðàõàíü. 2021. P. 248�250.

[207] Liu V. Methods of path planning in an environment with obstacles (review)
// Mathematics and mathematical modeling: a network scienti�c publication.
Moscow: MGTU. 2018. No. 01. P. 15�58.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 294

[208] Lim C. W., Yong L. S., Ang M.H. Hybrid of global path planning and local
navigation implemented on a mobile robot in indoor environment // Proceedings
of the IEEE International Symposium on Intelligent Control (ISIC). Vancouver,
Canada. 2002. P. 821�826.

[209] Zhenyu W., Lin F. Obstacle prediction�based dynamic path planning for
a mobile robot // International Journal of Advancements in Computing
Technology. 2012. Vol. 4. No. 3. P. 118�124.

[210] À.Í. Äàðüèíà. Ìåòîä íüþòîíîâñêîãî òèïà äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ // Â ñáîðíèêå: Ôóíäàìåíòàëüíî-ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû áåçîïàñíîñòè,
æèâó÷åñòè, íàäåæíîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåì Ìàòåðèà-
ëû II ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù¼ííîé 105-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àäìèðàëà ôëîòà ÑÑÑÐ äâàæäû ãåðîÿ Ñîâåòñêîãî
Ñîþçà Ñåðãåÿ Ãåîðãèåâè÷à Ãîðøêîâà. 2018. Ñ. 237�242.

[211] À.Í. Äàðüèíà. Î çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ãðóïïîé ðîáîòîâ // Â ñáîðíè-
êå: Ôóíäàìåíòàëüíî-ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû áåçîïàñíîñòè, æèâó÷åñòè, íà-
äåæíîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåì Ìàòåðèàëû II ìåæäóíà-
ðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù¼ííîé 105-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ àäìèðàëà ôëîòà ÑÑÑÐ äâàæäû ãåðîÿ Ñîâåòñêîãî Ñîþçà Ñåðãåÿ
Ãåîðãèåâè÷à Ãîðøêîâà. 2018. Ñ. 242�246.

[212] Jing R., McIsaac K.A., Patel R.V. Modi�ed Newton's method applied to
potential �eld-based navigation for mobile robots // IEEE Transactions on
Robotics. 2006. Vol. 22. No. 2. P. 384�391.

[213] Shiltagh N., Jalal L. Optimal path planning for intelligent mobile robot
navigation using modi�ed particle swarm optimization // International Journal
of Engineering and Advanced Technology. 2013. Vol. 2. No. 4. P. 260�267.

[214] Yee Z.C., Ponnambalam S.G. Mobile robot path planning using ant colony
optimization // IEEE/ASME International Conference on Advanced Intelligent
Mechatronics. Singapore, 2009. P. 851� 856.

[215] Àíòîíîâ Â.Î., Ãóð÷èíñêèé Ì.Ì., Ïåòðåíêî Â.È., Òåáóåâà Ô.Á. ×èñëåí-
íûé ìåòîä ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè îáõîäà ïðåïÿòñòâèé íà îñíîâå èòåðà-
òèâíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè // Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñâÿçè è
áåçîïàñíîñòè. 2018. � 1. Ñ. 168�182.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 295

[216] Medvedev M., Pshikhopov V. Path planning of mobile robot group based on
neural networks // Lecture Notes in Computer Science 2020. Ò. 12144LNAI. P.
51�62.

[217] Moreno J.A., Castro M. Heuristic algorithm for robot path planning based on
a growing elastic net // Progress in arti�cial intelligence: 12th Portuguese conf.
on arti�cial intelligence: EPIA 2005 (Covilh�a, Portugal, December 5-8, 2005):
Proc. B.: Springer, 2005. Vol. 3808. P. 447�454.

[218] Pshikhopov V.Kh., Gurenko B.V., Medvedev M.Yu. Algorithms of adaptive
positiontrajectory control systems of moving objects // Control problems. 2015.
No. 4. P. 66�75.

[219] Drews P., Williams G., Goldfain B., Theodorou E.A., Rehg J.M. Aggressive
Deep Driving: Combining Convolutional Neural Networks and Model Predictive
Control, 2017, arXiv:1707.05303.

[220] D. Q. Mayne Model predictive control: Recent developments and future
promise // Automatica. 2014. V. 50, No. 12. P. 2967�2986.

[221] Howard T. M., Kelly A. Optimal rough terrain trajectory generation for
wheeled mobile robots // International Journal of Robotics Research. 2007.
Vol. 26. No. 2. P. 141�166.

[222] Howard T. M., Kelly A. Trajectory and spline generation for all-wheel steering
mobile robots // Proceedings of the IEEE/RSJ International Conference on
Intelligent Robotics and Systems, Beijing, China. 2006.

[223] Howard T.M., Green C., Ferguson D., Kelly A. State space sampling of feasible
motions for high performance mobile robot navigation in complex environments
// Journal of Field Robotics. 2008. Vol. 25. No. 6-7. P. 325�345.

[224] Howard T.M., Green C., Kelly A. Receding horizon model-predictive control
for mobile robot navigation of intricate paths // In Proceedings of the 7th
International Conference on Field and Service Robotics. 2009.

[225] Kelly A., Nagy B.. Reactive nonholonomic trajectory generation via parametric
optimal control // International Journal of Robotics Research. 2003. Vol. 22.
No 7-8. P. 583�601.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 296

[226] Kuwata Y., Teo J., Karaman S., Fiore G., Frazzoli E., How J. P. Motion
planning in complex environments using closed-loop prediction // in AIAA
Guidance, Navigation and Control Conference and Exhibit, Honolulu, HI. Art.
num. AIAA�2008�7166. 2008.

[227] Diveev A.I. A Numerical Method for Network Operator for Synthesis of a
Control System with Uncertain Initial Values // Journal of Computer and
Systems Sciences International. 2012. Vol. 51, No. 2. P. 228-�243.

[228] Diveev A.I., Sofronova E.A. Application of network operator method for syn-
thesis of optimal structure and parameters of automatic control system //
Proceed-ings of 17-th IFAC World Congress, Seoul. 2008. P. 6106 � 6113.

[229] Diveev A.I., Sofronova E.A. Numerical method of network operator for multi-
objective synthesis of optimal control system // Proceedings of Seventh Interna-
tional Conference on Control and Automation (ICCA'09) Christchurch, New
Zea-land. 2009. P. 701�708.

[230] Zhang J. and Singh S. Loam: Lidar odometry and mapping in real-time. In
Robotics: Science and Systems, volume 2, 2014.

[231] J. Engel T. Schops and D. Cremers Lsd-slam: Large-scale direct monocular
slam. In ¨ European Conference on Computer Vision, pages 834�849. Springer,
2014.

[232] Mur-Artal R., Tardos J. D. ORB-SLAM2: an open-source SLAM system for
monocular, stereo,and RGB-D cameras, IEEE Transactions on Robotics, 2017,
33 (5), 1255�1262.

[233] Newcombe R. A., Izadi S., Hilliges O., Molyneaux D., Kim D., Davison A.J.,
Kohi P., Shotton J., Hodges S., and Fitzgibbon A. Kinectfusion: Real-time dense
surface mapping and tracking. In Mixed and augmented reality (IS-MAR), 2011
10th IEEE international symposium on. P. 127�136.

[234] Kendall A., Cipolla R. Modelling uncertainty in deep learning for camera
relocalization. Proceedings of the International Conference on Robotics and
Automation (ICRA), 2016.

[235] Vasilev D. V., Latyshev A., Kuderov P., Shiman N., Panov A. I. Dynamical
Distance Adaptation in Goal-Conditioned Model-Based Reinforcement Learning
// Advances in Neural Computation, Machine Learning, and Cognitive



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 297

Research VIII. Selected Papers from the XXVI International Conference on
Neuroinformatics, October 21�25, 2024, Moscow, Russia. Pages 185�198.

[236] Ìîðîçîâà Â.È., Ëîãóíîâà Ä.È. Ïðîãíîçèðîâàíèå ìåòîäîì ìàøèííîãî îáó-
÷åíèÿ // Ìîëîäîé ó÷åíûé. 2022. Ò. 416. � 21. Ñ. 202�204.

[237] Íåñòåðîâà Ì., Ñêðûííèê À., Ïàíîâ À. Adaptive Curriculum
Learning: Optimizing Reinforcement Learning Through Dynamic Task
Sequencing // XXVI Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Íåéðîèíôîðìàòèêà-2024¿ (Ðîññèÿ, Ìîñêâà, 21�25 îêòÿáðÿ 2024 ã.).

[238] Ïàíîâ À. È. Îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì: òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû è àëãîðèò-
ìè÷åñêèå ðåàëèçàöèè // Ñîâìåñòíûé ñåìèíàð ÐÀÈÈ è ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ ¾Ïðî-
áëåìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà¿ (Ìîñêâà, 30 îêòÿáðÿ 2024 ã.).

[239] Êàëëàí Ð. Îñíîâíûå êîíöåïöèè íåéðîííûõ ñåòåé. Ìîñêâà. Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, Êèåâ: Èçäàòåëüñêèé äîì ¾Âèëüÿìñ¿. 2003. � 288 ñ.

[240] Ýéêõîôô Ï. Îñíîâû èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Îöåíèâàíèå ïà-
ðàìåòðîâ è ñîñòîÿ-íèÿ. Ì.: Ìèð. 1975. 687 ñ.

[241] ×åðíóõèí Þ.Â., Äîëåíêî Þ.Ñ., Áóòîâ Ï.À. Áèîíè÷åñêèå ïîäõîäû ê îáðà-
áîòêå ñåíñîðíîé èíôîðìàöèè â íåéðîñåòåâûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ èíòåë-
ëåêòóàëüíûõ ìîáèëüíûõ ðîáîòîâ // Èçâåñòèÿ ÞÔÓ. Òåõíè÷åñêèå íàóêè.
2012. �5. Ñ. 194�199.

[242] Ïÿêèëëÿ Á. È. Èäåíòèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðîáîòîòåõíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû // ÌÑèÌ. 2014. �4 (32). Ñ. 100�104.

[243] Íèëüñîí Í. Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèé. Ì.: Èçäà-
òåëüñòâî ¾Ìèð¿. 1973. 270 ñ.

[244] Hart P. E., Nilsson N. J., Raphael B. Correction to ¾A Formal Basis for the
Heuristic Determination of Minimum Cost Paths¿. SIGART Newsletter, 1972,
37, 28�29.

[245] Èîôôå Ì. Ë. Ïðèíöèï Àêêåðìàíà è åãî ðåàëèçàöèÿ â ñîâðåìåííûõ àâòî-
ìîáèëÿõ // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàøèíîñòðîåíèå. 2021. �9 (738).

[246] Ëàïèí À.Â., Çóáîâ Í.Å., Ïðîëåòàðñêèé À.Â. Îáîáùåíèå ôîðìóëû Àêêåð-
ìàíà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âåêòîð-
íûì âõîäîì // Âåñòíèê ÌÃÒÓ èì. Í. Ý. Áàóìàíà. Ñåð. Åñòåñòâåííûå íàóêè.
2023. Ò. 109. � 4.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 298

[247] Ljung L. System Identi�cation: Theory for the User. Prentice Hall. 1999.

[248] Siciliano B., et al. Robotics: Modelling, Planning and Control. Textbook. 2009.

[249] Äîìáðîâñêèé Â.Â. Ýêîíîìåòðèêà: ó÷åáíèê. Ì.: Íîâûé ó÷åáíèê. 2004. 342
ñ.

[250] Òóð÷àê Ë. È., Ïëîòíèêîâ Ï. Â. Îñíîâû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ: ó÷åáíîå ïî-
ñîáèå. Ì.: Ôèçìàòëèòþ 2002.

[251] Nelles O. Nonlinear System Identi�cation. Springer. 2001.

[252] Slotine J.-J., Li W. Applied Nonlinear Control. Prentice Hall. 1991. 459 p.

[253] Thrun S., Burgard W., Fox D. Probabilistic Robotics. MIT Press. 2005. 668 p.

[254] Ìàêêàëîõ Äæ., Ïèòòñ Ó. Ëîãè÷åñêèå èñ÷èñëåíèÿ èäåé, îòíîñÿùèõñÿ ê
íåðâíîé äåÿòåëüíîñòè.// Àâòîìàòû. Ì.: ÈË, 1956.

[255] Raissi M., Perdikaris P., Karniadakis G. E. (2019). Physics-informed neural
networks. Journal of Computational Physics.

[256] Îáçîð ðåêóððåíòíûõ ñåòåé è èõ ìîäèôèêàöèé äëÿ ðàáîòû ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòÿìè. Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ. education.yandex.ru/handbook/ml/
article/nejroseti-dlya-raboty-s-posledovatelnostyami (äàòà ïîñëåä-
íåãî îáðàùåíèÿ 30.04.2025 ã.)

[257] Synthetic Trajectory Generation Through Convolutional Neural Networks:
arxiv.org/abs/2407.16938

[258] E�cient Multi-Agent Trajectory Prediction with Adaptation (ADAPT):
arxiv.org/abs/2307.14187

[259] Machine Learning for Autonomous Vehicle's Trajectory Prediction:
arxiv.org/abs/2307.07527

[260] Ïðèìåð èíòåãðàöèè íåéðîñåòè ñ ìàðøðóòèçàòîðîì äëÿ ãåíåðàöèè òðà-
åêòîðèé. Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ. habr.com/ru/companies/otus/articles/

904352/ (äàòà ïîñëåäíåãî îáðàùåíèÿ 09.02.2024 ã.)

[261] Bellman R. Dynamic programming, 1957.



ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 299

[262] Beckov A.V., Prokopiev I.V. Problem of Cost Function Synthesis for Mobile
Robot's Trajectory and the Network Operator Method for its Solution // 13th
International Symposium Intelligent Systems, St. Pe-tersburg, Russia. 2018. P.
695�701.

[263] Äàðüèíà À. Í., Ïðîêîïüåâ È.Â. Ìåòîä íåéðîñåòåâîãî óïðàâëåíèÿ â ðåàëü-
íîì âðåìåíè íà îñíîâå ñèíòåçà ôóíêöèè âûáîðà // Íàäåæíîñòü è êà÷åñòâî
ñëîæíûõ ñèñòåì. 2019. Ò. 28. � 4. Ñ. 41�50.

[264] Äàðüèíà À.Í., Äèâååâ À.È., Ïðîêîïüåâ È.Â. Ðîáîòîòåõíè÷åñêèé öåíòð
ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ // Âîïðîñû òåîðèè áåçîïàñíîñòè è óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì,
âûïóñê 21. Ì.: ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ. 2019. C. 66�77.

[265] Äèâååâ À.È., Äîöåíêî À. Â. Áèáëèîòåêà Ðython äëÿ ñèíòåçà èíòåëëåêòó-
àëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ // Âåñòíèê ÐÓÄÍ. Ñåðèÿ: Èíæåíåðíûå èññëå-
äîâàíèÿ. 2018. V. 19, No. 2. Ñ. 177�189.

[266] Todoran H.G., Bader M. Extended Kalman Filter (EKF)-based Local SLAM
in Dynamic Environments // Advances in Intelligent Systems and Computing.
2015

[267] Montemerlo M., Thrun S., Koller D., Wegbreit B. FastSLAM: A factored
solution to the simultaneous localization and mapping problem // Proceedings
of the AAAI National Conference on Arti�cial Intelligence, 2002, 593�598.

[268] Bajcsy R. Active Perception. Proceedings of the IEEE, 1988, 76(8), 966-1005.

[269] Leung C., Huang S., Dissanayake G. Active SLAM using Model Predictive
Control and Attractor Based Exploration. In Proceedings of the IEEE/RSJ
International Conference on Intelligent Robots and Systems, 2006, 5026�5031.

[270] Scaramuzza D., Fraundorfer F. Visual Odometry [Tutorial]. Part I: The First
30 Years and Fun-damentals. IEEE Robotics and Automation Magazine, 2011,
18(4), 80-92.

[271] Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ. https://wiki.ros.org/navigation. (äàòà ïîñëåäíå-
ãî îáðàùåíèÿ 30.05.2025 ã.)



Ïðèëîæåíèå A

Ëèñòèíãè ïðîãðàìì ê ãëàâàì 1 è 2

A.1 Ëèñòèíã ïðîãðàììû äëÿ òî÷íîãî íàõîæäåíèÿ

îïòèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïðè

íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé

1

2 import numpy as np

3 from scipy.integrate import solve_ivp

4 from scipy.optimize import root

5 import matplotlib.pyplot as plt

6

7 # Parameters

8 epsilon = 0.1

9 A = np.array ([-1.5, 0.3])

10 B = np.array ([1.5 , -0.5])

11 alpha0 = -np.pi / 4

12 tol_boundary = 1e-3

13 max_refinements = 7 # Maximum of 7 step reductions

14

15 # Function a_eps(t)

16 def compute_a_eps(psi1 , psi2 , mu, x1, x2, alpha):

17 cos_a = np.cos(alpha)

18 sin_a = np.sin(alpha)

19 return (psi1 + mu * x1) * cos_a + (psi2 + mu * x2) * sin_a

20

21 # Calculation of lambda according (24) -(26)

22 def compute_lambda(a_eps_T):

23 threshold = epsilon **2 / np.sqrt(1 - epsilon) if epsilon < 1

else np.inf
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24 if a_eps_T <= -threshold:

25 return (-a_eps_T + np.sqrt(a_eps_T **2 + epsilon **2 * (

epsilon + 1))) / (2 * (epsilon + 1))

26 elif a_eps_T >= threshold:

27 return (a_eps_T + np.sqrt(a_eps_T **2 + epsilon **2 * (epsilon

+ 1))) / (2 * (epsilon + 1))

28 else:

29 return np.sqrt(( a_eps_T **2 + epsilon **3) / (4 * epsilon))

30

31 # Calculation mu on border according (27) -(29)

32 def compute_mu_on_boundary(psi1 , psi2 , psi3 , x1 , x2, alpha , a_eps ,

lambda_reg):

33 cos_a = np.cos(alpha)

34 sin_a = np.sin(alpha)

35 xcos = x1 * cos_a + x2 * sin_a

36 psi_dot_x = psi1 * x1 + psi2 * x2

37 if a_eps <= -2 * epsilon * lambda_reg:

38 return (2 * lambda_reg / epsilon **2) * xcos - psi_dot_x

39 elif a_eps >= 2 * epsilon * lambda_reg:

40 return -(2 * lambda_reg / epsilon **2) * xcos - psi_dot_x

41 else:

42 psi_cos = psi1 * cos_a + psi2 * sin_a

43 numerator = -psi_cos * xcos + (epsilon **3) * psi_dot_x

44 denominator = xcos **2 + epsilon **3

45 return numerator / (denominator + 1e-10)

46

47 # Border check

48 def on_boundary(x1, x2):

49 return abs(x1**2 + x2**2 - 1) < tol_boundary

50

51 # The system of differential equations

52 def system(t, Y, lambda_reg , mu_val):

53 x1, x2 , alpha = Y[0:3]

54 psi1 , psi2 , psi3 = Y[3:6]

55 a_eps = compute_a_eps(psi1 , psi2 , mu_val , x1 , x2, alpha)

56 p_eps = np.sign(a_eps) * min(abs(a_eps) / (2 * epsilon *

lambda_reg), 1.0)

57 u_eps = np.sign(psi3) * min(abs(psi3) / (2 * epsilon *

lambda_reg), 1.0)

58 v1_eps = (epsilon / (2 * lambda_reg)) * (psi1 + mu_val * x1)

59 v2_eps = (epsilon / (2 * lambda_reg)) * (psi2 + mu_val * x2)

60 dx1 = p_eps * np.cos(alpha) + epsilon * v1_eps

61 dx2 = p_eps * np.sin(alpha) + epsilon * v2_eps

62 dalpha = u_eps

63 dpsi1 = -mu_val * (p_eps * np.cos(alpha) + epsilon * v1_eps)

64 dpsi2 = -mu_val * (p_eps * np.sin(alpha) + epsilon * v2_eps)
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65 dpsi3 = p_eps * (

66 np.sin(alpha) * (psi1 + mu_val * x1) -

67 np.cos(alpha) * (psi2 + mu_val * x2)

68 )

69 dmu = 0.0

70 return [dx1 , dx2 , dalpha , dpsi1 , dpsi2 , dpsi3 , dmu]

71

72 # Adaptive integration step

73 def integrate_with_adaptive_step(t0 , tf , y0 , lambda_reg , mu_init ,

max_steps =10000):

74 t_vals = [t0]

75 y_vals = [y0]

76 mu_vals = [mu_init]

77 h = (tf - t0) / 100 # The initial step

78 t = t0

79 y = np.array(y0)

80 mu_current = mu_init

81 while t < tf and len(t_vals) < max_steps:

82 h = min(h, tf - t)

83 refined = 0

84 success = False

85 while refined <= max_refinements:

86 h_try = h / (2 ** refined)

87 try:

88 k1 = np.array(system(t, y, lambda_reg , mu_current))

89 k2 = np.array(system(t + h_try / 2, y + h_try * k1 /

2, lambda_reg , mu_current))

90 k3 = np.array(system(t + h_try / 2, y + h_try * k2 /

2, lambda_reg , mu_current))

91 k4 = np.array(system(t + h_try , y + h_try * k3,

lambda_reg , mu_current))

92 y_new = y + (h_try / 6) * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)

93 x1_new , x2_new = y_new[0], y_new [1]

94 crossed_boundary = on_boundary(y[0], y[1]) !=

on_boundary(x1_new , x2_new)

95 violated = x1_new **2 + x2_new **2 < 1 - 1e-3

96 if violated or (crossed_boundary and abs(mu_current)

> 1e-2):

97 if refined < max_refinements:

98 refined += 1

99 continue

100 else:

101 h_try = h / (2 ** max_refinements)

102 y_new = y + (h_try / 6) * (k1 + 2*k2 + 2*k3

+ k4)

103 else:



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ A. ËÈÑÒÈÍÃÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌ Ê ÃËÀÂÀÌ 1 È 2 303

104 t += h_try

105 y = y_new

106 t_vals.append(t)

107 y_vals.append(y)

108 if crossed_boundary and not violated:

109 a_eps = compute_a_eps(y[3], y[4], mu_current

, y[0], y[1], y[2])

110 mu_new = compute_mu_on_boundary(y[3], y[4],

y[5], y[0], y[1], y[2], a_eps , lambda_reg)

111 if abs(mu_new) < 1e-2:

112 mu_current = mu_new

113 else:

114 return None , None , None

115 mu_vals.append(mu_current)

116 success = True

117 break

118 except Exception as e:

119 if refined < max_refinements:

120 refined += 1

121 else:

122 return None , None , None

123 if not success:

124 break

125 return np.array(t_vals), np.array(y_vals), np.array(mu_vals)

126

127 # A function for the shooting method

128 def shooting(guess):

129 theta , beta , T = guess

130 psi1_T = np.cos(theta)

131 psi2_T = np.sin(theta)

132 psi3_T = 0.0

133 alpha_T = beta

134 a_eps_T = compute_a_eps(psi1_T , psi2_T , 0.0, B[0], B[1], alpha_T

)

135 global lambda_reg

136 lambda_reg = compute_lambda(a_eps_T)

137 y0 = [B[0], B[1], alpha_T , psi1_T , psi2_T , psi3_T , 0.0]

138 t_vals , y_vals , mu_vals = integrate_with_adaptive_step (0, T, y0 ,

lambda_reg , 0.0)

139 if y_vals is None:

140 return [1e6] * 3

141 x1_0 , x2_0 , alpha_0 = y_vals[-1, 0], y_vals[-1, 1], y_vals[-1,

2]

142 residual_x1 = x1_0 - A[0]

143 residual_x2 = x2_0 - A[1]

144 residual_alpha = alpha_0 - alpha0
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145 return [residual_x1 , residual_x2 , residual_alpha]

146

147 # Initial approximation

148 initial_guess = [np.pi + 0.5, -np.pi / 6, 3.8]

149

150 # Solution

151 result = root(shooting , initial_guess , method='lm', tol=1e-4)

152

153 if result.success:

154 theta_opt , beta_opt , T_opt = result.x

155 psi1_T = np.cos(theta_opt)

156 psi2_T = np.sin(theta_opt)

157 a_eps_T = compute_a_eps(psi1_T , psi2_T , 0.0, B[0], B[1],

beta_opt)

158 lambda_reg = compute_lambda(a_eps_T)

159 y0 = [B[0], B[1], beta_opt , psi1_T , psi2_T , 0.0, 0.0]

160 t_vals , y_vals , mu_vals = integrate_with_adaptive_step (0, T_opt ,

y0, lambda_reg , 0.0)

161 if y_vals is not None:

162 t = t_vals

163 x1 = y_vals[:, 0][:: -1] # From A to B

164 x2 = y_vals[:, 1][:: -1]

165 alpha = y_vals[:, 2][:: -1]

166 mu_vals = mu_vals [::-1]

167

168 # Trajectory graph

169 plt.figure(figsize =(10, 8))

170 theta_circle = np.linspace(0, 2*np.pi, 100)

171 plt.plot(np.cos(theta_circle), np.sin(theta_circle), 'k-',

linewidth =2, label='Obstacle $x_1^2 + x_2^2 = 1$')

172 plt.plot(x1, x2, 'b-', linewidth =2, label='The trajectory ')

173 plt.plot(A[0], A[1], 'go', label='A')

174 plt.plot(B[0], B[1], 'ro', label='B')

175 plt.xlabel('$x_1$ ')

176 plt.ylabel('$x_2$ ')

177 plt.axis('equal ')

178 plt.grid(True)

179 plt.legend ()

180 plt.title('Trajectory with adaptive step')

181 plt.show()

182

183 # Graph of mu(t)

184 plt.figure(figsize =(8, 4))

185 plt.plot(t, mu_vals , 'm-', linewidth =2, label=r'$\mu(t)$')

186 plt.axhline(0, color='k', linestyle='--', linewidth =0.8)

187 plt.xlabel('Time')
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188 plt.ylabel(r'$\mu(t)$')

189 plt.grid(True)

190 plt.legend ()

191 plt.title('The Lagrange multiplier $\mu(t)$')

192 plt.show()

193

194 # Control p and u

195 plt.subplot(3, 1, 3)

196 a_eps_vals = [compute_a_eps(psi1_i , psi2_i , mu_i , x1_i , x2_i

, alpha_i)

197 for x1_i , x2_i , alpha_i , psi1_i , psi2_i , mu_i in

zip(x1 , x2 , alpha , psi1 , psi2 , mu)]

198 p_vals = [compute_p(a) for a in a_eps_vals]

199 u_vals = [compute_u(psi3_i) for psi3_i in psi3]

200 plt.plot(t, p_vals , label=r'$p(t)$', drawstyle='steps -mid',

linewidth =2)

201 plt.plot(t, u_vals , label=r'$u(t)$', drawstyle='steps -mid',

linewidth =2)

202 for t_sw in switch_times_p:

203 plt.axvline(t_sw , color='orange ', linestyle='--',

linewidth =1.5, label='Switching p' if t_sw == switch_times_p [0]

else "")

204 for t_sw in switch_times_u:

205 plt.axvline(t_sw , color='magenta ', linestyle='--',

linewidth =1.5)

206 plt.xlabel("Time $t$")

207 plt.ylabel("Control")

208 plt.legend ()

209 plt.grid(True)

210

211 plt.tight_layout ()

212 plt.show()

213

214 else:

215 print("The shooting method didn't match")

216 print("Message:", result.message)

A.2 Ëèñòèíã ïðîãðàììû äëÿ òî÷íîãî íàõîæäåíèÿ

îïòèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïðè

íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé ãëóáèíû 2

1 import numpy as np
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2 from scipy.optimize import fsolve

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # Problem parameters

6 T = 3

7 R = 1

8 A = np.array ([-1.3, 0])

9 B = np.array ([1.3 , 0])

10 V0 = np.array([0, 0])

11

12 # Method parameters

13 P = 2

14 h = 0.01 * P

15 eps = 0.02 * P

16 eps_R = 0.05

17 reg = 0.1

18 delta = 0.1

19 kappa = 0.5

20 const = 5

21 L = 3

22 N = int(T // (h * kappa))

23

24 # Scanning sector (spherical angles)

25 a1, a2 = 0, np.pi

26 b1, b2 = 0, np.pi

27 c1, c2 = 0, 2 * np.pi

28

29 # Functions

30 def norm2(x):

31 return np.dot(x, x)

32

33 def prod(x, y):

34 return np.dot(x, y)

35

36 def con(T_adm , delta):

37 def F(z):

38 return z*z * (delta + (1 + 2*T_adm) * np.exp(z*z)) - delta

39 z = fsolve(F, 1.0) [0]

40 C = (2 * np.exp(z*z) * (1/ delta)) / (2*z*z - (1/ delta)*(1 + 2*

T_adm)*z*z*z*z*np.exp(z*z))

41 return C

42

43 # Preallocate arrays

44 x = np.zeros ((N, 2))

45 y = np.zeros ((N, 2))

46 u = np.zeros ((N, 2))
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47 psi_x = np.zeros ((N, 2))

48 psi_y = np.zeros ((N, 2))

49 mu = np.zeros(N)

50 x_min = np.zeros ((N, 2))

51 u_min = np.zeros ((N, 2))

52 mu_min = np.zeros(N)

53 Time = np.zeros(N)

54

55 # Initialize minimum time

56 T_min = T

57 eps2 = eps * eps

58 h0 = h

59

60 s1 = a1 - h

61 while s1 < a2:

62 s1 += h

63 rho = np.sqrt(1 - s1*s1).real

64 print(f"s1={s1:.10f}")

65

66 theta = b1 - h

67 while theta < b2:

68 theta += h

69 phi = c1 - h

70 while phi < c2:

71 phi += h

72

73 # Initializing the initial conditions

74 x[0] = A.copy()

75 y[0] = V0.copy()

76 psi_x [0] = [np.cos(s1), np.sin(s1) * np.cos(theta)]

77 psi_y [0] = [

78 np.sin(s1) * np.sin(theta) * np.sin(phi),

79 np.sin(s1) * np.sin(theta) * np.cos(phi)

80 ]

81 mu[0] = 0

82 u[0] = [0, 0]

83

84 i = 1

85 flag = 0

86 h_step = h0 # current step

87

88 while Time[i-1] < T_min:

89 Time[i] = Time[i-1] + h_step

90

91 # Adaptive step

92 if norm2(x[i-1]) < (R + eps_R)**2 and flag == 0:
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93 h_step *= kappa

94 flag = 1

95 elif norm2(x[i-1]) > (R + eps_R)**2 and flag == 1:

96 h_step = h0

97 flag = 0

98

99 # The "landing" condition

100 if norm2(x[i-1]) < (R + eps)**2 and abs(prod(x[i-1],

y[i-1])) < eps2:

101 s = i - 1

102 while Time[s] < T_min:

103 s += 1

104 Time[s] = Time[s-1] + h_step

105 if s >= N:

106 break

107

108 R0 = np.sqrt(norm2(x[s-1]))

109 r = norm2(y[s-1]) **2 - R0**2

110

111 if abs(r) < delta:

112 print(f"Regularity fails at t = {s *

h_step :.10f} :-(")

113 i = N

114 break

115

116 if s - i < L:

117 mu[s] = 0

118 else:

119 beta = prod(psi_y[s-1], x[s-1])

120 D = r * (beta **2 - norm2(psi_y[s-1]) *

R0**2)

121 if D < 0:

122 mu[s] = 0

123 else:

124 mu[s] = (beta * r - norm2(y[s-1]) *

np.sqrt(D)) / (R0**2 * r)

125 mu[s] = np.real(mu[s])

126

127 if not ((mu[s] < mu[s-1] + eps2) and (mu[s]

> -const * (s - i + 1) * h_step)):

128 i = N

129 break

130

131 alpha = psi_y[s-1] - mu[s] * x[s-1]

132 w = np.sqrt(norm2(alpha))

133 if w > reg:
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134 u[s] = alpha / w

135 else:

136 u[s] = u[s-1]. copy()

137

138 x[s] = x[s-1] + h_step * y[s-1]

139 y[s] = y[s-1] + h_step * u[s]

140 psi_x[s] = psi_x[s-1] + h_step * mu[s] * u[s

]

141 psi_y[s] = psi_y[s-1] - h_step * psi_x[s-1]

+ h_step * 2 * mu[s] * y[s-1]

142

143 pa = prod(x[s], y[s])

144 pb = pa / (R0**2)

145 y[s] = y[s] - x[s] * pb

146

147 if norm2(x[s] - B) < eps2:

148 if s * h_step < T_min:

149 T_min = s * h_step

150 x_min [:s+1] = x[:s+1]. copy()

151 u_min [:s+1] = u[:s+1]. copy()

152 mu_min [:s+1] = mu[:s+1]. copy()

153 print(f"Post -boundary hitting the

target detected at t = {T_min :.10f} !!!")

154 print(f"theta = {theta :.10f}, phi =

{phi :.10f}")

155 N = s + 1

156

157 if norm2(x[s]) < (R - eps)**2 or norm2(x[i

-1] - B) > 2 * norm2(A - B):

158 break

159

160 if norm2(x[s]) > (R + eps_R)**2 and flag ==

1:

161 h_step = h0

162 flag = 0

163

164 break

165

166 else:

167 mu[i] = 0

168 alpha = psi_y[i-1]

169 w = np.sqrt(norm2(alpha))

170 if w > reg:

171 u[i] = alpha / w

172 else:

173 u[i] = u[i-1]. copy()
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174

175 x[i] = x[i-1] + h_step * y[i-1]

176 y[i] = y[i-1] + h_step * u[i]

177 psi_x[i] = psi_x[i-1]. copy()

178 psi_y[i] = psi_y[i-1] - h_step * psi_x[i-1]

179

180 if norm2(x[i] - B) < eps2:

181 if i * h_step < T_min:

182 T_min = i * h_step

183 x_min [:i+1] = x[:i+1]. copy()

184 u_min [:i+1] = u[:i+1]. copy()

185 mu_min [:i+1] = mu[:i+1]. copy()

186 print(f"Hitting the target detected at t

= {T_min :.10f}")

187 N = i + 1

188

189 if norm2(x[i]) < R**2 or norm2(x[i-1] - B) > 2 *

norm2(A - B):

190 break

191

192 i += 1

193 if i >= N:

194 break

195

196 flag = 0

197 h_step = h0

198

199 print(f"T_min = {T_min :.10f}")

200

201 # Plots

202 t_steps = min(int(T_min // h0) + 1, len(x_min))

203

204 plt.figure (1)

205 plt.axis('equal ')

206 plt.plot(A[0], A[1], 'h', markersize =7, markerfacecolor='green',

label='Start A')

207 plt.plot(B[0], B[1], 'h', markersize =7, markerfacecolor='red', label

='Target B')

208 circle = plt.Circle ((0, 0), R, color='blue', fill=False , linestyle='

--')

209 plt.gca().add_patch(circle)

210 plt.plot(x_min [:t_steps , 0], x_min [:t_steps , 1], 'b-', linewidth

=1.5)

211 plt.title("Trajectory")

212 plt.xlabel("x")

213 plt.ylabel("y")
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214 plt.legend ()

215 plt.grid(True)

216

217 plt.figure (2)

218 plt.plot(Time[: t_steps], mu_min [: t_steps], 'r-', linewidth =1.2)

219 plt.title(r'$\mu(t)$')

220 plt.xlabel('Time')

221 plt.ylabel(r'$\mu$')

222 plt.grid(True)

223

224 plt.figure (3)

225 plt.plot(Time[: t_steps], u_min[:t_steps , 0], label=r'$u_1(t)$',

linewidth =1.2)

226 plt.plot(Time[: t_steps], u_min[:t_steps , 1], label=r'$u_2(t)$',

linewidth =1.2)

227 plt.title('Control $u(t)$')

228 plt.xlabel('Time')

229 plt.ylabel('u')

230 plt.legend ()

231 plt.grid(True)

232

233 plt.show()
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Ëèñòèíã ïðîãðàììû ê ãëàâå 3

B.1 Ëèñòèíã ïðîãðàììû äëÿ òî÷íîãî íàõîæäåíèÿ

îïòèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïðè

íàëè÷èè êðóãîâûõ ïðåïÿòñòâèé

*************************************************************
Ìîäóëü Shortpath.py (ãëàâíûé èñïîëíÿåìûé ìîäóëü)
*************************************************************

1

2 import dijkstra as dj

3 import aux_classes as aux

4 import draw_routines as draw

5 import file_routines as file

6 import matplotlib.pyplot as plt

7 import numpy as np

8 import geometry as geom

9 import designators

10 import argparse

11 from matplotlib import patches

12

13 class Formatter: # class to generate circle names with leading

zeros

14 def __init__(self , nmax: int):

15 self.ndigits: int = 0

16 while nmax // (10 ** self.ndigits):

17 self.ndigits += 1

18 self.formatstring = '{:0' + f'{self.ndigits}' + 'd}'

19

312
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20 def format(self , n):

21 return self.formatstring.format(n)

22

23

24 def generate_graph(start , finish , circles , umax: float = 1, base:

float = 1):

25 # names taken from designators.py

26 # st = 'S' # name for start point

27 # fn = 'F' # name for finish point

28 # cp = 'A' # name for point on a circle

29 # # ex = 'B' # name for exit point on a circle

30 # rt = 'R' # designator for right -side connection

31 # lt = 'L' # designator for left -side connection

32 # na = 'N' # designator for ignored name

33 # dl = '_' # delimiter in point names

34 st = designators.d_start

35 fn = designators.d_finish

36 cp = designators.d_circlepoint

37 rt = designators.d_right

38 lt = designators.d_left

39 dl = designators.d_delimiter

40 if umax is None or umax <= 0:

41 umax = np.float64 (1)

42 if base is None or base <= 0:

43 base = np.float64 (1)

44 ncircles = len(circles)

45 fmt = Formatter(ncircles)

46 fmt_st = st * fmt.ndigits

47 fmt_fn = fn * fmt.ndigits

48 cn = [fmt.format(i) for i in range(ncircles)] # circle names

formatted to have uniform length

49 g = dj.Graph (0) # initializing empty graph

50 # adding start point

51 g.add_vertex(st, start)

52 # adding finish point

53 g.add_vertex(fn, finish)

54 # trying to add direct connection from start to finish

55 if not geom.is_obstructed ([start , finish], circles):

56 # needs testing

57 conn = aux.Line(start , finish , umax)

58 name1 = dl.join([st, fn])

59 name2 = dl.join([fn, st])

60 g.add_vertex(name1 , conn.begin)

61 g.add_vertex(name2 , conn.end)

62 g.add_connection(name1 , name2 , conn)

63 phi = conn.begin [2] - start [2]
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64 g.add_connection(st , name1 , aux.Rotation(start , phi , umax ,

base))

65 rev = conn.end

66 rev[2] += np.pi

67 phi = finish [2] - rev [2]

68 g.add_connection(name2 , fn , aux.Rotation(rev , phi , umax ,

base))

69 # adding circles

70 for i in range(ncircles):

71 # connecting to start point

72 # finding tangent lines between start and circle

73 n, lines = geom.tangent_p2c(start , circles[i]) # points:

left , right looking from start

74 if n >= 2:

75 p_names = [dl.join([st , cn[i], rt]), dl.join([st, cn[i],

lt])]

76 for k in [0, 1]: # 0 for left , 1 for right

77 if not geom.is_obstructed(lines[k], circles):

78 # since we do not plan to go back to start we

only create directed connection from start to circle

79 # and no reverse connection. Same for rotations ,

and we do not add intermediate rotations between

80 # all directions that exit from starting point

towards circles

81 g.add_vertex(p_names[k], lines[k][0]) # adding

exit point from start

82 # connecting start point to exit point with

rotation

83 phi = lines[k][0][2] - start [2]

84 g.add_connection(st , p_names[k], aux.Rotation(

start , phi , umax))

85 # adding entry point on circle

86 name = dl.join([cp , cn[i], fmt_st , [rt , lt][k]])

87 g.add_vertex(name , lines[k][1])

88 # connecting exit point to circle (using data

from tangent_p2c output)

89 g.add_connection(p_names[k], name , aux.Line(

lines[k][0], lines[k][1], umax))

90 # finding tangent lines between circle and finish

91 n, lines = geom.tangent_c2p(circles[i], finish) # points:

left , right looking from circle

92 if n >= 2:

93 p_names = [dl.join([fn , cn[i], lt]), dl.join([fn, cn[i],

rt])]

94 for k in [0, 1]: # 0 for left , 1 for right

95 if not geom.is_obstructed(lines[k], circles):



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ B. ËÈÑÒÈÍÃ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ Ê ÃËÀÂÅ 3 315

96 # since we do not plan to go back from finish we

only create directed connection from finish

97 # to circle and no reverse connection. Same for

rotations as with start point.

98 g.add_vertex(p_names[k], lines[k][1]) # adding

entry point to finish

99 # connecting entry point to finish point with

rotation

100 phi = finish [2] - lines[k][1][2] # taking

outgoing direction of line

101 g.add_connection(p_names[k], fn , aux.Rotation(

lines[k][1], phi , umax , base))

102 # adding exit point on circle

103 name = dl.join([cp , cn[i], fmt_fn , [lt , rt][k]])

104 g.add_vertex(name , lines[k][0])

105 # connecting circle point to exit point (using

data from tangent_c2p output)

106 g.add_connection(name , p_names[k], aux.Line(

lines[k][0], lines[k][1], umax))

107 # connecting to other circles

108 for j in range(i+1, ncircles):

109 n, lines = geom.tangent_c2c(circles[i], circles[j])

110 if n >= 4: # assuming all lines are present = circles

do not overlap

111 # names for first circle # [type , from , to ,

touch_from , touch_to]

112 p_names1 = [dl.join([cp , cn[i], cn[j], lt , lt]), dl.

join([cp , cn[i], cn[j], rt , rt]),

113 dl.join([cp , cn[i], cn[j], lt , rt]), dl.

join([cp , cn[i], cn[j], rt , lt])]

114 # names for second circle

115 p_names2 = [dl.join([cp , cn[j], cn[i], rt , rt]), dl.

join([cp , cn[j], cn[i], lt , lt]),

116 dl.join([cp , cn[j], cn[i], lt , rt]), dl.

join([cp , cn[j], cn[i], rt , lt])]

117 for k in range(n):

118 if not geom.is_obstructed(lines[k], circles):

119 # adding vertices for points on both circles

120 g.add_vertex(p_names1[k], lines[k][0])

121 g.add_vertex(p_names2[k], lines[k][1])

122 # adding 2 connections in both directions

123 g.add_connection(p_names1[k], p_names2[k],

aux.Line(lines[k][0], lines[k][1], umax))

124 g.add_connection(p_names2[k], p_names1[k],

aux.Line(lines[k][1], lines[k][0], umax))

125 # adding arc connections between all points on a single circle
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126 for i in range(ncircles):

127 des_len = len(cp)

128 del_len = len(dl)

129 ind_len = fmt.ndigits

130 # looking for all points that have circle number <i> at the

second position in name

131 names = [n for n in g.vertex_data if n[0: des_len] == 'A' and

132 n[des_len + del_len: des_len + del_len + ind_len]

== fmt.format(i)]

133 prefix_len = len(cp) + 2 * fmt.ndigits + 3 * len(dl)

134 names_l = [n for n in names if n[prefix_len: prefix_len + 1]

== 'L']

135 names_r = [n for n in names if n[prefix_len: prefix_len + 1]

== 'R']

136 for n1 in names_l:

137 idx1 = g.vertex_data.index(n1)

138 for n2 in names_r:

139 idx2 = g.vertex_data.index(n2)

140 conn = aux.Arc(circles[i], g.vertex_locations[idx1],

g.vertex_locations[idx2], 1, umax , base)

141 dphi = conn.get_dphi () # should be nonnegative

142 if dphi < np.pi: # only adding connection if arc

angle is less than pi

143 g.add_connection(n1 , n2 , conn)

144 g.add_connection(n2 , n1 , aux.Arc(circles[i], g.

vertex_locations[idx2], g.vertex_locations[idx1],

145 -1, umax , base)

)

146 return g

147

148

149 def main():

150 ### Usage in command line: shortpath.py [-d / -t] [-f setupfile.

txt]

151 ### -d for distance , -t for time (default)

152 ### setupfile.txt: file with scenario setup

153 #

###################################################################

154 parser = argparse.ArgumentParser('shortpath ')

155 parser.add_argument('-t', '--time', help='Search mode , use -d

for distance or -t for time (default).',

156 action='store_true ')

157 parser.add_argument('-d', '--distance ', help='Search mode , use -

d for distance or -t for time (default).',

158 action='store_true ')
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159 parser.add_argument('-f', '--filename ',

160 help='-f <name >: Name of setup file to

process. Will open a dialog if none provided.', type=str ,

161 default='')

162 args = parser.parse_args ()

163 mode = 't' # 't' for time , 'd' for distance

164 if args.time:

165 mode = 't'

166 elif args.distance:

167 mode = 'd'

168

169 if args.filename == '':

170 in_name = file.get_setup_filename ()

171 else:

172 in_name = args.filename

173

174 print(in_name)

175

176 start , end , circles , umax , base = file.parse_setup(in_name)

177 out_name = file.generate_out_name(in_name)

178

179 if umax is None:

180 umax = 1

181 g = generate_graph(start , end , circles , umax , base)

182 # g.set_umax (0.5)

183 p_start = designators.d_start

184 p_finish = designators.d_finish

185 distance , path = g.dijkstra(p_start , p_finish , mode)

186

187 print(path)

188 # temporary for checking conections

189 # arr = [aux.Connection] * 0

190 # arr = []

191 # for i in range(len(g.vertex_data)):

192 # for j in range(len(g.vertex_data)):

193 # if g.conn_matrix[i][j] is not None:

194 # arr.append(id(g.conn_matrix[i][j]))

195 # for i in range(len(arr)):

196 # print(arr[i], '\n')

197 # for i in range(len(arr)):

198 # if arr[i] in arr[0:i]:

199 # print ('!!!')

200 if mode == 'd':

201 modestr = 'Distance: '

202 elif mode == 't':

203 modestr = 'Time: '
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204 print(modestr , distance)

205 lines = []

206 arcs = []

207 rotations = []

208 drawlines = None

209 cpoints = None

210 drawrots = None

211 drawarcs = None

212 gnames = g.vertex_data

213 for i in range(len(path) - 1):

214 conn = g.conn_matrix[gnames.index(path[i]), gnames.index(

path[i + 1])]

215 if type(conn) is aux.Line:

216 lines.append(conn)

217 # lines = np.append(lines , conn)

218 elif type(conn) is aux.Arc:

219 arcs.append(conn)

220 elif type(conn) is aux.Rotation:

221 rotations.append(conn)

222 if len(lines) > 0:

223 drawlines = draw.draw_lines(lines)

224 if len(arcs) > 0:

225 drawarcs = draw.draw_arcs(arcs)

226 if len(rotations) > 0:

227 drawrots = draw.draw_rotations(rotations)

228 if len(circles) > 0:

229 cpoints = draw.draw_circles(circles)

230 file.save_report(out_name , g, path , mode , distance)

231

232 fig1 = plt.figure (1)

233 ax = fig1.add_subplot (1,1,1)

234 if not cpoints is None:

235 plt.plot(cpoints [0], cpoints [1], 'r')

236 for c in circles:

237 p = patches.Circle ((c[0],c[1]), c[2], fill=False , hatch=

'x', color='r')

238 ax.add_patch(p)

239 if not drawlines is None:

240 plt.plot(drawlines [0], drawlines [1], 'c')

241 # plt.plot(drawlines [0], drawlines [1], 'c.')

242 if not drawarcs is None:

243 plt.plot(drawarcs [0], drawarcs [1], 'k')

244 if not drawrots is None:

245 plt.plot(drawrots [0], drawrots [1], 'k')

246 # plt.plot(dl2[0], dl2 [1])

247 # plt.plot(da2[0], da2 [1])
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248 plt.grid()

249 plt.gca().set_aspect('equal')

250 plt.show()

251

252

253 if __name__ == '__main__ ':

254 main()

************************************************************************
Ìîäóëü aux classes.py
************************************************************************

1

2 from abc import abstractmethod

3 import numpy as np

4

5 class Connection:

6 def __init__(self):

7 pass

8

9 @abstractmethod

10 def get_length(self):

11 pass

12

13 @abstractmethod

14 def get_time(self):

15 pass

16

17 @abstractmethod

18 def set_umax(self , umax):

19 pass

20

21 @abstractmethod

22 def calc_len_time(self):

23 pass

24

25

26 def normalize_angle(phi: float): # normalizing angle phi to be in

range (-pi, pi]

27 p = phi

28 while p > np.pi:

29 p -= 2 * np.pi

30 while p <= -np.pi:

31 p += 2 * np.pi

32 return p

33

34
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35 def point_check(p):

36 errorlevel = np.uint8 (0)

37 l: int = 0

38 try:

39 l = len(p)

40 except TypeError:

41 errorlevel += 1 # p is not iterable

42 if not l == 3:

43 errorlevel += 2 # length of p is not 3 (x, y, and

direction angle)

44 else:

45 if False in np.isreal(p):

46 errorlevel += 4 # elements of p are not numbers

47 return errorlevel

48

49

50 def circle_check(c):

51 errorlevel = np.uint8 (0)

52 l: int = 0

53 try:

54 l = len(c)

55 except TypeError:

56 errorlevel += 1 # c is not iterable

57 if not l == 3:

58 errorlevel += 2 # length of c is not 3

59 else:

60 if False in np.isreal(c):

61 errorlevel += 4 # elements of p are not numbers

62 if errorlevel <= 4:

63 if c[2] <= 0:

64 errorlevel += 8 # circle radius must be >0

65 return errorlevel

66

67

68 def report_point(el):

69 if el & 0x1 > 0:

70 raise ValueError('Error: point initializer is not a sequence

of two numbers ')

71 if el & 0x2 > 0:

72 raise ValueError('Error: length of the point initializer

must be 3')

73 if el & 0x4 > 0:

74 raise ValueError('Error: elements of the point initializer

must be real values ')

75

76
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77 def report_circle(el):

78 if el & 0x1 > 0:

79 raise ValueError('Error: point initializer is not a sequence

of two numbers ')

80 if el & 0x2 > 0:

81 raise ValueError('Error: length of the point initializer

must be 3')

82 if el & 0x4 > 0:

83 raise ValueError('Error: elements of the point initializer

must be real values ')

84 if el & 0x8 > 0:

85 raise ValueError('Error: circle radius must be positive ')

86

87

88 class Line(Connection):

89 def __init__(self , p1, p2, umax =1):

90 super ().__init__ ()

91 if umax > 0:

92 self.umax = np.float64(umax)

93 else:

94 self.umax = 0

95 el1 = point_check(p1)

96 el2 = point_check(p2)

97 if not el1 == 0 and el2 == 0:

98 report_point(el1)

99 report_point(el2)

100 phi = np.atan2(p2[1] - p1[1], p2[0] - p1[0])

101 self.begin = np.array(p1 , dtype=np.float64)

102 self.begin [2] = normalize_angle(phi)

103 self.end = np.array(p2 , dtype=np.float64)

104 self.end [2] = normalize_angle(phi) # update 0.2

105 self.length = float('inf')

106 self.time = float('inf')

107

108 def __getitem__(self , item):

109 if item == 0:

110 return self.begin

111 elif item == 1:

112 return self.end

113 else:

114 raise IndexError(f'Error: index {item} out of range for

Line class')

115

116 def get_length(self):

117 if self.length == float('inf'):

118 self.calc_len_time ()
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119 return self.length

120

121 def get_time(self):

122 if self.length == float('inf'):

123 self.calc_len_time ()

124 return self.time

125

126 def set_umax(self , umax):

127 if umax > 0:

128 self.umax = np.float64(umax)

129 self.length = float('inf')

130

131 def calc_len_time(self):

132 self.length = np.linalg.norm(self.end [0:2] - self.begin

[0:2]) # only x y coordinates in length

133 if self.umax > 0:

134 # self.time = 0.5 * self.length / self.umax

135 self.time = self.length / self.umax # model with v = (

u1 + u2) / 2

136

137

138 class Arc(Connection):

139 def __init__(self , c, p1 , p2 , dir=0, umax=1, base =1):

140 super ().__init__ ()

141 if umax > 0:

142 self.umax = np.float64(umax)

143 else:

144 self.umax = np.float64 (0)

145 if base > 0:

146 self.base = np.float64(base)

147 else:

148 self.base = np.float64 (1)

149 el1 = point_check(p1)

150 el2 = point_check(p2)

151 el3 = circle_check(c)

152 if not el1 == 0 and el2 == 0 and el3 == 0:

153 report_point(el1)

154 report_point(el2)

155 report_circle(el3)

156

157 # normalizing points to be on circle

158 cen = np.array(c, dtype=np.float64)

159 vec = np.array([p1[0] - c[0], p1[1] - c[1], 0], dtype=np.

float64)

160 self.begin = cen + vec * c[2] / np.linalg.norm(vec)

161 phi1 = np.atan2(self.begin [1] - cen[1], self.begin [0] - cen
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[0])

162

163 # self.begin [2] = p1[2] # restoring angle to the point p1

164 vec = np.array([p2[0] - c[0], p2[1] - c[1], 0], dtype=np.

float64)

165 self.end = cen + vec * c[2] / np.linalg.norm(vec)

166 phi2 = np.atan2(self.end[1] - cen[1], self.end[0] - cen [0])

167

168 # self.end[2] = p2[2] # restoring angle to the point p2

169 self.circle = cen

170

171 if not np.isreal(dir):

172 raise ValueError('Error: direction must be a real number

. Use 0 for automatic selection.')

173 if dir == 0:

174 # determining dir to have shortest arc

175 if np.sin(phi2 - phi1) >= 0:

176 self.dir = np.float64 (1)

177 else:

178 self.dir = np.float64 (-1)

179 elif dir > 0:

180 self.dir = np.float64 (1)

181 elif dir < 0:

182 self.dir = np.float64 (-1)

183 # assigning self angles for begin and end

184 self.phi_s = phi1

185 self.phi_f = phi2

186 # amending direction angles for begin and end according to

dir

187 self.begin [2] = normalize_angle(phi1 + 0.5 * np.pi * self.

dir)

188 self.end [2] = normalize_angle(phi2 + 0.5 * np.pi * self.dir)

# update 0.2 "-" -> "+"

189 self.length = float('inf')

190 self.time = float('inf')

191

192 def __getitem__(self , item):

193 if item == 0:

194 return self.begin

195 elif item == 1:

196 return self.end

197 else:

198 raise IndexError(f'Error: index {item} out of range for

Arc class')

199

200 def get_length(self):
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201 if self.length == float('inf'):

202 self.calc_len_time ()

203 return self.length

204

205 def get_time(self):

206 if self.length == float('inf'):

207 self.calc_len_time ()

208 return self.time

209

210 def set_umax(self , umax):

211 if umax > 0:

212 self.umax = umax

213 self.length = float('inf')

214

215 def set_base(self , base):

216 if base > 0:

217 self.base = base

218

219 def get_dphi(self):

220 phi = np.array([self.phi_s , self.phi_f ]) # update 0.2

221 if self.dir > 0 and phi [1] < phi [0]:

222 phi[1] += 2 * np.pi

223 if self.dir < 0 and phi [1] > phi [0]:

224 phi[1] -= 2 * np.pi

225 dphi = np.max(phi) - np.min(phi)

226 return dphi

227

228 def calc_len_time(self):

229 x = self.circle [0]

230 y = self.circle [1]

231 r = self.circle [2]

232 b = self.base

233

234

235 dphi = self.get_dphi ()

236 self.length = r * dphi

237 # vmax = self.umax * 2 * r / (r + 1)

238 vmax = self.umax * 2 * r / (2 * r + b)

239 if vmax > 0:

240 self.time = self.length / vmax

241

242

243 class Rotation(Connection):

244 def __init__(self , p, phi , umax=1, base =1):

245 super ().__init__ ()

246 if umax > 0:
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247 self.umax = np.float64(umax)

248 else:

249 self.umax = np.float64 (0)

250 if base > 0:

251 self.base = np.float64(base)

252 else:

253 self.base = np.float64 (1)

254 el1 = point_check(p)

255 if not el1 == 0:

256 report_point(el1)

257 if not np.isreal(phi):

258 raise ValueError('Error: rotation angle must be a real

number ')

259 self.phi = normalize_angle(phi)

260 if self.phi >= 0:

261 self.dir = np.float64 (1)

262 else:

263 self.dir = np.float64 (-1)

264 self.phi = self.phi * self.dir

265

266 self.begin = np.array(p, dtype=np.float64)

267 self.end = np.array(p, dtype=np.float64)

268 self.end [2] = self.begin [2] + self.phi * self.dir

269

270 self.length = float('inf')

271 self.time = float('inf')

272

273 def get_length(self):

274 if self.length == float('inf'):

275 self.calc_len_time ()

276 return self.length

277

278 def get_time(self):

279 if self.length == float('inf'):

280 self.calc_len_time ()

281 return self.time

282

283 def calc_len_time(self):

284 self.length = 0

285 if self.umax > 0:

286 # self.time = 0.5 * np.fabs(self.phi) / self.umax

287 self.time = 0.5 * self.base * np.fabs(self.phi) / self.

umax

288

289 def set_umax(self , umax):

290 if umax > 0:
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291 self.umax = np.float64(umax)

292 self.length = float(inf)

293

294

295 def main():

296 p1 = np.array([-1, 0, 0])

297 p2 = np.array([0, 1, 0])

298 c = np.array([0, 0, 1])

299 a = Arc(c, p2 , p1 , -1, 1, 1)

300 print(a.get_length ())

301 print(a.begin , ' ', a.end)

302

303

304 if __name__ == '__main__ ':

305 main()

**********************************************************************
Ìîäóëü designators.py
**********************************************************************

1

2 # defines designators used in names of graph vertices

3

4 d_start = 'S' # name for start point

5 d_finish = 'F' # name for finish point

6 d_circlepoint = 'A' # name for point on a circle

7 d_entrypoint = 'A' # name for entry point of a circle (not

implemented)

8 d_exitpoint = 'B' # name for exit point on a circle (not

implemented)

9 d_right = 'R' # designator for right -side connection

10 d_left = 'L' # designator for left -side connection

11 d_na = 'N' # designator for ignored name

12 d_delimiter = '_' # delimiter in point names

13 d_typeminus = '-' # designator for type 1 connection (incoming

line -> clockwise rotation)

14 d_typeplus = '+' # designator for type 2 connection (incoming line

-> counter -clockwise rotation)

********************************************************************** Ìî-
äóëü dijkstra.py **********************************************************************

1

2 from aux_classes import *

3 import sys

4

5
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6 class Graph:

7 def __init__(self , size =0):

8 # self.adj_matrix = [[0] for _ in range(size)]

9 # self.adj_matrix = -np.ones((size , size))

10 self.conn_matrix = np.empty((size , size), dtype=Connection)

11 self.size = size

12 self.vertex_data = [''] * size

13 self.vertex_locations = [np.array (2)] * size

14

15 def set_edge(self , u, v, weight):

16 if 0 <= u < self.size and 0 <= v < self.size:

17 self.adj_matrix[u][v] = weight

18 # self.adj_matrix[v][u] = weight # For undirected graph

19

20 def set_vertex_data(self , vertex , data):

21 if 0 <= vertex < self.size:

22 self.vertex_data[vertex] = data

23

24 def add_vertex(self , data , location):

25 self.vertex_data.append(data)

26 self.vertex_locations.append(location)

27 self.size += 1

28 # self.adj_matrix = np.pad(self.adj_matrix , ((0, 1), (0, 1))

, mode='constant ', constant_values =-1)

29 self.conn_matrix = np.pad(self.conn_matrix , ((0, 1), (0, 1))

, mode='empty')

30

31 def add_connection(self , v1, v2, conn):

32 i1 = self.vertex_data.index(v1)

33 i2 = self.vertex_data.index(v2)

34 # self.adj_matrix[i1][i2] = conn.get_time ()

35 self.conn_matrix[i1][i2] = conn

36

37 def dijkstra(self , start_vertex_data , end_vertex_data , mode='t')

:

38 start_vertex = self.vertex_data.index(start_vertex_data)

39 end_vertex = self.vertex_data.index(end_vertex_data)

40 distances = [float('inf')] * self.size

41 hops = [sys.maxsize] * self.size # number of hops

42 predecessors = [None] * self.size

43 distances[start_vertex] = 0

44 hops[start_vertex] = 0

45 visited = [False] * self.size

46

47 for _ in range(self.size):

48 min_distance = float('inf')
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49 u = None

50 for i in range(self.size):

51 if not visited[i] and distances[i] < min_distance:

52 min_distance = distances[i]

53 u = i

54

55 if u is None or u == end_vertex:

56 # debug info

57 # print(f"Breaking out of loop. Current vertex: {

self.vertex_data[u]}")

58 # print(f"Distances: {distances }")

59 break

60

61 visited[u] = True

62 # debug info

63 # print(f"Visited vertex: {self.vertex_data[u]}")

64

65 for v in range(self.size):

66 # if self.adj_matrix[u][v] != -1 and not visited[v]:

67 # alt = distances[u] + self.adj_matrix[u][v] #

+ self.conn_matrix.get_time ()

68 # if alt < distances[v]:

69 # distances[v] = alt

70 # predecessors[v] = u

71 if not self.conn_matrix[u][v] is None and not

visited[v]:

72 if mode == 'd':

73 alt = distances[u] + self.conn_matrix[u][v].

get_length ()

74 elif mode == 't':

75 alt = distances[u] + self.conn_matrix[u][v].

get_time ()

76 alt_hops = hops[u] + 1

77 if alt < distances[v] or (alt == distances[v]

and alt_hops < hops[v]):

78 distances[v] = alt

79 hops[v] = alt_hops # if equal distance ,

choose path with fewest hops

80 predecessors[v] = u

81

82 return distances[end_vertex], self.get_path(predecessors ,

start_vertex_data , end_vertex_data)

83

84 def get_path(self , predecessors , start_vertex , end_vertex):

85 path = []

86 current = self.vertex_data.index(end_vertex)
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87 while current is not None:

88 path.insert(0, self.vertex_data[current ])

89 current = predecessors[current]

90 if current == self.vertex_data.index(start_vertex):

91 path.insert(0, start_vertex)

92 break

93 # return '->'.join(path) # Join the vertices with '->'

94 return path

95

96 def set_umax(self , umax):

97 if umax > 0:

98 for i in range(len(self.vertex_data)):

99 for j in range(len(self.vertex_data)):

100 if not self.conn_matrix[i][j] is None:

101 self.conn_matrix[i][j]. set_umax(umax)

102

103

104

105 def main():

106 # example usage for points connected with lines

107 g = Graph (0)

108 point1 = [0, 0, 0] # A

109 point2 = [1, 1, 0] # B

110 point3 = [1, 0.1, 0] # C

111 point4 = [1, 2.5, 0] # D

112 gpoints = [point1 , point2 , point3 , point4]

113 gnames = ['A', 'B', 'C', 'D']

114 for p in gpoints:

115 g.add_vertex(gnames[gpoints.index(p)], p)

116 connections = [['A', 'B'], ['A', 'C'], ['B', 'C'], ['B', 'D'], [

'C', 'D']]

117 for c in connections:

118 g.add_connection(c[0], c[1], Line(gpoints[gnames.index(c[0])

], gpoints[gnames.index(c[1])]))

119 print(g.vertex_locations)

120

121

122 distance , path = g.dijkstra('A', 'D')

123 print(f"Path: {path}, Distance: {distance}")

124 print(g.conn_matrix)

125

126

127 if __name__ == '__main__ ':

128 main()

************************************************************************
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Ìîäóëü draw routines.py
************************************************************************

1

2 # for plotting:

3 # circle = circle_points(c, n)

4 # plt.plot(circle [0], circle [1])

5 #

6 # or

7 # arc = arc_points(c, a, b, dir , n)

8 # plt.plot(arc[0], arc [1])

9

10 import numpy as np

11 import matplotlib.pyplot as plt

12 import aux_classes as aux

13

14 def circle_points(c, n=50):

15 # creates an array of points for drawing a circle.

16 # c in format [x_c , y_c , r] - x,y coordinates and radius of the

circle

17 # n - number of points to draw

18 # returns (n+1) points where the first and the last points are

the same , for closed loop.

19 x = c[0]

20 y = c[1]

21 r = c[2]

22 points =np.empty((2, n + 1))

23 for i in range(n+1):

24 points[0, i] = x + r * np.cos(2 * i * np.pi / n)

25 points[1, i] = y + r * np.sin(2 * i * np.pi / n)

26 return points

27

28

29 def arc_points(c, a, b, dir , n=50):

30 # creates an array of points for drawing an arc of circle c

from ray ([x_c , y_c] -> a) to ray ([x_c , y_c] -> b)

31 # c - circle in format [x_c , y_c , r]

32 # a - starting point [x_a , y_a]

33 # b - finishing point [x_b , y_b]

34 # dir - direction of drawing (>0 for counter -clockwise , <0 for

clockwise

35 # n - number of points

36 x = c[0]

37 y = c[1]

38 r = c[2]

39 phi = np.atan2([a[1] - y, b[1] - y], [a[0] - x, b[0] - x])



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ B. ËÈÑÒÈÍÃ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ Ê ÃËÀÂÅ 3 331

40 if dir > 0 and phi[1] < phi [0]:

41 phi[1] += 2 * np.pi

42 if dir < 0 and phi[1] > phi [0]:

43 phi[1] -= 2 * np.pi

44 angles = np.linspace(phi[0], phi[1], n)

45 points = np.transpose ([[x + r * np.cos(ang), y + r * np.sin(ang)

] for ang in angles ])

46 return points

47

48

49 def draw_circles(circles , n=50):

50 # prepares an array of points for plotting the array of circles

<circles >

51 # n - number of points for each circle to be plotted , default n

=50

52 # circles in format [circle1 , circle2 , ...]

53 # where circle1 = [x1 , y1 , r1] etc.

54 # to plot use plt.plot(points [0], points [1])

55 return np.transpose ([ circle_points(c, n) for c in circles], (1,

2, 0))

56

57

58 def draw_lines(lines):

59 # prepares an array of points for drawing the array of lines

60 # lines in format [line1 , line2 , ...]

61 # where line1 = [[x1 , y1], [x2 , y2]] etc.

62 # to plot use plt.plot(points [0], points [1])

63 try:

64 if type(lines [0]) is aux.Line: # for compatibility with

aux.Line and other aux classes drawing

65 return np.transpose ([[l.begin [0:2], l.end [0:2]] for l in

lines], (2, 1, 0))

66 else:

67 return np.transpose(lines , (2, 1, 0))

68 except IndexError:

69 # return np.transpose(np.empty((0, 2, 3)), (2,1,0))

70 return np.empty((3, 2, 0))

71

72

73 def draw_arcs(arcs , n=50):

74 return np.transpose ([ arc_points(a.circle , a.begin , a.end , a.dir ,

n) for a in arcs], (1, 2, 0))

75

76

77 def draw_points(points):

78 return np.transpose(points , (1, 0))
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79

80

81 def draw_rotations(rotations , l=1):

82 if len(rotations) == 0:

83 return np.empty((3, 2, 0))

84 else:

85 lines = []

86 for r in rotations:

87 p1 = r.begin + l * np.array ([np.cos(r.begin [2]), np.sin(

r.begin [2]), 0])

88 p2 = p1 + 0.15 * l * r.dir * np.array([-np.sin(r.begin

[2]), np.cos(r.begin [2]), 0])

89 p3 = r.end + l * np.array ([np.cos(r.end [2]), np.sin(r.

end [2]), 0])

90 lines.append ([r.begin , p1])

91 lines.append ([p1 , p2])

92 lines.append ([r.end , p3])

93 lines = np.array(lines)

94 return np.transpose(lines , (2, 1, 0))

95

96

97 def main():

98 x1 = 0

99 y1 = 0

100 r1 = 1

101 x2 = 2

102 y2 = 1

103 r2 = 1.5

104 x3 = 1

105 y3 = 2

106 r3 = 2

107 p1 = [0, 1, 2]

108 p2 = [3, 4, 2]

109 p3 = [1, 2, 2]

110 p4 = [2, 0, 1]

111 lines = np.array ([[p1, p2], [p3, p4]])

112 circles = np.array ([[x1 , y1 , r1], [x2 , r2 , r2], [x3 , y3 , r3]])

113 arc1 = aux.Arc([1, 0, 2], [4, -4, 0], [-5, -5, 0], 0, 1)

114 arc2 = aux.Arc([3, 1, 1], [5, 0, 0], [-1, -10, 0], 0, 1)

115 rot1 = aux.Rotation ([0, 1, 0.5], -np.pi/4)

116 rot2 = aux.Rotation ([1, 1, -0.5], -np.pi/4)

117 phi1 = arc1.begin [2]

118 al1 = [arc1.begin , arc1.begin + np.array ((np.cos(phi1), np.sin(

phi1), 0))]

119 arc_lines = [[arc1.begin , arc1.begin + np.array([np.cos(arc1.

begin [2]), np.sin(arc1.begin [2]), 0])],
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120 [arc1.end , arc1.end + np.array ([np.cos(arc1.end [2])

, np.sin(arc1.end [2]), 0])],

121 [arc2.begin , arc2.begin + np.array ([np.cos(arc2.

begin [2]), np.sin(arc2.begin [2]), 0])],

122 [arc2.end , arc2.end + np.array ([np.cos(arc2.end [2])

, np.sin(arc2.end [2]), 0])]]

123 points = draw_circles(circles , 50)

124 points2 = draw_lines(lines)

125 points3 = draw_arcs ([arc1 , arc2])

126 points4 = draw_lines(arc_lines)

127 points5 = draw_rotations ([rot1 , rot2])

128 plt.figure (1)

129 plt.gca().set_aspect('equal')

130 plt.grid()

131 plt.plot(points [0], points [1])

132 plt.plot(points2 [0], points2 [1])

133 plt.plot(points3 [0], points3 [1])

134 plt.plot(points4 [0], points4 [1])

135 plt.plot(points5 [0], points5 [1], 'k')

136 plt.show()

137 return

138

139

140 if __name__ == '__main__ ':

141 main()

************************************************************************
Ìîäóëü �le routines.py
************************************************************************

1

2 import tkinter as tk

3 from tkinter import filedialog

4 import numpy as np

5 from matplotlib import pyplot as plt

6 import draw_routines as draw

7 import geometry as geom

8 import aux_classes as aux

9 import designators

10

11

12 def get_setup_filename ():

13 root = tk.Tk()

14 root.withdraw ()

15 filename = filedialog.askopenfilename(title='Open setup file',

filetypes =[('Text files ', '*.txt')])

16 return filename
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17

18

19 def parse_setup(filename):

20 start = np.empty(shape =(0 ,3))

21 have_start = False

22 end = np.empty(shape =(0,3))

23 have_end = False

24 circles = np.empty(shape =(0,3))

25 umax = None

26 have_umax = False

27 base = None

28 have_base = False

29 n_circles = 0

30 with open(filename , 'r') as fhandle:

31 lines = fhandle.readlines ()

32 for line in lines:

33 datatype , data = parse_line(line)

34 if datatype == 'start':

35 if have_start:

36 print('Warning: found more than one start point ,

ignoring all extra start points.')

37 else:

38 if len(data) == 3:

39 start = data

40 have_start = True

41 elif datatype == 'end':

42 if have_end:

43 print('Warning: found more than one end point ,

ignoring all extra end points.')

44 else:

45 if len(data) == 3:

46 end = data

47 have_end = True

48 elif datatype == 'circle ':

49 if len(data) == 3:

50 circles = np.append(circles , [data], axis =0)

51 elif datatype == 'umax':

52 if have_umax:

53 print('Warning: found more than one umax , ignoring

all extra values.')

54 else:

55 if len(data) == 1:

56 umax = data

57 have_umax = True

58 elif datatype == 'base':

59 if have_base:
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60 print('Warning: found more than one base , ignoring

all extra values.')

61 else:

62 if len(data) == 1:

63 base = data

64 have_base = True

65 else:

66 print(f'Warning: unidentified label {data} found in

setup file.')

67 ol = geom.overlap(circles)

68 if len(ol) > 0:

69 raise ValueError(f'Error: overlapping circles detected: {ol

}, check setup.')

70 if geom.is_inside(start , circles):

71 raise ValueError('Start point inside one of the circles ,

check setup ')

72 if geom.is_inside(end , circles):

73 raise ValueError('End point inside one of the circles , check

setup ')

74 if umax is not None and umax <= 0:

75 raise ValueError('Error: umax in setup is nonpositive.')

76 if base is not None and base <= 0:

77 raise ValueError('Error: base in setup is nonpositive.')

78 return start , end , circles , umax , base

79

80

81 def find_occurrences(s, ch):

82 return [i for i, letter in enumerate(s) if letter == ch]

83

84

85 def parse_line(line):

86 lc = '('

87 rc = ')'

88 delimiter = ','

89 out_data = np.empty(shape =0)

90 pos_l = find_occurrences(line , lc)

91 pos_r = find_occurrences(line , rc)

92 if not len(pos_l) == 1:

93 raise ValueError(f'Error: expected 1 opening bracket , found

{len(pos_l)}.')

94 if not len(pos_r) == 1:

95 raise ValueError(f'Error: expected 1 closing bracket , found

{len(pos_r)}.')

96 pos_del = find_occurrences(line , delimiter)

97 datatype = "".join(line [0: pos_l [0]]. split ()).lower () # remove

all spaces in line and convert to lowercase
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98 n_del = len(pos_del)

99 if (datatype == 'circle ') or (datatype == 'start') or (datatype

== 'end'):

100 if n_del == 2:

101 tmpstr = line[pos_l [0] + 1: pos_del [0]]

102 out_data = np.append(out_data , float(tmpstr))

103 tmpstr = line[pos_del [0] + 1: pos_del [1]]

104 out_data = np.append(out_data , float(tmpstr))

105 tmpstr = line[pos_del [1] + 1: pos_r [0]]

106 out_data = np.append(out_data , float(tmpstr))

107 else:

108 print(f'Error reading {datatype }: expected 2 delimiters ,

found {n_del}')

109 elif (datatype == 'umax'):

110 if n_del == 0:

111 tmpstr = line[pos_l [0] + 1: pos_r [0]]

112 val = None

113 try:

114 val = float(tmpstr)

115 except ValueError:

116 print(f'Warning: cannot convert {tmpstr} to float ,

ignoring input.')

117 if np.isreal(val):

118 out_data = np.append(out_data , val)

119 elif (datatype == 'base'):

120 if n_del == 0:

121 tmpstr = line[pos_l [0] + 1: pos_r [0]]

122 val = None

123 try:

124 val = float(tmpstr)

125 except ValueError:

126 print(f'Warning: cannot convert {tmpstr} to float ,

ignoring input.')

127 if np.isreal(val):

128 out_data = np.append(out_data , val)

129

130 return datatype , out_data

131

132

133 def report_setup ():

134 pass

135

136

137 def generate_out_name(name):

138 dir_sep = find_occurrences(name , '/')

139 if len(dir_sep) == 0:
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140 pos_dir = 0

141 else:

142 pos_dir = dir_sep [-1]

143 dot_sep = find_occurrences(name , '.')

144 print(dot_sep)

145 if len(dot_sep) == 0:

146 pos_dot = -1

147 else:

148 pos_dot = dot_sep [-1]

149 thename = name[pos_dir +1: pos_dot] # file name without slash

and extension

150 path = name [0: pos_dir] # no slash here , extracting path

151 # print(path)

152 out_name = path + '/' + 'report_ ' + thename + '.txt'

153 print(out_name)

154 return out_name

155

156

157 def save_report(filename , g, path , mode , distance):

158 short_strings = []

159 full_strings = []

160 p_start = designators.d_start

161 p_finish = designators.d_finish

162 gnames = g.vertex_data

163 modes = {'t': 'Time', 'd': 'Length '}

164 for i in range(len(path) - 1):

165 conn = g.conn_matrix[gnames.index(path[i]), gnames.index(

path[i + 1])]

166 results = {'t': conn.get_time (), 'd': conn.get_length ()}

167 if type(conn) is aux.Line:

168 short_strings.append(f'Line({conn.begin}, {conn.end}): {

modes[mode ]}={ results[mode ]}\n')

169 elif type(conn) is aux.Arc:

170 short_strings.append(f'Arc({conn.circle}, {conn.begin},

{conn.end}, {conn.dir}): '

171 f'{modes[mode ]}={ results[mode ]}\n')

172 elif type(conn) is aux.Rotation:

173 short_strings.append(f'Rotation ({conn.begin}, {conn.phi

}, {conn.dir}): {modes[mode ]}={ results[mode ]}\n')

174 short_strings.append(f'Path: {path}\n')

175 short_strings.append(f'Overall {modes[mode].lower ()}: {distance

}\n')

176

177 with open(filename , 'wt') as fhandle:

178 for s in short_strings:

179 fhandle.write(s)
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180

181

182 def main():

183 start , end , circles , umax , base = parse_setup(get_setup_filename

())

184

185 print('Start = ', start)

186 print('End = ', end)

187 print('Circles: ', circles)

188 print('Umax = ', umax)

189 print('Base = ', base)

190

191

192 # drawing

193 plt.figure (1)

194 dcircles = draw.draw_circles(circles)

195 plt.plot(dcircles [0], dcircles [1])

196 dpoints = draw.draw_points ([start , end , [2.5, 2.5, 1]])

197 plt.plot(dpoints [0], dpoints [1], 'b.')

198 plt.grid()

199 plt.gca().set_aspect('equal')

200 plt.show()

201

202

203 if __name__ == '__main__ ':

204 main()

*************************************************************************
Ìîäóëü geometry.py
*************************************************************************

1

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 import draw_routines as draw

5 from aux_classes import normalize_angle

6

7

8 def add_angle(a, b):

9 # adding direction angle to both points

10 phi = np.atan2(b[1] - a[1], b[0] - a[0])

11 a[2] = normalize_angle(phi)

12 # b[2] = normalize_angle(phi + np.pi)

13 b[2] = normalize_angle(phi)

14

15

16 def tangent_c2c(circle1 , circle2):
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17 x1 = np.float64(circle1 [0])

18 y1 = np.float64(circle1 [1])

19 r1 = np.float64(circle1 [2])

20 x2 = np.float64(circle2 [0])

21 y2 = np.float64(circle2 [1])

22 r2 = np.float64(circle2 [2])

23 c1 = np.array([x1 , y1 , 0])

24 c2 = np.array([x2 , y2 , 0])

25 d = np.sqrt((x1 - x2) * (x1 - x2) + (y1 - y2) * (y1 - y2))

26 # if negative or zero radius in arguments

27 if r1 <= 0 or r2 <= 0:

28 return 0, np.array ([])

29

30 # variant 1 - one circle inside the other - no tangents

31 if d < np.fabs(r1 - r2):

32 return 0, np.array ([])

33

34 # variant 2 - tangent circles - inner touch and outer touch , 1

tangent , point b taken as unit segment

35 # from tangent point leftwards along the common tangent ,

looking from circle 1

36 if d == np.fabs(r1 - r2):

37 e1 = (c2 - c1) / d

38 # phi = np.atan2(e1[0], -e1[1])

39 a1 = r1 * e1 + c1

40 b1 = a1 + np.array([-e1[1], e1[0], 0]) # the stub is made

to produce a line even in there is no line

41 add_angle(a1, b1)

42 return 1, np.array ([[a1 , b1]])

43

44 # variant 3 - outer touch - 3 tangents , 2 external and 1 common

45 # !!! check again all variants , variant 3 not tested

46 if d == r1 + r2:

47 cphi = (r1 - r2) / d

48 sphi = np.sqrt(1 - cphi * cphi)

49 matr = np.array ([[cphi , -sphi , 0], [sphi , cphi , 0], [0, 0,

1]])

50 e1 = (c2 - c1) / d

51 a1 = matr.dot(e1) * r1 + c1

52 b1 = matr.dot(e1) * r2 + c2

53 add_angle(a1, b1)

54 a2 = matr.transpose ().dot(e1) * r1 + c1

55 b2 = matr.transpose ().dot(e1) * r2 + c2

56 add_angle(a2, b2)

57 a3 = r1 * e1 + c1

58 b3 = a3 + np.array([-e1[1], e1[0], 0]) # the stub is made
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to produce a line even in there is no line

59 add_angle(a3, b3)

60 # order: 1) external left to left , 2) external right to

right , 3) common (leftwards looking from circle 1)

61 return 3, np.array ([[a1 , b1], [a2 , b2], [a3 , b3]])

62

63 # variant 3 - intersecting circles , 2 common tangents

64 if d < (r1 + r2):

65 cphi = (r1 - r2) / d

66 sphi = np.sqrt(1 - cphi * cphi)

67 matr = np.array ([[cphi , -sphi , 0], [sphi , cphi , 0], [0, 0,

1]])

68 e1 = (c2 - c1) / d

69 a1 = matr.dot(e1) * r1 + c1

70 b1 = matr.dot(e1) * r2 + c2

71 add_angle(a1, b1)

72 a2 = matr.transpose ().dot(e1) * r1 + c1

73 b2 = matr.transpose ().dot(e1) * r2 + c2

74 add_angle(a2, b2)

75 # order : 1) outer left , 2) outer right

76 return 2, np.array ([[a1 , b1], [a2 , b2]])

77

78 # variant 4 (default) - distant circles , 4 common tangents (2

outer , 2 inner)

79 if d > (r1 + r2):

80 cphi1 = (r1 - r2) / d # for outer tangents

81 sphi1 = np.sqrt(1 - cphi1 * cphi1)

82 cphi2 = (r1 + r2) / d # for inner tangents

83 sphi2 = np.sqrt(1 - cphi2 * cphi2)

84 matr1 = np.array ([[cphi1 , -sphi1 , 0], [sphi1 , cphi1 , 0], [0,

0, 1]])

85 matr2 = np.array ([[cphi2 , -sphi2 , 0], [sphi2 , cphi2 , 0], [0,

0, 1]])

86 e1 = (c2 - c1) / d

87 # outer tangent - left to left

88 a1 = matr1.dot(e1) * r1 + c1

89 b1 = matr1.dot(e1) * r2 + c2

90 add_angle(a1, b1)

91 # outer tangent - right to right

92 a2 = matr1.transpose ().dot(e1) * r1 + c1

93 b2 = matr1.transpose ().dot(e1) * r2 + c2

94 add_angle(a2, b2)

95 # inner tangent - left to right

96 a3 = matr2.dot(e1) * r1 + c1

97 b3 = matr2.dot(-e1) * r2 + c2

98 add_angle(a3, b3)
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99 # inner tangent - right to left

100 a4 = matr2.transpose ().dot(e1) * r1 + c1

101 b4 = matr2.transpose ().dot(-e1) * r2 + c2

102 add_angle(a4, b4)

103 # order : 1) outer left , 2) outer right , 3) inner left to

right , 4) inner right to left

104 return 4, np.array ([[a1 , b1], [a2 , b2], [a3 , b3], [a4 , b4]])

105 else:

106 return 0, np.array ([])

107

108

109 def tangent_p2c(p, c):

110 xp = np.float64(p[0])

111 yp = np.float64(p[1])

112 xc = np.float64(c[0])

113 yc = np.float64(c[1])

114 rc = np.float64(c[2])

115 p1 = np.array([xp , yp , 0])

116 c1 = np.array([xc , yc , 0])

117 d = np.sqrt((xp - xc) * (xp - xc) + (yp - yc) * (yp - yc))

118 if rc <= 0:

119 return 0, np.array ([])

120 elif d < rc:

121 return 0, np.array ([])

122 elif d == rc:

123 e1 = (p1 - c1) / d

124 # phi = np.atan2(e1[0], -e1[1])

125 a1 = p1

126 # a1[2] = phi

127 b1 = p1 + np.array ([e1[1], -e1[0], 0]) # the stub is made

to produce a line even in there is no line

128 # b1[2] = phi

129 add_angle(a1, b1)

130 return 1, np.array ([[a1 , b1]])

131 else:

132 e1 = (p1 - c1) / d

133 cphi = rc / d

134 sphi = np.sqrt(1 - cphi * cphi)

135 matr = np.array ([[cphi , sphi , 0], [-sphi , cphi , 0], [0, 0,

1]])

136 a1 = p1.copy()

137 a2 = p1.copy()

138 b1 = c1 + matr.dot(e1) * rc

139 b2 = c1 + matr.transpose ().dot(e1) * rc

140 add_angle(a1, b1)

141 add_angle(a2, b2)
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142 # order: 1) left , 2) right

143 return 2, np.array ([[a1 , b1], [a2 , b2]])

144

145

146 def tangent_c2p(c, p):

147 n, res = tangent_p2c(p, c)

148 if n == 0:

149 return 0, np.array ([])

150 elif n == 1:

151 q = res[0]

152 return 1, np.array ([[q[0], q[0] + (q[0] - q[1]) ]])

153 elif n == 2:

154 q1 = res [0]

155 q2 = res [1]

156 for p in q1:

157 p[2] = normalize_angle(p[2] - np.pi)

158 for p in q2:

159 p[2] = normalize_angle(p[2] - np.pi)

160 return 2, np.array ([[q2[1], q2[0]], [q1[1], q1 [0]]])

161 else:

162 return 0, np.array ([])

163

164

165 def is_obstructed_by(l, c):

166 a = np.float64(l[0][0:2])

167 b = np.float64(l[1][0:2])

168 center = np.array([c[0], c[1]])

169 rc = c[2]

170 el = (b - a) / np.linalg.norm(b - a)

171 eort = np.array((-el[1], el[0]))

172 d = np.fabs(eort.dot(center - a)) # distance from circle

center to the line

173 between = el.dot(center - a) * el.dot(center - b) # negative

means cen is projected between a and b

174 if d < rc and between < 0:

175 return True

176 else:

177 return False

178

179

180 def is_obstructed(l, circles):

181 res = False

182 for c in circles:

183 if is_obstructed_by(l, c):

184 res = True

185 break
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186 return res

187

188

189 def is_overlapped_by(circle1 , circle2):

190 x1 = circle1 [0]

191 y1 = circle1 [1]

192 r1 = circle1 [2]

193 x2 = circle2 [0]

194 y2 = circle2 [1]

195 r2 = circle2 [2]

196

197 d2 = (x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1)

198 if d2 <= (r1 + r2) * (r1 + r2): # change to < if allowing

touch

199 return True

200 else:

201 return False

202

203

204 def overlap(circles):

205 res = []

206 for i in range(len(circles)):

207 for j in range(i+1, len(circles)):

208 if is_overlapped_by(circles[i], circles[j]):

209 res = (i,j)

210 break

211 return res

212

213

214 def is_inside_of(point , circle):

215 xp = point [0]

216 yp = point [1]

217 xc = circle [0]

218 yc = circle [1]

219 rc = circle [2]

220 d2 = (xc - xp) * (xc - xp) + (yc - yp) * (yc - yp)

221 if d2 < rc * rc:

222 return True

223 else:

224 return False

225

226

227 def is_inside(point , circles):

228 res = False

229 for c in circles:

230 if is_inside_of(point , c):
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231 res = True

232 break

233 return res

234

235

236 def main():

237 x1 = 0

238 x2 = 4

239 y1 = 0

240 y2 = 3

241 r1 = 3

242 r2 = 1

243 xa = 0

244 ya = 0

245 ra = 3

246 xp = 5

247 yp = 2

248 a_start = np.array((1, 0))

249 b_finish = np.array ((1, -1))

250 c1 = np.array([x1 , y1 , r1])

251 c2 = np.array([x2 , y2 , r2])

252 p1 = np.array([xp , yp , 0])

253

254 n, res = tangent_c2c(c1 , c2)

255 lines = np.empty ((n, 2, 3))

256 for i in range(n):

257 lines[i] = res[i]

258 # lines = [res [2]]

259

260 # print(res)

261

262 n2, res2 = tangent_p2c(p1, c1)

263 lines2 = np.empty((n2 , 2, 3))

264 for i in range(n2):

265 lines2[i] = res2[i]

266 # print(res2)

267

268 n3, res3 = tangent_c2p(c2, p1)

269 # n3 , res3 = tangent_p2c(p1, c2)

270 lines3 = np.empty((n3 , 2, 3))

271 for i in range(n3):

272 lines3[i] = res3[i]

273

274 print(res3)

275

276 # drawing
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277 plt.figure (1)

278 circles = draw.draw_circles ([c1, c2])

279 plt.plot(circles [0], circles [1])

280

281 lines_prepared = draw.draw_lines(lines)

282 lines2_prepared = draw.draw_lines(lines2)

283 lines3_prepared = draw.draw_lines(lines3)

284 plt.plot(lines_prepared [0], lines_prepared [1], 'b.') # adding

end points

285 plt.plot(lines_prepared [0], lines_prepared [1], 'b') #

drawing the lines from array

286 plt.plot(lines2_prepared [0], lines2_prepared [1], 'r')

287 plt.plot(lines2_prepared [0], lines2_prepared [1], 'r.')

288 plt.plot(lines3_prepared [0], lines3_prepared [1], 'g')

289 plt.plot(lines3_prepared [0], lines3_prepared [1], 'g.')

290 plt.grid()

291 plt.gca().set_aspect('equal')

292 plt.show()

293

294

295 if __name__ == '__main__ ':

296 main()

************************************************************************
Ïðèìåð âõîäíîãî ôàéëà:
************************************************************************

1

2 start (0,0,0)

3 circle (1.5 ,1.5 ,0.8)

4 circle (3.5 ,3.5 ,0.8)

5 circle (1,4 ,1.5)

6 circle (4,1 ,1.5)

7 end(5,5,0)

8 umax (1)

9 base (1)

***********************************************************************



Ïðèëîæåíèå C

Ëèñòèíã ïðîãðàììû ê ãëàâå 4

C.1 Ëèñòèíã ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì ASLAM-MPPI

Îñíîâíîé ìîäóëü: ïîèñê óïðàâëåíèÿ

1

2 import numpy as np

3

4

5 def calc_softmax_seq(batch_costs: np.array , control_batch: np.

ndarray , temperature: float):

6 """ Calculate control using softmax function.

7

8 Args:

9 control_batch: np.ndarray of shape [batch_size , time_steps ,

2]

10 costs: np.array of shape [batch_size]

11 """

12

13 batch_costs = batch_costs - np.min(batch_costs)

14 exponents = np.exp(-1 / temperature * (batch_costs))

15 softmaxes = exponents / np.sum(exponents) # -> shape = [

batch_size]

16

17 control = (control_batch * softmaxes [:, np.newaxis , np.newaxis ])

.sum(axis =0)

18

19 return control

20

21

346
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22 def find_min_seq(batch_costs: np.array , control_batch: np.ndarray):

23 best_idx = np.argmin(batch_costs , axis =0)

24 return control_batch[best_idx]

Ìîäóëü íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ñòîèìîñòè

1

2 import numpy as np

3 from numba import njit

4

5

6 def triangle_cost(state , reference_trajectory , reference_intervals ,

obstacles , weights , powers):

7 """ Cost according to nearest segment.

8

9 Args:

10 state: np.ndarray of shape [batch_size , time_steps , 8] where

3 for x, y, yaw , v, w, v_control , w_control , dts

11 ref_traj: np.array of shape [ref_traj_size , 3] where 3 for x

, y, yaw

12 desired_v: float

13 obstacles: list of points [x, y]

14 weights: weights for cost components

15 powers: powers for cost components

16

17 Return:

18 costs: np.array of shape [batch_size]

19 """

20

21

22 costs = np.zeros(shape=state.shape [0])

23 obstacles_c = obstacles_cost(state , obstacles , eps=0.15 ,

24 weight=weights['obstacle '],

25 power=powers['obstacle '])

26

27 triangle_c = triangle_cost_segments(state , reference_trajectory ,

reference_intervals ,

28 weight=weights['reference '],

29 power=powers['reference '])

30

31 goal_c = goal_cost(state , reference_trajectory [-1],

32 weight=weights['goal'],

33 power=powers['goal'])

34

35 costs += triangle_c + goal_c + obstacles_c

36 return costs

37
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38

39 @njit

40 def triangle_cost_segments(state , reference_trajectory ,

reference_intervals , weight=1, power =1):

41

42 x_dists = state[:, :, :1] - reference_trajectory [:, 0]

43 y_dists = state[:, :, 1:2] - reference_trajectory [:, 1]

44 dists = np.sqrt(x_dists ** 2 + y_dists ** 2)

45

46 if len(reference_trajectory) == 1:

47 return dists.sum(2).sum(1)

48

49 first_sides = dists[:, :, :-1]

50 second_sides = dists[:, :, 1:]

51 opposite_sides = reference_intervals

52

53 first_obtuse_mask = is_angle_obtuse(first_sides , second_sides ,

opposite_sides)

54 second_obtuse_mask = is_angle_obtuse(second_sides , first_sides ,

opposite_sides)

55

56 cost = np.zeros(shape=( dists.shape [0]))

57 dists_to_segments = np.empty(len(reference_intervals))

58 for i in range(dists.shape [0]):

59 for j in range(dists.shape [1]):

60 for k in range(len(reference_intervals)):

61

62 first_side = first_sides[i, j, k]

63 second_side = second_sides[i, j, k]

64 opposite_side = opposite_sides[k]

65

66 if is_angle_obtuse(first_side , second_side ,

opposite_side):

67 dists_to_segments[k] = first_side

68

69 elif is_angle_obtuse(second_side , first_side ,

opposite_side):

70 dists_to_segments[k] = second_side

71 else:

72 dists_to_segments[k] = heron(

73 opposite_side ,

74 first_side ,

75 second_side

76 )

77 cost[i] += dists_to_segments.min()

78 cost[i] /= dists.shape [1]
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79

80 return (cost*weight)**power

81

82

83 @njit

84 def is_angle_obtuse(opposite_side , b, c):

85 return opposite_side ** 2 > (b ** 2 + c ** 2)

86

87 @njit

88 def heron(opposite_side , b, c):

89 eps = 0.000001

90 if abs(opposite_side) < eps:

91 return min(b, c)

92

93 p = (opposite_side + b + c) / 2.0

94 h = 2.0 / opposite_side * np.sqrt(p * (p - opposite_side) * (p -

b) * (p - c))

95 return h

96

97

98 def obstacles_cost(state , obstacles , eps , weight , power):

99 costs = np.zeros(shape =(state.shape [0]))

100 if not len(obstacles):

101 return costs

102

103 x, y, r = obstacles [:, 0], obstacles [:, 1], obstacles[:, 2]

104

105 x_dists = state[:, :, :1] - x

106 y_dists = state[:, :, 1:2] - y

107 dists = np.sqrt(x_dists ** 2 + y_dists ** 2) - r

108 dists = dists.min(2).min (1)

109

110 dists[dists < 0] = 0

111

112 # Points close to the obstacle

113 approx_mask = (dists < eps)

114 costs[approx_mask] = ((eps - dists[approx_mask ]) * weight) **

power

115

116 return costs

117

118

119 @njit

120 def goal_cost(state , goal , weight=1, power =1):

121 x_dists = state[:, :, 0] - goal [0]

122 y_dists = state[:, :, 1] - goal [1]



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ C. ËÈÑÒÈÍÃ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ Ê ÃËÀÂÅ 4 350

123 dists = np.sqrt(x_dists ** 2 + y_dists ** 2)

124

125 return weight * (dists[:, -1] ** power)

Ìîäóëü óñòàíîâêè ìåòðèê

1

2 import numpy as np

3

4

5 def mean_dist_metric(ref_traj , path_points):

6 error = 0

7 for ref in ref_traj[:, :3]:

8 min_dist = __find_min_dist(ref , path_points [:, :3])

9 error += min_dist

10

11 return error / len(ref_traj)

12

13

14 def __find_min_dist(ref_pt , path_points):

15 min_dist = np.inf

16 for pt in path_points:

17 curr_dist = np.linalg.norm(pt - ref_pt)

18 if min_dist >= curr_dist:

19 min_dist = curr_dist

20

21 return min_dist


